Td n° 7 d’Analyse fonctionnelle

THEORIE SPECTRALE — DISTRIBUTIONS

Séance du 27 Mars 2015

Exercice 1.  Spectre de la multiplication

Soit F' € L*°(X) définie sur I'espace mesuré fini (X, du). On considére opérateur de
multiplication sur L?(X,du) Tr : ¢ — F¢. Montrer que le spectre de Tr correspond a
I'image essentielle de F', c’est a dire

{\Ve, p({A —e < F < X+¢}) > 0}

Exercice 2. Polynomes de Hermite
Soit I'espace de Hilbert H = L%(RR, e~ *"dx).
1. Montrer que les polynémes forment un sous-espace vectoriel dense de H.

Indication : On pourra montrer que si f € H est orthogonal a I’espace engendré par les
polynémes, la fonction holomorphe

F(2) = /R F)et = dt

est identiquement nulle et vérifie F(ix) = F(f).
On considére les polynémes de Hermite H,(z) = (—1)"6382%

22
Hermite ¢, (z) = e~ 2 Hy(z).

2. Montrer que H,, est un polynoéme de degré n et qu’il est orthogonal (pour le produit
hermition de H) a l’espace engendré par les polyndomes de degré inférieur ou égal a n — 1.

3. Montrer que Hy41(z) = 2vH,(x) — 2nH,_1(z) et que - H,(z) = 2nH,_1(z).
4. Montrer que (% + :E) Un = 2ny,_1 et que (—% + 1:) Up = Upy1.
5. Montrer enfin que (j—; + 332) Y = (2n+ 1)y,

6. Montrer que 1, est une fonction propre pour la transformée de Fourier.

(e7") et les fonctions de

Indication : On pourra calculer ’équation différentielle satisfaite par F(¢y,).
*

Exercice 3.  Partition de l'unité et fonction plateau

1. Construire une fonction g : R — R, C°, telle que g(z) = 1si |z| < 1 et g(x) =0 si
|z| > 2, et g(z) € [0, 1] pour tout x.

2. Soit 2 un ouvert de R", et V; une famille d’ouverts telle que | J; V; = Q. Montrer
qu’il existe une suite de fonctions ¢, : 2 — R C* positives telle que pour tout n, ¢, est
a support dans I'un des V;, que pour tout x € €Q,

Z‘Pl(x) =1,
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(la somme ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls) et que pour tout compact
K C Q, il existe m € N tel que ", ol = 1.

3. Soit U un ouvert de R™ et K un compact de U. Montrer qu’il existe une fonction
¥ U — R C* a support compact dans U, a valeur dans [0, 1] et telle que pour tout x
dans un voisinage de K, ¢(z) = 1.

Exercice 4.  Support d’une distribution

Soit © un ouvert. On dit qu’une distribution v de D’(IR™) est nulle sur Q si pour tout
¢ € D), u(¢p) = 0.

1. Montrer que ’ensemble des ouverts sur lesquels u est nulle est stable par réunion.
On appelle support de u (et on note Supp(u)) le complémentaire du plus grand ouvert sur
lequel u est nul.

2. Montrer que cette notion de support coincide avec la notion usuelle pour des fonctions
réguliéres. Quel est le support de g 7

3. Montrer qu’une distribution a support compact est d’ordre fini.
*

Exercice 5. Quelques exemples de distributions
1. Montrer que u : ¢ — > 52, #()(i) est une distribution sur R d’ordre infini.

2. Soit u € D'(IR?) définie par u(¢) = /gb(w, x)dx. Montrer que u est bien une distri-
ou

U
bution, et calculer — + —

ox Oy’
1
3. Montrer que e=? appartient a D’(IR}), mais ne se prolonge pas a D'(R).
4. Montrer qu’une distribution positive u € D'(Q2) (i.e. pour tout ¢ € D(Q) positive,
u(¢) > 0) est une mesure.

5. Soit u € D'(R). Montrer qu’il existe une distribution v € D'(R) tel que v/ = u, et
que ’ensemble de telles distributions forme un espace affine.

*

Exercice 6. Distribution dont le support est un point

Soit u € D(R™) tel que Supp(u) = {0}. En particulier, u est d’ordre fini m.

Soit ¢ € D(R™) positive, telle que ¢ = 1 sur un voisinage de B(0,1/2) et Supp® €
B(0,1). On pose ¢y (z) = ¢(z/r).

1. Rappeler pourquoi ¥,u = u.

Soit ¢ € D(R™), telle que pour tout multi-indice a tel que |a| < m, (D*¢)(0) = 0.

2. Montrer que ||¢y@|/m — 0 quand r — 0.

3. En déduire que (u, ¢) = 0.

4. Montrer qu’il existe ay, tels que u=> ;" aké(()k).

*
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