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TRANSFORMATION DE FOURIER ET ESPACES DE SOBOLEV

Séance du 12 avril 2013

Exercice 1. Quelques questions sur les espaces de Sobolev H?

1. Vérifier que §9 € H® pour s < —d/2. Montrer que pour s > d/2, H® s’injecte
continument dans Co(R?)
2. Montrer que &'(R?) C U H*.
3. Montrer que l'injection de H*' dans H®2 pour s; > so est continue.
4. On suppose maintenant que s €]d/2,d/2 + 1[. Montrer que pour tout « € [0,1] et
x,y, &
|7 — e8] < 2l — y| (¢

En déduire que pour tout a €]0, s — d/2], il existe C(«) tel que :

u(z) — u(y)|

Vr,y € RY,
|z —y|*

< Cla)||lul|lgs-

Conclure que H*(R%) s’injecte contintiment dans C*(RY), ensemble des fonctions a-Holderiennes
bornées.

Exercice 2. L’équation des ondes

1. Soit ug € HY(RN),u; € L2(RY). Résoudre dans C*(R, L2(RY)) :

02u — Au = 0 dans R x RV,
u(0,.) = ug, Opu(0,.) = uj.

2. Soit f € L'. On suppose de plus Supp]?C {£,1 < |€] < 2}. Montrer que f_l(eit‘ﬂf) =
K(t,z)« f, ou

K(ta) = [ x(@eei
avec x radiale telle que x(£) = 0 pour [£] < 3 et [¢] >3, et x(§) =1 pour 1 < [¢] < 2.
3. Montrer que |K (z,t)] < <.
Tz
Indication : On pourra séparer les cas |z| < &, £ < |z| <2t et 2t < |z].
4. En déduire une estimation de décroissance pour la solution de I’équation des ondes,
avec des données initiales ug, u; € L' vérifiant 'hypothése de la question 2.

*

Exercice 3. L’équation de Schridinger
On considére I’équation sur R"™

.9 _
{ i5u+ Au =0, (1)

uli—o = up.
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1. On suppose ug € L%(R"™). Résoudre I'équation (1) dans C(R, L?(R")).
On veut montrer qu’il est possible de résoudre cette équation pour ug € L*(R, L?).
2. Justifier pourquoi la transformée de Fourier de eitl€” est bien définie.

3. Montrer que pour o € C de partie réelle strictement négative, on a

[ 1 =2

4. Montrer que cette égalité reste vraie, au sens de §’, pour « imaginaire pur.

5. En déduire que I'on peut résoudre 1'équation (1) pour ug € L' et que la solution
u(t, x) vérifie, pour t > 0

C
Ju(t, ML~ < EHUOHLM
oul C est une constante a déterminer.

*

Exercice 4.  Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin

On veut montrer le résultat suivant : soit 1 < pg# p1 <00, 1 < qop # q1 < oo et T un
opérateur tel que

— T € L(LPo, L%) de norme My,

— T e L(LP', L9") de norme M;.
On veut montrer que T se prolonge en un opérateur de £L(LP, L?) de norme M < MgfeMlo,

> 1 _1-0 4 0 1 _1-60_ 6
oup,q,@sonttelsque0<9<1etp— o Tt o=t

1. Soit f, g € D tels que || f[| e = |lgll o = 1. Pour O < R(2) < Lonpose iy = L2425

1 1—z z
et = Z..On pose alors
q'(2) q + q; p

o 2) = F @I . 0l = rg<x>|q‘<’l>|z|.

Montrer que F(z) =< T¢(z),9(z) > est analytique dans 0 < R(z) < 1 et continue et
bornée sur 0 < Re(z) <1 et que 'on a

|F(it)] < My, |F(1+it)| < M.

2. Montrer |F'(0 4 it)| < M&feMle.
Indication : On pourra considérer les fonctions F,(z) = e©" tA*F(z), et utiliser le principe
du maximun.

3. Conclure
Applications du théoréme de Riesz-Thorin

4. Inégalité de Young. Soit f € L, g € LY avec 1 < p,q < o0 et %—1— % > 1. Montrer que
f*gGLToﬁresttelque%:%+%fl.

5. Inégalité de Haussdorfl-Young. Soit 1 < p < 2. Montrer que 'on peut prolonger la
transformée de Fourier en une appliation F : LP — L.

6. Montrer que 'on peut résoudre 1'équation de Scrodinger (1) pour ug € LP avec
1<p<2et quepourt>0ona

C
lu@ll o < —z=zy luollzr-
tl2'r o
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