Analyse fonctionnelle
TD n° 8

DISTRIBUTIONS : SINGULARITES ET REGULARISATION

Séance du 25 mars 2019

Exercice 1.  Echauffement
Montrer que ¢, € D'(R) n’est pas une mesure.

*

Exercice 2.  Distributions réguliéres

1. Soit T € D'(R) telle que T” s’identifie & une fonction f continue. Montrer que T s’identifie & une
fonction g € CH(R) et que ¢’ = f.

2. Soient a € D(R), u € D'(R) et f € C°(R), tels que I'on ait, au sens des distributions, u' +au = f.
Montrer que u € C'(R), et que 'équation précédente est satisfaite au sens classique.

3. Soient © un ouvert de R, T'€ D'(Q) et 1 < p < co. On suppose que

(T, p)
eep@©\foy |l®llre

< +00

Montrer que T s’identifie & une fonction de L4(£2), avec % + % =1

4. Soit T € D'(]0, 1]) telle que T s’identifie & une fonction f € L2(]0,1[). Montrer que T s’identifie
a une fonction u € L2(]0,1]), et en déduire que u € C°([0, 1]).

*

Exercice 3.  Fonctions lipschitziennes
Soit f € L>®(R%). Montrer I’équivalence :

(i) f est lipschitzienne, i.e. : 3C > 0, Y,y € RY, |f(z) — f(y)| < Oz — y|;
(ii) les dérivées partielles de f (au sens des distributions) vérifient %fj € L=®(RY), Vj e [1,d].

*

Exercice 4. Pseudo mondémes
Dans cet exercice, les fonctions et distributions seront définies sur R. On note x4 = max(z,0). On
souhaite définir la partie finie de %, notée pf(z9).

1
loc

1. A quelle condition z — 2% € L] (R)? Dans ce cas, on note également pf(z% ) cette distribution.

2. Pour —2 < a < —1, montrer que, pour ¢ € D(R) et € > 0, on a
o0
/ %p(x) dr = Ae*T + R,
€

ou A dépend de ¢, mais pas de € et ot R, posséde une limite lorsque ¢ — 0, que I'on exprimera en
fonction de ¢. Cette limite est notée (pf(z ), ). Montrer qu’alors pf(z9 ) est une distribution d’ordre 1.

3. Pour a < =2, a ¢ —N, soit m la partie entiére de —a. Montrer de méme que, pour ¢ € D(R),

on a
m—1

o0
/ w¥p(x)de =Y Ape"tT 4 R,
€ k=0
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ot les Ay dépendent de ¢ mais pas de ¢, et ot R, posséde une limite lorsque € — 0, que ’on exprimera
en fonction de ¢, et qui est notée (pf(x% ), ¢). Montrer que pf(z) est alors une distribution.

4. La distribution pf(z9) étant ainsi déterminée pour tout o € R\ (—N), calculer sa dérivée et son
ordre.

5. Montrer que pour tout ag € R\ (=N), lim,_,qo, pf(27) existe, et vaut pf(z°).
6. Si m € N*, on pose

+o00 m=2 (k) k+1-m (m—1)
m . _ ™ (0)e pm(0)
f = lim m |
(pf(z4™): ) 50 (/5 T (o) + — E k+1—-m)  (m—1)! e

Vérifier qu’il s’agit d’une distribution. Quelle en est la dérivée? Quel est son ordre? Est-elle limite
d’une suite de distributions pf(z$), o ¢ —N?

Exercice 5.  Représentation d’une distribution
Soit Q un ouvert de R?, K C Q compact et T € D'(2). On souhaite montrer qu'il existe f € C%(Q)
et un multi-indice « tel que :

Vo c CR(Q), (T, v) = (—1)“'/Qf(ﬂf)(3as0)($)dw'

1. Sans perte de généralité, on peut supposer que K est inclus dans un cube @) de longueur a. On
définit 'opérateur L = 0,0y, - - - Or,. Montrer que pour tout m € N, il existe Cy,, > 0 telle que

Y € CF(@), liplhn < Crmax (L@@ < O [ (2771 ) @)l

2. Expliquer pourquoi pour tout m € N, on peut définir une forme linéaire T, sur X = L™+ (CE ()
par : Vo € CR(Q), (T, L™ L) = (T, p).
Montrer qu’il existe m € N et C' > 0 tels que :

WGK!@MWSCAWWWm

3. Conclure en utilisant le théoréme de Hahn-Banach et la dualité L'(K) - L®(K).

4. On suppose que T est & support K compact : T est donc d’ordre fini m. Etant donné un ouvert
V tel que K C V C ), montrer que pour tout multi-indice « tel que Vi € [1,d], a; < m + 2, il existe
une fonction continue f, , & support dans V', de sorte que :

T = > 0 f.

aeN?; Vie[1,d],a; <m+2

5. En déduire, grace a une partition de 'unité, que pour 7' € D(2) quelconque, il existe des fonctions
continues fo, a € N%, telles que :
T=> 0

a€Nd

et tout compact K C € n’intersecte qu'un nombre fini de supports supp(fq).
Montrer de plus que si 1" est d’ordre fini, les f, peuvent étre choisi tous nuls sauf un nombre fini.

*
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