Corrigé —TD 8
Espaces IL”

Exercice 1 (Petites questions).

1. Donner un exemple de f € L}(R, B(R), \) telle que f ¢ LP(R, B(R), \) pour tout p > 1, et
un exemple de f € LP(R, B(R), \) avec p > 1 telle que f ¢ L*(R, B(R), \).

2. Soit (fn)n>0 une suite de LP(E, &, 1) qui converge dans L vers f et qui converge également
p-p.p- vers g. Montrer que g € L” et que f = g pu-p.p.

3. Soit (fn)n>0 une suite de LP(E, &, u) N LI(E, &, p) avec p,q € [1,+oc] et p # ¢q. On
suppose que f, — 0 dans L? quand n — oo et que (fy)n>0 est une suite de Cauchy
dans L4. Montrer que f, — 0 dans L¢ quand n — oo.

Corrigé :

1. Pour le premier exemple, on peut prendre f(z) = ——+— 1y9,1/2[- Pour le deuxiéme exem-

z In(z)
ple, on peut prendre f(x) = ﬁl{po} .

2. On utilise Fatou pour prouver que g € LP. Comme f,, — f dans L” quand n — oo, on
peut extraire de (f,)n>0 une sous-suite ( fy,, )i>o telle que f,,, — f p-p.p. quand k — oo.
Mais fp,, — g p-p.p., donc f = g pu-p.p.

3. La suite (fy)n>0 est une suite de Cauchy dans LL¢ donc il existe une fonction f € L9 telle
que f, — f dans LY quand n — oco. On peut extraire de (f,,),>0 une sous-suite (fy, )x>0
telle que f,, — f p-p.p. quand k& — oo. Par ailleurs f,, — 0 dans L? quand k — co. Donc
on peut en extraire une sous-suite ( fnkj )j>o telle que fnkj — 0 p-p.p. quand j — oo. On
en déduit donc que f = 0 u-p.p.

Exercice 2. Soit 2 un ouvert de R". Montrer que L”(2) est séparable pour tout p € [1, oo|.

Corrigé : Soit E 1’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans Q d’indicatrices de
pavés de la forme [ ]|z, ;[ inclus dans © et avec les z;, y; a coordonnées rationnelles. Par
construction E est dénombrable, il nous suffit donc de montrer que E est dense dans LP(2).
Soit f € LP(2) et ¢ > 0, on commence par choisir g € C.(12) telle que || f — gllLr) < &/2.
Soit w un ouvert borné contenant supp(g), en utilisant 'uniforme continuité de g, on construit
facilement h € E telle que supp(h) C w et [|g — hllpor) < ¢/(2|w|*/?), de sorte que I'on a
lg = hllLr(q) < €/2 et donc aussi || f — hl|rrq) < €.

Exercice 3. Montrer que 1’espace de suites bornées ¢*°(N) n’est pas séparable.

Corrigé : Pour toute partie J de N non-vide, ||1]/c = 1. On note

By={uel®N): |lu—1s]|c < 1/2},
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qui est la boule ouverte centrée en 1; de rayon 1/2. Si J et J’ sont deux parties distinctes
de N, B; N By = (. S'il existait une suite (u”),cy dense dans ¢>°(N), chaque boule ouverte
By, J C N contiendrait au moins un terme u”(/) de cette suite. Comme ces boules sont deux-
a-deux disjointes, on aurait p(J) # p(J’) dés que J # J'. On obtiendrait ainsi une injection de
Z(N) dans N, ce qui est impossible d’apres Cantor.

RAPPEL (Théoréme d’Egoroff — TD 3, Exercice 6).

Soit (E, &, u) un espace mesuré tel que p(E) < oo, et soit (fy)n>0 une suite de fonctions
mesurables sur E qui converge u-p.p. vers une fonction f. Alors pour tout ¢ > 0 il existe
A. € & de mesure u(A;) < ¢ tel que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur E \ A..

Exercice 4. Soit (E, &, u) un espace mesuré tel que p(E) < co. On considere une suite (fy,)n>0
bornée de LP(E, &, 1), p €]1,00[ et une fonction mesurable f sur (E, &, i) telles que f, — f
p-p-p. quand n — oo.

1. Montrer que f € LP(E, &, p).
2. Montrer que f, — f dans L" quand n — oo pour tout r € [1,p][.
3. Que se passe-t-il pour p = oo ?

Corrigé: Casp < oo:

1. D’apres le lemme de Fatou on a
[ 1 au < tmin [ 1,7 du < sup £l < o
E nmee JE n>0

etdonc f € ILP.

2. Onfixe r € [1,p[, € > 0 et un ensemble A. donné par le théoreme d’Egoroff. Soit ng > 0
tel que pour tout n > ng on a

sup | fn(z) — f(z)| <e.
z€E\ A,

Alors pour tout n > ng on a d’aprés 1'inégalité de Holder et celle de Minkowski que

[ tran - /E\Asfn—flrdqu/As\fn—f\’“du

T/p
< ETM(E> +€1—T/P </ ‘fn _ f‘P d,u)
E
< uB) + (|l sup L fally)
n>0
Casp=oc:

1. On al'existence d’une constante M < oo telle que (| fn| > M) = 0 pour tout n > 0. Or

{1£1 > M} c [J{Ifal > M}

n>0

Donc u(|f| > M) =0et f € L.



2. Onfixer € [1,+00[, € > 0 et un ensemble A, donné par le théoreme d’Egoroff. Soit ng > 0
tel que pour tout n > np on a

sup | fn(z) — f(z)| <e.
z€E\ A,

Alors pour tout n > np on a

/Elfnfl dy = /E\Aglfnfl dﬂ+/AE|fnf| dj
< e"u(E)+e(2M)".

Exercice 5 (Théoreme de Lusin, version plus faible). Soit f: [a,b] C R — R une fonction
borélienne. Montrer que pour tout € > 0 il existe un compact K. C [a, b] tel que A([a, bjNKE) < ¢
et f soit continue sur K..

INDICATION : on pourra utiliser le théoreme d’Egoroff et le fait que les fonctions continues
sur [a, b] sont denses dans IL!([a, b]).

Corrigé: Comme f est finie, il existe n > 1 tel que A\({|f| > n}) < . Par régularité extérieure
de la mesure de Lebesgue, il existe un ouvert O, tel que {|f| > n} C O; et A(O:) < 2¢. La
fonction g = f1oe est bornée, donc dans L' ([a, b]). Il existe ainsi une suite de fonctions contin-

Lt . ) A-p.p. N P
ues f, telles que f,, — g. On peut alors extraire une sous-suite f;, PRy D apres le théoreme

. . A-p.p. .
d’Egoroff, il existe un ensemble mesurable A, tel que A\(A.) < ¢ et la convergence f,, PR g soit
uniforme sur [a, b\ A.. Par régularité extérieure de la mesure de Lebesgue, il existe un ouvert

App.
O. tel que A; C OL et \(OL) < 2¢. De plus, la convergence f,, PR 4 est uniforme sur [a, b]\O..
Les fonctions f,, étant continues, il s’ensuit que g est continue sur [a, b]\O~. Posons finalement
K. = [a,b]\(OLU O,). Ainsi, la fonction f est continue sur K., et on a A([a, b] N K¢) < 4e, ce qui
conclut.

Remarque. Dans le TD 6, on a montré le résultat plus fort suivant : pour tout € > 0 il existe
une fonction continue g : [a,b] — R telle que

Az € [a,b]: f(x) # 9(@)}) <.

Exercice 6 (Lemme de Scheffé). Soient p € [1,00[ et (fy,)n>0 une suite de LP(E, &, ) qui con-
verge u-p.p. vers une fonction f de LP(E, &, i1). Montrer 1’équivalence suivante :

i Ify = fllp=0 <= lim [|full, = |If]lp-
INDICATION : appliquer le lemme de Fatou a g, = 2P(|f,|P + | f|P) — | fn — fIP.
Corrigé : L'implication est toujours vérifiée (méme sans convergeance y-p.p.) car
11 fall = 11£1lp] < I1fn = £llp-

Pour la réciproque, comme suggéré, introduisons g, = 2°(|fn|P + |f|P) — |fn — fIF, qui est
une fonction positive convergeant p-p.p. vers 2P| f|P. Le lemme de Fatou fournit:

2t (1P dn = [(imint g,) du < it [ g, dn.
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liniinf/gndu = 2F hmmf/ | ful? 4+ [f1P) du—hmsup/|fn—f|pd,u
= 2 [P du—timsup [ 1£, - 51 dn
n—oo
ot 'on a utilisé pour la derniere égalité le fait que || f,||, — || f||, lorsque n — co. Ainsi

hmsup/|fn— fIPdp <0,

ce qui conclut.

Remarque : Sil’on oublie I'hypotheése de convergence yi-p.p., la réciproque est fausse (trouvez
un contre-exemple !).

Exercice 7. Soit f une fonction mesurable sur (E, &, 1), avec || f|lcoc > 0. Pour 0 < p < 400, on
pose

):/]f‘pdu, et I:={peRi:p(p) <oc}.
E

1. Montrer que I est un intervalle. Est-il fermé ? ouvert ?

2. Montrer que In o ¢ est convexe sur I et que ¢ est continue sur /.
Corrigé :

1. Soienta,b € I,a < bett €0, 1]. On pose % =tet % = (1 —t), I'inégalité de Holder donne

(L)< ([ !fl“du> (f If!bdu>1 ; )

ce qui montre donc que I est un intervalle. En considérant les fonctions z — 271 et z
MT%@Z sur [2, +oo] muni de la mesure de Lebesgue, on voit que I n’est pas nécéssairement

fermé ou ouvert.

2. Enpassantau loganthme dans I'inégalité (1) on obtient que In o ¢ est convexe sur l'intérieur
de l'intervalle I, donc en particulier ¢ est convexe sur I, elle y est continue. Si a = min I
et (a,) une suite décroissante vers a alors

LF1% < g =031 F19° + g <y | £

—p-p. P o
et |f|o "2 | f|°. Le théoreme de convergence dominée permet donc de conclure que ¢
est continue en a.

Exercice 8 (Continuité de 1'opérateur de translation).
Soient h € Ret f: (R, B(R)) = (R, B(R)) une fonction mesurable. On définit 7, f par

mf(x) = f(x —h), x €R.



1. Vérifier que l'opérateur de translation 7, est une isométrie de I'espace L?(R, B(R), \) pour
p € [1,+00].

2. On suppose p < co. Montrer que si f € LP(R, B(R), \) alors,
li - =
lim [l7f — fllp = 0,

Jm 7 f = fllp = 2V £

|h|—=+o00

INDICATION : on pourra traiter tout d’abord le cas ot f est continue & support compact.
3. Que deviennent les résultats de la question 2 si p = 0o ?

4. (%) Déduire des questions précédentes que si A(4) > 0, alors I'ensemble A — A = {z —
y: x € A,y € A} contient un voisinage de 0. (Deuxieéme démonstration de I’année)

Corrigé :

1. Pour p = oo cest clair, et pour p < oo ceci provient du fait que I'image de la mesure de
Lebesgue par l'application  — = — h est elle-méme pour tout ~ > 0.

2. Soit f une fonction continue a support compact. La fonction f est donc uniformément
continue. Soient a < b deux réels tels que le segment [a, b] contient le support de f. On a,
pour tout |h| < 1,

lmnf = fllp < (b—a+2) Sgg\f(ﬁ h) = f()lP,

et sup,cg |f(z + h) — f(z)[? — 0 quand b — 0. (Une autre possibilité est dutiliser le
théoreme de convergence dominée.)

Soit h tel que |h| > b — a. Alors les supports de 7, f et f sont disjoints. On a donc
s = 11 = [ 1ot @) = f@)P da

= /E' |Thf(x) - f(x)|p 1{w65upp(f)} dr + /E |Thf(x) - f(ZU) |p l{ctésupp(’rhf)} dx

=[5+ I flll = 20£15.

Soient maintenant f € LP et ¢ > 0. On peut trouver une fonction g continue a support
compact telle que || f — g/, < e. Ainsi, pour tout h > 0,

1709=9llp—lTng—Tnfllp—llg—Fllp < ITnf—=Fllp < lmng—9llp+lImaf —T0gllp+19— fllp,
c’est-a-dire
=2+ [|mhg — gllp < lmnf = fllp < 26 + 1709 — gllp-
Ainsi, on a
limsup ||, f — fllp < 2e,
h—0

et

27| fllp—(2+2"/7)e < liminf [|m, f—f|l, < limsup |7, f—fllp < (2+2'7)+2"7| £,

|h| =00 |h|—oc0

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on en déduit les deux limites.
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3. Dans le cas ot p = +00, les résultats ne sont plus vrais. En effet, en posant f = 1[5 ;), ona
|Tnf — flleo = 1 pour tout h € R donc |71, f — f||cc - 0 quand h — 0. De méme en posant
g=1gona |79 — gl = 0 et donc || 759 — gllec = 2'/P quand |h| — oco.

4. Notons A,, = AN B(0,n). Alors A(A) = lim, . A(Ay). Il existe donc n > 0 tel que
A(Ay) > 0. On peut donc supposer que A est borné, de mesure strictement positive, de
sorte que f = 14 est dans L'.Ona

Thf — = Laa(atn)s

ol A désigne la différence symétrique. Donc

11aacatn)lh P 0, ie. AAA(A+h)) — 0.

En particulier, A(A N (A + h)¢) — 0 donc A(AN (A + h)) — A(A). On peut donc trouver
ho tel que A(AN (A + h)) > 0 pour tout h < hg. En particulier, AN (A + h) # @. Donc il
existe z,y € A tels que = y + h. On a donc montré que | — hg, ho[C A — A.

Exercice 9 (Inégalité de Hardy). Soient (X, 2, u) et (Y, %, v) deux espaces mesurés o-finis. On
considere ¢: (X XY, 2" ® %) — (R, B(R)) une fonction mesurable et intégrable par rapport a

la mesure produit 1 ® v, et F' la fonction définie pour p-p.p. z € X par F(z) = / o(z,y)v(dy).
Y

1. Soit p € [1, 00[. Montrer que F' vérifie I'inégalité

IFl, < /Y o)y ().

2. En déduire que pour toute fonction f € LP(R*,B(R%)) avec p €]1,00], la fonction F'
1 €T
définie sur R’ par F(z) = - / f(t)dt vérifie I'inégalité suivante (appelée inégalité de
0
Hardy)
p
1Ellp < ——1fllp-

Corrigé :

1. Soit (Xy,)n>1 € 27N une suite croissante telle que X = U,>1X, et telle que u(X,) < oo
pour tout n > 1. Onnote 4,, = X,, N {|F| <n}.Ona

| F@PLanan < [ F@p ( / |¢<x,y>rv<dy>) 14, 14(d2)
_ /Y v(dy) ( /X |F($)|p_1|gp(3:,y)|1Anu(d3:)> (Fubini-Tonelli)
< /YV(dy) (/X‘F(x)’plAn/L<dx)>l_; leC,9)llp,  (Holder).

Or [y |F(2)|P1a,p(dx) < co. On en déduit que (on voit ici I'intérét d'introduire A,,, sinon
on n’aurait pas pu diviser par une quantitié pouvant étre infinie)

(/X|F(x)‘p1,4nﬂ(d:c)>l/p < /Yv(dy)H(p(.w)”p_
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Mais la suite de fonctions (14, ),>1 tend simplement en croissant vers la fonction con-
stante égale a 1. D’apres le théoréme de convergence monotone, il vient

Fapud)) < [ vdglet .
X Y
/ f(t)dt = / f(ay)d

Il est tentant de prendre ¢(z,y) = f(zy), mais cette fonction n’est pas nécessairement
intégrable. On procede donc par approximation comme a la question précédente. Plus
précisément, on applique la question 1 aux fonctions

2. Onremarque que

(2, y) = L jnn ()] f(2y)],

etGp) f[o 1 ©n(x,y)dy. Vérifions pour cela que chaque ¢,, est intégrable. D’apres le
theoreme de Fubini pour les fonctions positives

n xX n d n
L entatsay= [ (3 [Cirnar)ae< [ 2 [ g <o
R* x[0,1] 1/n \ZT Jo 1/n T Jo

Ainsi, d’apres la question précédente,

1Cally < /[ Tent Dby

et

1
leal-l < [ 1fG@lPde = S,

+

On a donc )

p
Gl < / — dy = 2|7,
1Gnllpy < I fllp o 97 y p_leHp

Puis, par le théoreme de convergence monotone, on en déduit que
p
Gl < L5151

ouG: x +— %fox | f(t)|dt. Enfin on remarque que || F||, < |G|, , ce qui conclut.

Exercice 10.

1. Soient p € [1,+o0[ et f € LP(R4, B(R4),A). On pose F(z) = [; f(t)dt. Montrer que F
est bien définie et que si ¢ est I’exposant conjugué de p, alors

| SUD,cq [Pz +h) = F()

=0.
h—0 |n|t/a

2. En déduire que si g est une fonction sur R, intégrable et de classe C* telle que ¢’ €
LP(R4) pour un p € [1,+o0], alors g(x) — 0 quand  — +o0.

7



Corrigé :

1. Pour tout z € Ry, f € LP([0,z]) < L([0,z]) donc F est bien définie. Soit # € R;. On a,
d’apres I'inégalité de Holder,

1/p
Plo+ )= F@ =| [ war| < ([ 1Pmar)
Dongc, en posant G(z) = [ |f|P d\, ona

sUp,er [F(z +h) = F(2) e
H < sup((Ga + 1) = G)) 7 = 0,

car (G est uniformément continue.

2. La fonction g est de classe C' donc g(z) = g(0) + [, ¢'(t) dt. D’apres la question 1,

iy SUWPzcE lg(z +h) — g(7)]

h—0 |hyl/q =0

Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout n € N, il existe x,, > n tel que g(x,) > «.
On peut trouver hg €]0, 1] tel que pour tout h < hy,

elh|Ve e
suplg(e + ) — gla) < 7 < 2
zeR

Dongc, pour tout n € N, pour tout ¢ € [z, x, + ho], on a g(t) > /2. La suite (zy)n>0
peut-étre choisie de sorte que les intervalles [z, z,, + ho] soient disjoints. Ainsi,

Tn+ho eho
JRZCEED S BUTTED DRSS
+ Zn

neN

ce qui contredit I'intégrabilité de g.



