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EQUATIONS ELLIPTIQUES

Séance du 28 novembre 2014

Exercice 1. Composition et dérivation.
Soit G € CH(R) telle que G(0) = 0 et |G'(x)| < M. Soit u € WP (c’est a dire u € LP
et Vu € LP).

1. Montrer que G(u) € LP et G'(u)Vu € LP.

2. En considérant une suite u, € C* telle que u,, — u dans WP, montrer que

VG(u) = G'(u)Vu.

*

Exercice 2.  Composition et sous-solution
Soit A = (a;j) une matrice a coefficients L> telle que

NEP < ()&
i

Soit u € H'(£2) une sous-solution faible de
div(A(x)Vu) =0, (1)

c’est a dire telle que pour tout ¢ € H&(Q), positive on ait
/ Alz)Vuve < 0.
Q

Soit f € C?(R) convexe et positive. On suppose f” = 0 hors d’un intervalle [a,b] et
f(u) € L2
1. Montrer que f(u) € H'(2) et que pour tout ¢ € H N L>®(Q), f'(u)¢p € HE(Q).

2. On suppose f croissante. Montrer que f(u) est une sous-solution faible de (1) et que

pour tout K C €2 compact
[ w@P <cx [
K Q

3. Montrer que ’on peut remplacer I’hypothése " f croissante" par "u solution faible de
(1)"_

4. On suppose maintenant seulement que f est convexe, positive et croissante. Montrer
que f(u) € H] . est une sous solution faible de (1).

*

Exercice 3. Variante de l'inégalité de Poincaré
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Soit B C R™ une boule. Soit € > 0. Montrer que si u € H'(B) est telle que
{#€ B,u=0}|>¢|B|,

/quxSC/ |Vul?.
B B

*

alors

Exercice 4.  Généralisation de linégalité de Cacciopoli
Soient A = (a;j(z)) € L*>(Q, Mg(R)) une matrice telle qu'’il existe C, a > 0 tels que
d

Vo e QVEER?, ale]? < ) aii(@)6 = (A(2)€).£ < Cl¢)%.

ij=1
Soit b € L>®(Q,RY) et ¢ € L>®(, R). On considére 'opérateur linéaire défini par
Lu = —div(A(x)Vu) + b(z).Vu) + c(x)u

d d
=— Z Or, (aij(x)0p,u) + Z bi(x)0z,u + c(x)u.
i=1

ij=1
Soient f € L2(Q) et u € H'(Q) tels que Lu = f. Soit ' C € un ouvert tel que ' C Q.
Montrer que

/ Vul2dz < C/(u2+f2)dx.
Q Q

Indication : On pourra utiliser comme fonction test n’u ot n € C§°() et vaut 1 sur Q.
*

Exercice 5.  Estimation des dérivées d’une fonction harmonique
Soit © C R™ un ouvert, et u € C2(2) N C°(Q) soit une fonction harmonique dans .

1. Montrer que si By(xg) C £, alors pour tout j =1,...,n,
ou (z0) 1
o (20) = ————
Ox; |Br(20)| JoB, (o)

ol v; est la j-iéme coordonnée du vecteur normal unitaire v a 0B, (xo).

u(y)v;(y) dy,

2. On suppose que m < u < M sur 0B, (zp) pour deux constantes m et M. Montrer
que

ou (M —m)
el <o M T
‘aﬂ?] ($0) = Cn r )

ou (), est une constante qui dépend de la dimension.

3. En déduire que si m < u < M sur 012, alors

(M —m)
Vu(z)| < Cp——rsr.
Vu(z)l < " d(x,00)
Indication : On pourra utiliser le principe du maximum.
4. Montrer que si {u,}nen est une suite de fonctions harmoniques dans Q qui est
uniformément bornée, alors on peut en extraire une sous-suite qui converge uniformément
(ainsi que ses dérivées) sur tout compact de 2 vers une fonction harmonique dans .

*

Cécile Huneau 2 DMA 2014/2015



