Td n° 9 d’Analyse fonctionnelle

SEMI-GROUPES ET EDP

Séance du 2 mai 2014

Exercice 1. Préliminaires
On consideére ’équation

ou
ot

oit u : [0,00[xR — R™ est de classe C! et f: R x R® — R" est de classe C? et bornée.
Soit X = X(¢,y) la solution de I’équation des caractéristiques :

+ f(t,z) - Vyou=0, == (z1,...2,) € R",u(0) = up. (%)

6X +(ty) = f(t,X(t,y)) dans R x R", 1
{ ( y) = y dans R". (1)

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, I'application & — X (¢,z) est un C!-difféomorphisme
de R™ dans R".

2. Montrer que si u € C(R x R™) est solution de (x), alors u(t, X (¢,)) = uo(z) pour
tout (t,z) € R x R™

3. En déduire la solution de classe C! de I'équation (*) en fonction de X.

4. Principe de Duhamel On s’intéresse maintenant & I’équation

ou

% + f(t,x) - Vyu=h(t,z), u(0)=0.

Montrer que u(z,t) fo s,t,z)ds est solution, ou v(s,t,z) est la solution de

ov

8t+f(t x)-Vauv=0, v(s,s,x)=h(s,x).

Exercice 2. Sommme de générateurs
Soient E un espace de Banach, A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de
contractions sur E et B € L(FE) un opérateur continu sur E.

1. On fixe f € E. Montrer que I’équation
v+BA+N) o= f

admet une unique solution v € F lorsque X est assez grand.

2. En déduire que opérateur A+ B, défini par (A+B)u = Au-+Bu pour tout u € D(A),
est le générateur d’'un semi-groupe S : Ry — L(£). Donner une majoration de ||S(t)|z(g)

Exercice 3. Equation cinétique
Pour tout t > 0 et f € L, (R? x R?) on note S(¢) f(z,v) = f(z — tv,v).
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1. Montrer que pour tout p > 1, la fonction S définit un semi-groupe de contractions
sur LP(R? x R?) dont on déterminera le générateur infinitésimal.

2. Soient o € L'(RY), m € L®(R? x RY) et fy € LP(R? x R?). En utilisant 'exercice
précédent, montrer qu'’il existe une unique solution f € C(Ry, LP(R? x R%)) de I’équation :
8tf(t7$7v) +v- V:Cf(t,ib',’l)) + m(x,v)f(t, z, U) + / U(TU)f(t,.T},’U - w)dw =0

R
posée dans D'((0, +00) x R? x R?) et vérifiant f(0,2,v) = fo(z,v).
3. S'il existe b > a > 0 tels que m(z,v) € [a,b] pour presque tout (z,v) € R% x R?,
donner une condition sur les paramétres ||o||1, a, b pour qu’existe une constante ¢ > 0 telle
que

1t ) o maxmray < €N follrraxma) » t=>0.
*

Exercice 4. Comportement en temps grand de solutions de l’équation de la chaleur

Soient 2 C R™ un ouvert borné régulier, f € C*®°(2), g € C>*(9N), et ug € C>(N)
vérifiant ug(z) = g(z) pour tout z € 9. On admettra 'existence d’au moins une solution
u € C%1(Q x [0, 00)) de I’équation

0
8—1: — Au= f(z) dans Q x (0,00),
u(z,t) = g(x) sur 9 x [0,00),

u(z,0) = up(z)  dans Q.

1. Montrer qu’il n’existe quune seule solution de classe C*! (€ x [0, 00)) cette équation.

2. Montrer qu'il existe une unique solution u, € C%(Q) de I'équation

—Au, = f dans 2,
Us = ¢ sur 0f).

3. On pose v(z,t) := u(x,t) — us(z). Montrer que t — [[v(-,?)||12(q) est décroissante,
et que |Vo| € L2(Q x (0,00)).

4. Montrer que t — [|[Vv(-,?)[[2(q) est décroissante, et que lim;—o [|VV(+,1)|[12(0) = 0.

5. En déduire que la fonction u(-,t) : x + u(x,t) converge vers u, dans L%(Q) quand
t — 00.

*

Exercice 5. Principe du mazximum parabolique.
Soient 2 C R™ un ouvert borné et T > 0. On pose Q7 := 2x]0,T] et I'r := Qr \ Q7.

Soient a, by, ..., by, et ¢ des fonctions continues sur Q7 satisfaisant a(x,t) > 0 et c¢(x,t) > 0
dans Q7. Soit u € C21(Qr) N C(Q7) telle que
ou ou

x,t)Au + Z bi(x,t) +c(z,t)u <0 dans Qp.

i=1

E B a( &Tz

1. On suppose que ¢ = 0. Montrer que maxg U < maxr, u.

2. Si ¢ # 0, montrer que maxg_u < maxr,, ut, ot ut := max(u, 0).

*
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