Corrigé - TD 9

Espaces ILP, Absolue continuité et singularité de mesures

Exercice 0 (Super Holder — convolution “ILP * L4”).

1. Soient p,q,r € [1, 0] tels que % + % =1+ L. Soient f € LP(R) et g € L(R). Montrer que
f * g est définie presque partout et que
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INDICATION : | f(z — y)g(y)| = (|f(z — 9)IPlg)|9)7 (|f(z — y)[P)» "+ (|g()|7)

2. Soit f € L' etg € L?, p > 1. Montrer que pour tout |a| < || f||;*, 'équation h —af xh =g
possede une unique solution dans LL”.

Corrigé :

1. On utilise I'inégalité généralisée de Holder
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pour a, 8,7 €]0, 1[ telsque a + B+~ = 1. Icionpose . = 1, 8 =
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ce qui permet de conclure.
2. On considére I'application ®: h € L? — af * h + g. D’apres la question précédente
12(h) = @Ry < all Fll[l? = Al

® est alors une contraction de L?. Cet espace est complet, donc ¢ admet un unique point
fixe, ce qui résout la question.

Exercice 1. Soit f une fonction mesurable sur un espace mesuré (E, &, ).

1. On suppose dans cette question que p(E) < oo, montrer que

Tim (£l = [/

Pour des questions, n'hésitez pas & envoyer un mail & shen.lin@ens. fr, ou bien a passer au bureau V7.



2. On suppose dans cette question que f € LP°(E, &, 1) pour au moins un py € R* . Montrer
la méme conclusion qu’en question 1.

3. (%) On suppose ici que i est une mesure de probabilité. La limite
i
Jim, £,
exite-t-elle ? Si oui, a quoi est-elle égale ?
Corrigé : Soit M > 0 tel que oo > p(|f| > M) > 0. Alors on a

1
1fllp = M - u(|f| > M)»r — M.
pP—+00

En conséquence on a lim inf,, o || f]lp > || f1]c-

1. Dans le cas de la mesure finie, 'inégalité || f||, < || f|lo - (E );7 permet de conclure.

2. Sl existe pg > 0 avec f € LP9, alors pour p > pg la majoration

[P < (IfIEPOLf P
implique que
piique q 0 0
p p
| f1l o v [ flloo-

1f 1y < 111100

3. Oui, sil’on suppose que f € LP°(E, &, 1) pour un py € R, la limite existe et vaut

T 11, = exp ([ 171 ).

Nous ne corrigerons pas cette question.

Pour 'exercice suivant on pose, pour toute fonction f € L'(R™),
B(f)(0) = (27) "2 f(w) = (2m) 2 [ @) (o), Vue R

qui est la transformée de Fourier, a une constante multiplicative pres. On pose également

n

U(f)(u) = (2m) /2 F(—u) = (2m) / e 1) f(2)dA (@), Vu € R,

On rappelle que ® est une bijection de la classe de Schwartz .’ (R") sur elle-méme et sa réciproque
est .

Exercice 2 (Théoréme de Plancherel — Transformée de Fourier des fonctions L?). Montrer qu'il
existe une unique application linéaire continue de L?(R") dans lui-méme coincidant avec la
transformée de Fourier ® sur L!(R") N L?(R"). On la note également ®. De plus, vérifier que
® est isométrique pour || - ||z, ’est-a-dire

Vo eP®). [ fadv= [ 8130 .

et que ® est bijective et sa réciproque coincide avec ¥ sur L!(R") N L2(R").
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Corrigé : Comme .7 (R") est dense dans L?(R"), il suffit de vérifier en utilisant Fubini que

Vfge L RY), (2(f),9) = (f,¥(9))-

Sinon, voir le Théoreme 3.3.29 du polycopié de cours.

Exercice 3 (Quantification de 1’absolue continuité). Soient ;1 et v deux mesures positives sur un
espace mesurable (E, &).

1. On suppose que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout A € &,
pA) <n = v(4) <e
Montrer que v est absolument continue par rapport a .
2. Montrer que la réciproque est vraie dans le cas ot la mesure v est finie.

3. Que se passe-t-il si v est infinie?
Corrigé :

1. Soit A € & tel que p(A) = 0. Alors pour toute > 0 ona v(A) < € c’est-a-dire v(A) = 0.

2. On suppose que 'assertion n’est pas vérifiée. Soient ¢ > 0 et une suite (A4,),>1 tels que,
pour tout n > 1, pu(A4,) < 27" et v(A4,) > e. Notons B, = Up>,Ai pour toutn > 1 et
B = Np>1By,. Alors d’apres le lemme de Borel-Cantelli, on a (B) = 0, puis v(B) = 0.
Par ailleurs, pour toutn > 1, ona v(B,,) > v(A,) > . Etla suite (B),),,>1 est décroissante
pour l'inclusion. La mesure v étant finie, on en déduit que

v(B) = lim v(B,) > ¢,

n—o0

ce qui est contradictoire.

ATTENTION : on ne peut pas dire que v a une densité par rapport a p: p n’étant pas
nécessairement sigma-finie, on ne peut pas utiliser le théoreme de Radon-Nikodym.

3. Lorsque v est infinie, il est facile de construire un contre-exemple (par exemple prendre
i la mesure de Lebesgue sur R, v une mesure absolument continue par rapport a y avec
une densité non intégrable, par exemple x — €%).

Exercice 4. Soit (g, ),>1 une suite de fonctions continues positives sur I = [0, 1]. On note A la
mesure de Lebesgue sur I et ;; une mesure positive borélienne sur I telle que

1. limy, gp(x) = 0 A-p.p.
2. [, gndX = 1 pour toutn > 1.

3. limy, [; fgndX\ = [; fdu pour tout f € C(I).

Peut-on en déduire que . est étrangere a A ?



Corrigé : Non ! Considérer la fonction g,, qui interpole linéairement les points

1, 2 1 1 1 4, 1 2 1 11, 1 2
(=, n2); (=, 0); (=, 0); (4=, n2); (=4—,0)...(1—=,0); (1——+—,n?); (1—=+—,0); (1,0).
(0,001 (312 (=5, 003 (1,03 (4 —,m2); (545, 0). (1=, 0); (1= 42 ) (1= 4= 0)5(1,0)
Alors cette suite de fonctions vérifient les hypotheses avec j1 = .

Exercice 5 (Opérateur adjoint). Soit H un espace de Hilbert et 7: H — H une application
linéaire continue. On rappelle que ||T'|| = sup{||T'(z)||; ||z] = 1}.

1. Prouver que [T = sup{|(T(x). ); [lz] < 1. ]ly]l < 1}.

2. Prouver qu'il existe une unique application linéaire 7*: H — H telle ques les trois pro-
priétés suivantes soient vérifiées :
(@) (I'(x),y) = (x,T*(y)) pour tous z,y € H,
®) 7] = 17,
(© (T") =T.
L’application linéaire continue 7™ est appelée adjoint de T'.

3. SiT = T* (on dit que T est auto-adjoint ou symétrique), prouver que
17| = sup{[(T'(x), ) [; ||=[| = 1}
Corrigé :

1. Tout d’abord, I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que [(T'(z), y)| < ||T|| - ||z] - ||y|, ce
qui implique que |[T)] > sup{|{T(x), )l: lle] < L. ly] < 1}.

Réciproquement, supposons que sup{|(T(z),y)|; [|lz|| < 1,|ly| < 1} < M et mon-
trons que ||T'(x)|| < M||z| pour tout z € H. On peut supposer T'(x) # 0 et x #
0. Alors z/||z|| et T'(x)/||T(z)| sont de norme 1, ce qui implique que || T(z)||/||z| =
(T(x/||z]), T(z)/|IT(x)|])] < M, d o le résultat.

2. On remarque que la forme linéaire  +— (T'(x),y) est continue pour tout y € H, ce
qui, par le théoréme de Riesz-Fréchet, donne I’existence d"un unique élément z, tel que
(T'(x),y) = (x, zy). Ceci prouve 'unicité, et pour l'existence il suffit de poser 7*(y) = z,.

Pour prouver que ||T'|| = || 7|, il suffit d"écrire
1T = sup{|{T(z),y)l; ll=ll < 1,lyll < 1}
= sup{[(T'(z),y)[; =[]l <1, [ly[l <1}
= T

Pour la derniere assertion, il suffit d’écrire

(,T(y)) = (T(y), ) = (y, T*(x)) = (T"(x),y) = (z,(T")"(y))-




3. Posons M = sup{|(T'(z),z)|; ||| = 1}. D’apres la premiere question, M < ||T'||. Réciproquement,
six,y € H, on al’identité de polarisation

(T(z),y) = i (T(x+y)hz+y) —(T(x—y),z—y) +i(T(z +iy),z +iy) — i(T(x —iy),x —iy)) .

De plus, comme T' = T, (T'(x), x) est réel pour tout z € H car (T'(z),z) = (z,T*(x)) =
(x,T(x)) = (T'(z),z). On en déduit que

1

Re(T'(2),y) = 1 (T(z +y), 2 +y) = (T(x —y),z —y).

Or (T(z),z,|) < M||z||* pour tout x € H, ce qui implique
M
[Re(T(x), 9)| < - (Il +yl* + l= = ")

L’identité du parallélogramme implique alors

[Re(T(a), )] < 3 (Il + )

Ainsi, si ||z]] < Let |yl <1, |Re(T(x),y)| < M. On en déduit que |(T'(z),y)| < M si
|z]| < 1et|ly]| < 1en prenant e’y (avec t € R) a la place de y.

Exercice 6 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt). Soit K : R? — R une application mesurable. Lorsque
pour tout f € L*(R) la fonction T'(f) = [ K (-,y)f(y)dy est bien définie dans L*(R), on dit que
T:L2(R) — L%(R) est un opérateur intégral et que K est son noyau.

Si K € L?(R?), on dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Dans la suite, on considere
un opérateur de Hilbert-Schmidt 7" de noyau K.

1. Si f € L*(R), montrer que pour presque tout € R l'application y — K(x,y)f(y) est
intégrable.

2. Montrer que l'application linéaire 7" est continue et que || T']| < || K|[p2(g2).-
3. Prouver que 'adjoint 7* de T est un opérateur intégral de noyau (z,y) — K(y, z).
Corrigé :

1. Comme K € L?(R?), d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli, pour presque tout = € R,
y — |K(z,y)|? est intégrable. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient alors

[ @il < ( / |K<x,y>12dy)1/2 ( / \f(y)\Qdy)l/Q < .

2. D’aprés l'inégalité obtenue a la question précédente,

[ Keniway o ([ iteakar) ([ 1rwPa).

En intégrant cette inégalité par rapport a dz,on en déduit que

”T(f)H]%Q(]R) < ||K”i2(R2)”in2(R)’

d’ou le résultat.



3. Pour f, g € L?(R), en utilisant le théoréme de Fubini (les quantités en jeu sont intégrables)
ona

(T(f),9) = K(x,y)f(y)mdwdy—édyf(y) (/RdwK(x’y)g(x))

]RQ

On conclut en remarquant que z — [, dyK (y,x)g(y) est un opérateur intégral de noyau

(z,y) = K(y,z)

Pour l'exercice suivant on rappelle les deux théoremes classiques :

e THEOREME D’ASCOLI : Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques compacts, et
A une partie de 'ensemble C(X,Y’) des fonctions continues de X — Y muni de la
convergence uniforme. Alors A est relativement compacte dans C(X,Y) (i.e. sa fermeture
est compacte) si elle est équi-continue i.e.

Ve > 0,36 > 0, (dx(z,2') <6 = Vf € A, dy(f(z), f(z') <e).

e PRE-COMPACITE : Soit (E,d) un espace métrique complet. Les parties A C E relative-
ment compactes sont exactement les parties pré-compactes i.e.

Ve > 0,3n. € N, 3 un recouvrement de A par n. parties de diametre <e.

Exercice 7 (Riesz—Fréchet-Kolmogorov : un critere de compacité dans L”). Pour h € R, on note
71, 'opérateur de translation défini par 7, f = f(- — h) pour f borélienne sur R.

On veut montrer le résultat suivant. Soit (2 un ouvert borné de R et soit F un sous-ensemble
borné de IL?(Q) (avec 1 < p < oo) vérifiant :

(i) pour toute > 0, il existe w CC 2 tel que supscr || fllr(\w) < &

(ii) pour toute > 0 et pour toutw CC €, il existe § €]0, dist(w, Q2°)[ tel que ||74.f — fllr(w) < €
pour tous |h| < det f € F;

alors F est relativement compact dans L?(2) (c’est-a-dire d’adhérence compacte dans LP(£2)).
La notation w CC (2 signifie que w est un ouvert tel que @ est compact et inclus dans 2.

1. Fixons ¢ > 0 et w CC (2. Soit (p,,)n>1 une approximation de d telle que chaque p,, est
de classe C*° et de support inclus dans [-1/n,1/n|. Pour f € F, on note f la fonction f
prolongée a tout R par 0.

(a) Montrer en utilisant le théoréme d’Ascoli que pour tout n > 1, la famille 7, =
{(f % pn)w: f € F} est relativement compacte dans L (w).

(b) Montrer que pour tout n assez grand,

sup || f * pn — fllLrw) <e.
feFr

(c) En déduire que I'ensemble |, peut étre recouvert par un nombre fini de boules de
LP(w) de rayon 2e.



2. Conclure.
Corrigé :
1. Soit M > supsc r || f[lLr (@) une constante.

(a) Soitn > 1 fixé. On note F/, = {(f * pn)w: f € F}. Tout d’abord on a F;, C C(w, R).
De plus, pour tout z € @, d’apres l'inégalité de Jensen (appliquée a la mesure de

probabilité p,(y)dy), on a
. 1/p
(/R |f(z=y)Pon(y) dy)

< (lenlloe) Pl f oo
< (lpalloc) /M.

|75 pu(@)

IN

Donc F;, est une famille bornée de C(w, R). Et pour z,2' € @, on a

[f % pu(@) = f * pu(a”)]

[ 5 onte =) =l - y))dy‘

< Whlloo o=+ [ 1712
< oo - 12 = 2/ | fllLeoy - MQ)TYP (Holder)
= Cylz—1|.

Donc F), est une famille équicontinue de C(w, R). D’apres le théoréeme d’Ascoli, F,,

est relativement compacte dans C(w,R). Or pour g € C(w,R), on a g, € LP(w) et
91w llr @) < (A(w))"?||g]lso- Donc l'injection de C(w,R) dans L?(w) est continue.

Ainsi, F,, est relativement compacte dans LP(w).
(b) Soit § associé a ¢ et w par la propriété (ii). Soit ng > 6~ 1. Pourn > ng, f € Fetz € w,
ona

p

Feoul@) - 1) =




donc d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli,

F oy _ fP — ) — P
1F o= flny < [ /[W/n]mx y) = F@)Ppaly) dy da

. /Wm/n] ([ 1= P i) putirdy

= Ty f = FllL oy Pn(y) dy
/Wm/n] 7y = FI25 ()

< gf / pn(y) dy
[~1/n,1/n]

= &P
On a donc montré que pour n > ny,

sup || f * pn — fllLrw) <e.
feFr

(c) La famille F,,, est relativement compacte dans L”(w) donc on peut la recouvrir par
un nombre fini de boules de rayon . D’apres la question (b), ces mémes boules de
rayon 2¢ recouvrent F.

2. Comme LP(Q) est complet, il suffit de montrer que F peut étre recouvert par un nombre
fini de boules de rayon ¢ pour tout ¢ > 0. Soit ¢ > 0. Alors par la propriété (i), il
existe w CC 2 tel que supser || fllLr(\w) < €/2. Bt d’apres la question (1), F|, peut étre
recouvert par des boules B(g;,¢/2),i = 1,...,k (de LP(w)). On note G; les fonctions g;
prolongées a 2 par 0. Alors les boules B(Gj,¢),i = 1,...,k (de LP(Q2)) recouvrent F.



