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TD9 : MODULES DE LONGUEUR FINIE

Diego Izquierdo
L’ezxercice 0 est a préparer avant la séance.

Exercice 0 (a préparer) : TDS8
Faire les exercices 0, 3 et 4 (seules les questions 1, 2 et 3 sont & préparer) du
TDS.

Exercice 0’ : TDS8
Faire 'exercice 6 du TDS.

Exercice 1 : Exemples de modules de longueur finie
1. Soient A un anneau principal et x un élément de A. Quelle est la
longueur de A/(z) comme A-module ?
2. Quelle est la longueur de Z[X]/(12, X5 — 6) comme Z-module? Et
comme Z[X]-module ?

Exercice 2 : Longueur d’un module
Soient A un anneau, M un A-module et M; et M, deux sous-A-modules de
M. Montrer que :

Exercice 3 : Endomorphismes d’un module de longueur finie
Soient A un anneau et M un A-module de longueur finie. Soit f un endo-
morphisme de M. Montrer que f est injectif si, et seulement si, il est surjectif.

Exercice 4 : Longueur et restriction des scalaires

Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et M un B-module. On note
CA(M) (resp. £g(M)) la longueur de M en tant que A-module (resp. B-
module). Montrer que, si f est surjectif, alors £4(M) = ¢g(M). Le résultat
subsiste-t’il si f n’est pas supposé surjectif ?

Exercice 5 : Longueur et extension des scalaires
Soit f: A — B un morphisme d’anneaux locaux. Soit m I'idéal maximal de
A. On considére I'indice de ramification de B sur A, défini par :

€B/A ‘= gg(B/'ﬂlB)
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On suppose qu’il est fini. Soit M un A-module de longueur finie. Montrer
que :
EB(M XA B) < eB/AﬁA(M).

Montrer qu’il y a égalité si B est plat sur A.

Exercice 6 : Longueur et torsion
Soient A un anneau et M un A-module de type fini. Soit a € A. Lorsque
M/aM et M]a] sont de longueur finie sur A, on pose :

eala, M) =Lla(M/aM) — €4(M]al).

1. Montrer que, si M est de longueur finie, alors e4(a, M) est bien défini
et est nul.

2. Soit / un idéal de A tel que IM = 0. Montrer que e4(a, M) =
eajr(@, M) ot @ est 'image de a dans A/I.

3. Soit 0 > M — N — P — 0 une suite exacte de A-modules de type
fini. Montrer que si deux des entiers e4(a, M), ea(a, N) et ea(a, P) sont
bien définis, le troisiéme l'est aussi, et que dans ce cas :

eala, N) =eala, M)+ es(a, P).

Exercice 7 : Idéaux premiers associés
Soit A un anneau noethérien. Soit M un A-module. On dit qu’un idéal pre-
mier de A est associé a M ¢'il est de la forme Ann(m) pour un certain
m € M. On note Asss(M) (ou Ass(M) s'il n’y a pas d’ambigiiité) 1’ensemble
des idéaux premiers associés a M.
1. Montrer que Ass(M) = () si, et seulement si, M = 0.
2. Soit S une partie multiplicative de A. Montrer que Assg-14(S™'M)
est constitué des idéaux premiers de la forme S™'p avec p € Asss(M)
et pNS = 0.
3. Montrer que I’ensemble des diviseurs de zéro dans A est :

U »

peAss(A)

4. Montrer que tout idéal premier minimal de A est dans Ass(A). L’en-
semble Ass(A) coincide-t’il toujours avec I'ensemble des idéaux pre-
miers minimaux ?

5. Supposons que M est un module de type fini sur A. Montrer qu’il
existe des sous-modules :

O:M()CMlC...CMT:M
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de M tels que, pour chaque 4, le quotient M;/M;.; est isomorphe a
A/p; pour un idéal premier p; de A.
6. Montrer que 'ensemble Ass(M) est fini.

Exercice 8 : Modules artiniens et noethériens

Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est artinien si toute
suite décroissante de sous-A-modules de M stationne. Montrer que M est de
longueur finie si, et seulement si, M est noethérien et artinien.

Exercice 9 : Lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif unitaire. Soient / un idéal de A contenu
dans le radical de Jacobson de A, et M un A-module de type fini.

1. Montrer que si on a IM = M, alors M est le module nul.
Le cas le plus courant d’utilisation est le cas local. Supposons donc de plus
A local d’idéal maximal m. Soit N un sous-A-module de M.

2. Montrer que si on a M = N +mM, alors NV est égal a M.

Exercice 10 : Application du lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif local et M un A-module de type fini.
1. En utilisant le lemme de Nakayama, montrer que les familles généra-
trices minimales de M ont méme cardinal.
2. Rappeler un contre-exemple d’une telle affirmation pour un Z-module.

Exercice 11 : Semi-continuité de la dimension
Soient A un anneau commutatif unitaire et M un A-module de type fini.
Soient X = Spec A et

d: X — N

p = dimgg) My /pM,
Soient p € X et n = d(p). Soit o : k(p)” — M,/pM, un isomorphisme de
k(p)-espaces vectoriels.
On commence par établir 'existence du diagramme commutatif suivant (pour
un certain f € A\ p).

Al Ay k(p)"

y r La
;

v
M[f~! —— M, — M, /pM,

1. Montrer que «a se reléve en une surjection 8 : Ay — M, de Ap-modules.
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2. Montrer qu’il existe f ¢ p tel que [ se reléve en une surjection - :
A[f7Y" — M[f~1] de A[f~!]-modules.
3. En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un idéal I de
A tel que I'ensemble {p € X | d(p) > n} est 'ensemble des idéaux
premiers de A contenant I.
Remargue : Pour I idéal de A, notons V (/) ensemble des idéaux premiers
de A contenant /. On peut munir X de la topologie dont les fermés sont les
V(I) : c’est la topologie de Zariski sur X. L’exercice précédent montre alors
que d est semi-continue supérieurement sur X.



