Td n° 9 d’Analyse fonctionnelle

DISTRIBUTIONS ET CONVOLUTION

Séance du 9 Avril 2015

Exercice 1.  Distributions qui sont réguliéres

1. Soient Q un ouvert de R", T' € D'(Q2) et 1 < p < oco. On suppose que :

T(¢)]
sep@©\{o} llPllLe

< 00

Montrer que T s’identifie & une fonction de LY avec % + % =1

2. Soit T' € D'(]0, 1]), tel que T” s’identifie & une fonction de L?(]0, 1[). Montrer que T'
s’identifie a une fonction u € L?(]0, 1[). En déduire que que u € C°([0, 1]).

3. T € D'(R) telle que T s’identifie & une fonction f continue. Montrer que T' s’identifie
a une fonction g € C! et que ¢’ = f.

4. Soient a € C*®(R), u € D'(R) et f € C(R), tels que au sens des distributions, on
a:u +au = f. Montrer que u € C*(R) et donc que I'équation précédente a lieu au sens
classique.

*

Exercice 2. Petits calculs de convolutions
1. Soit H = 1,>0. Montrer que H' = 4.

2. Calculer les convolutions suivantes (aprés en avoir justifié I'existence) :

dox H, & %1, (xm(S(()n)) * (pr(S(()Q))a (l[a,b] * l[c,d})n,
Tx1, T x*exp, ouT € &'(R).

3. Comparer (1 %0")* H et 1% (6’ * H). Qu'en conclure ?
4. Trouver u € D'(R) telle que u * 1jg 1) = do.

*

Exercice 3. Fonction test
Soit @ > 0. On note Hy(z) = 1(H — 6, + H)

1. Montrer que si u € C*(R), alors u * H, € C*+1.

2. Montrer que pour u € LY(R), [ux H, = [ u.
On considére une suite (ay,), telle que a, > 0, ap, > apy1 et a = > a, < 0o. On pose
up = Hoy x ... % Hy, .

3. Montrer que pour tout k > 1, u;, € C*~1 et uy, est & support dans [0,a0 + ... + ag].

4. Montrer les estimations suivantes

. 2J , 2J
W< 2 [ 2
ag...a; ag...a;—1
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5. Montrer que les suites ul(Cj ) sont de Cauchy dans L. En déduire que uj converge

vers une fonction u. Que peut-on dire de u ?
6. Existe-t-il des fonctions f € D(R) telles que Vn, |f(™(z)] < 27

7. Lemme de Borel : Soit b, une suite quelconque de réels. Montrer qu’il existe f € D(R)
telle que £ (0) = by,.

Exercice 4.  Equations différentielles
On appelle solution fondamentale d’une équation différentielle linéaire inhomogéne

S ()™ (1) = £(1)
k

une distribution u telle que ), arpu® = §y. On en déduit alors une solution pour f(t), en
considérant u * f (si c’est possible).

On introduit D/, = {u € D'(R)| Supp(u) C R"}.

1. Expliquer pourquoi il est possible de convoler deux distributions de D/,. En déduire
que D!, forme une algébre commutative pour *, d’élément neutre dp.

On notera u*" la n-iéme puissance de u, pour n € N (n € Z si u est inversible).

2. Montrer que pour tout A € C, §)— Ay est inversible, et que : () —Adp)*~! = H(t)e.

3. Montrer que pour n € N* : (5 — Xdp)* ™" = H(t)%
4. En déduire que toute équation différentielle linéaire & coefficients constants admet

une solution fondamentale dans Dﬁr.

Exercice 5.  Propriété de la moyenne
Soit n > 2 et Q un ouvert de R™. On dit quune fonction f € C°(Q) vérifie la propriété
de la moyenne si :

1

Vo € Q,r >0 tels que B(x,7) C Q, f(z)= [0B(z,r)|
; OB(x,r)

f(s)ds.

1. Montrer qu’une fonction f de classe C? vérifiant la propriété de la moyenne satisfait :
—Af=0.
Indication : On pourra faire un développement de Taylor de f & l'ordre 2.

2. En déduire que si f € C? vérifie la propriété de la moyenne, alors —Af = 0 au sens
des distributions.

3. Réciproquement, montrer que si f € C* satisfait —Af = 0, alors f vérifie la propriété
de la moyenne.
Indication : On peut calculer fB(O,r) fA(|z2 —r?).

4. Montrer que si une distribution 7" satisfait —AT = 0 alors T s’identifie & une fonction
C® et satisfait le propriété de la moyenne.

Indication : On pourra considérer des approximation de I'unité ¢,,, montrer que ¢, * T’
satisfait la propriété de la moyenne et converge uniformément sur les compacts. Pour cela
on pourra considérer les fonctions ¢, ,(y) = ¥(|lz — y|/r), ¥ € D(]0,1]) fixée.

*
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