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TD9 : Modules de longueur finie

Diego Izquierdo

L'exercice 0 est à préparer avant la séance.

Exercice 0 (à préparer) : TD8
Faire les exercices 0', 3 et 4 (seules les questions 1, 2 et 3 sont à préparer) du
TD8.

Exercice 0' : TD8
Faire l'exercice 6 du TD8.

Exercice 1 : Exemples de modules de longueur �nie
1. Soient A un anneau principal et x un élément de A. Quelle est la
longueur de A/(x) comme A-module ?

Indications : Écrivons la décomposition de x en produit d'irréductibles :

x = up1...ps

avec u ∈ A× et pi irréductible pour chaque i. On a alors, pour chaque r, la suite
exacte :

0→ (p1...pr+1)/(x)→ (p1...pr)/(x)→ (p1...pr)/(p1...pr+1)→ 0.

En remarquant que (p1...pr)/(p1...pr+1) est isomorphe à A/(pr+1), on en déduit
que :

`(A/(x)) =

s∑
r=1

`(A/(pr)).

Mais A/(pr) est un A-module simple pour chaque r car (pr) est un idéal maximal
de A. On en déduit que `(A/(pr)) = 1 pour chaque r et donc que `(A/(x)) = s.

2. Quelle est la longueur de Z[X]/(12, X5 − 6) comme Z-module ? Et
comme Z[X]-module ?
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Indications : On remarque que Z[X]/(X5 − 6) est un Z-module libre de rang
5. Par conséquent, Z[X]/(12, X5 − 6) est un groupe abélien libre isomorphe à
(Z/12Z)5. On en déduit que, en tant que Z-module, on a :

`(Z[X]/(12, X5 − 6)) = `((Z/12Z)5) = `(Z/12Z)5 = 35 = 243.

Par ailleurs, On a un isomorphisme de Z[X]-modules :

Z[X]/(12, X5 − 6) ∼= Z/3Z[X]/(X5)⊕ Z/4Z[X]/(X5 − 2).

On a de plus une suite exacte :

0→ (2, X5)Z/4Z[X]

(X5 − 2)Z/4Z[X]
→ Z/4Z[X]/(X5 − 2)→ Z/2Z[X]/(X5)→ 0.

Or on a un morphisme surjectif de Z[X]-modules :

Z[X]→ (2, X5)Z/4Z[X]

(X5 − 2)Z/4Z[X]
, 1 7→ 2,

de noyau (2, X5). On en déduit que :

(2, X5)Z/4Z[X]

(X5 − 2)Z/4Z[X]
∼= Z/2Z[X]/(X5),

puis que la longueur de Z[X]/(12, X5 − 6) comme Z[X]-module est :

`(Z[X]/(12, X5 − 6)) = `(Z/3Z[X]/(X5)) + `(Z/4Z[X]/(X5 − 2))

= 5 + `

(
(2, X5)Z/4Z[X]

(X5 − 2)Z/4Z[X]

)
+ `(Z/2Z[X]/(X5))

= 5 + 2`(Z/2Z[X]/(X5))

= 5 + 2× 5 = 15.

Exercice 2 : Longueur d'un module
Soient A un anneau, M un A-module et M1 et M2 deux sous-A-modules de
M . Montrer que :

`(M1 +M2) + `(M1 ∩M2) = `(M1) + `(M2).

Indications : On écrit la suite exacte :

0→M1 ∩M2 →M1 ⊕M2 →M1 +M2 → 0.

On a alors :

`(M1 +M2) + `(M1 ∩M2) = `(M1 ⊕M2) = `(M1) + `(M2).

Exercice 3 : Endomorphismes d'un module de longueur �nie
Soient A un anneau et M un A-module de longueur �nie. Soit f un endo-
morphisme deM . Montrer que f est injectif si, et seulement si, il est surjectif.
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Exercice 4 : Longueur et restriction des scalaires
Soit f : A → B un morphisme d'anneaux et M un B-module. On note
`A(M) (resp. `B(M)) la longueur de M en tant que A-module (resp. B-
module). Montrer que, si f est surjectif, alors `A(M) = `B(M). Le résultat
subsiste-t'il si f n'est pas supposé surjectif ?

Indications : Si f est surjectif, les suites de A-modules 0 ⊆ M1 ⊆ M2 ⊆ ... ⊆
Mn ⊆M sont aussi des suites de B-modules, donc `A(M) = `B(M).

En général, on a `A(M) ≥ `B(M), mais l'égalité n'est pas toujours vraie : par
exemple, en prenant A = R, B = C et M = C, on a `R(M) = dimRM = 2 et
`C(M) = dimCM = 1.

Exercice 5 : Longueur et extension des scalaires
Soit f : A→ B un morphisme d'anneaux locaux. Soit m l'idéal maximal de
A. On considère l'indice de rami�cation de B sur A, dé�ni par :

eB/A := `B(B/mB).

On suppose qu'il est �ni. Soit M un A-module de longueur �nie. Montrer
que :

`B(M ⊗A B) ≤ eB/A`A(M).

Montrer qu'il y a égalité si B est plat sur A.

Indications : On procède par récurrence sur `A(M). Si `A(M) = 1, comme A
est un anneau local, on déduit que M ∼= A/m : on a alors M ⊗A B = B/mB, et
donc `B(M ⊗A B) = eB/A`A(M).

Supposons le résultat prouvé pour `A(M) ≤ `, et supposons que `A(M) = `+ 1.
Soit N un sous-module deM di�érent de 0 et deM . Par hypothèse de récurrence,
on a alors `B(N ⊗A B) ≤ eB/A`A(N) et `B(M/N ⊗A B) ≤ eB/A`A(M/N). La
suite exacte :

N ⊗A B →M ⊗A B →M/N ⊗A B → 0 (?)

montre alors que :

`B(M ⊗A B) ≤ `B(N ⊗A B) + `B(M/N ⊗A B)

≤ eB/A(`A(N) + `A(M/N)) = eB/A`A(M).

Lorsque B est plat, dans la suite exacte (?), le morphisme N⊗AB →M⊗AB est
injectif, et donc la même récurrence montre que toutes les inégalités deviennent
des égalités.

Exercice 6 : Longueur et torsion
Soient A un anneau et M un A-module de type �ni. Soit a ∈ A. Lorsque
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M/aM et M [a] sont de longueur �nie sur A, on pose :

eA(a,M) = `A(M/aM)− `A(M [a]).

1. Montrer que, si M est de longueur �nie, alors eA(a,M) est bien dé�ni
et est nul.
Indications : On écrit la suite exacte :

0→M [a]→M →M →M/aM → 0

induite par la multiplication par a. On a alors :

eA(a,M) = `A(M)− `A(M) = 0.

2. Soit I un idéal de A tel que IM = 0. Montrer que eA(a,M) =
eA/I(a,M) où a est l'image de a dans A/I.

Indications : En utilisant l'exercice 4, on remarque que `A(M/aM) ∼=
`A/I(M/aM) et `A(M [a]) ∼= `A/I(M [a]).

3. Soit 0 → M → N → P → 0 une suite exacte de A-modules de type
�ni. Montrer que si deux des entiers eA(a,M), eA(a,N) et eA(a, P ) sont
bien dé�nis, le troisième l'est aussi, et que dans ce cas :

eA(a,N) = eA(a,M) + eA(a, P ).

Indications :

Exercice 7 : Idéaux premiers associés
Soit A un anneau noethérien. Soit M un A-module. On dit qu'un idéal pre-
mier de A est associé à M s'il est de la forme Ann(m) pour un certain
m ∈M . On note AssA(M) (ou Ass(M) s'il n'y a pas d'ambigüité) l'ensemble
des idéaux premiers associés à M .

1. Montrer que Ass(M) = ∅ si, et seulement si, M = 0.
Voir le lemme 1.2 du chapitre 7 du livre Algebraic Geometry and Arithmetic

Curves de Qing Liu.

2. Soit S une partie multiplicative de A. Montrer que AssS−1A(S
−1M)

est constitué des idéaux premiers de la forme S−1p avec p ∈ AssA(M)
et p ∩ S = ∅.

Voir le lemme 1.2 du chapitre 7 du livre Algebraic Geometry and Arithmetic

Curves de Qing Liu.

3. Montrer que l'ensemble des diviseurs de zéro dans A est :⋃
p∈Ass(A)

p.

Voir le corollaire 1.3 du chapitre 7 du livre Algebraic Geometry and Arithmetic

Curves de Qing Liu.

4



Algèbre 2 10/11/2016

4. Montrer que tout idéal premier minimal de A est dans Ass(A). L'en-
semble Ass(A) coïncide-t'il toujours avec l'ensemble des idéaux pre-
miers minimaux ?

Pour la première partie de la question, voir le corollaire 1.3 du chapitre 7 du livre
Algebraic Geometry and Arithmetic Curves de Qing Liu. Pour la deuxième partie,
la réponse est non : il su�t de choisir, par exemple, A = C[X,Y ]/(XY, Y 2), et de
remarquer que (X,Y ) est dans Ass(A) mais n'est pas un idéal premier minimal.

5. Supposons que M est un module de type �ni sur A. Montrer qu'il
existe des sous-modules :

0 =M0 ⊂M1 ⊂ ... ⊂Mr =M

de M tels que, pour chaque i, le quotient Mi/Mi+1 est isomorphe à
A/pi pour un idéal premier pi de A.

Voir le lemme 1.4 du chapitre 7 du livre Algebraic Geometry and Arithmetic

Curves de Qing Liu.

6. Montrer que l'ensemble Ass(M) est �ni.
Voir le corollaire 1.5 du chapitre 7 du livre Algebraic Geometry and Arithmetic

Curves de Qing Liu.

Exercice 8 : Modules artiniens et noethériens
Soient A un anneau et M un A-module. On dit que M est artinien si toute
suite décroissante de sous-A-modules de M stationne. Montrer que M est de
longueur �nie si, et seulement si, M est noethérien et artinien.

Si M est de longueur �nie, il est clair que M est noethérien et artinien. Récipro-
quement, supposons M noethérien et artinien. Comme M est artinien, M = 0
ou M contient un sous-module simple M1. Le module M/M1 étant artinien,
M/M1 = 0 ou M/M1 contient un sous-module simple. En continuant ainsi, on
construit une suite de sous-modules M1 ⊆ M2 ⊆ ... de M dont les quotients
successifs sont des A-modules simples (donc de longueur 1). Cette suite doit sta-
tionner car M est noethérien. Cela prouve que M est de longueur �nie.

Exercice 9 : Lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif unitaire. Soient I un idéal de A contenu
dans le radical de Jacobson de A, et M un A-module de type �ni.

1. Montrer que si on a IM =M , alors M est le module nul.
Soit m un idéal maximal de A. Notons Im l'idéal IAm de Am. Il est contenu dans
mAm. Comme IM =M , on a aussi ImMm =Mm. Le lemme de Nakayama vu en
cours montre alors que Mm = 0. Cela étant vrai pour tout idéal maximal m de
A, on a M = 0 (cf. exercice 13 du TD7).

Le cas le plus courant d'utilisation est le cas local. Supposons donc de plus
A local d'idéal maximal m. Soit N un sous-A-module de M .

2. Montrer que si on a M = N +mM , alors N est égal à M .
Soit P = M/N . L'égalité M = N + mM signi�e que P/mP = 0. Le lemme de
Nakayama implique alors que P = 0. Autrement dit, M = N .
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Exercice 10 : Application du lemme de Nakayama
Soient A un anneau commutatif local et M un A-module de type �ni.

1. En utilisant le lemme de Nakayama, montrer que les familles généra-
trices minimales de M ont même cardinal.

Soit m l'idéal maximal de A. Prenons une famille génératrice minimale (mi)i∈I de
M . Une telle famille existe carM possède une famille génératrice �nie. On a donc
une �èche surjective f : A(I) � M , qui induit une surjection f : A(I)/mA(I) �
M/mM . Montrons que f est un isomorphisme : si ce n'était pas le cas on aurait
J ( I tel que (mj)j∈J est une base du (A/m)-espace vectoriel M/mM . Par le
lemme de Nakayama, g : A(J)/mA(J) ∼−→ M/mM se relèverait en une surjection
g̃ : AJ � M et (mj)j∈J est une sous-famille génératrice stricte de (mi)i∈I .
C'est absurde. Donc f est un isomorphisme et le cardinal de I est �ni, égal à
dimA/m M/mM .

2. Rappeler un contre-exemple d'une telle a�rmation pour un Z-module.
Le Z-module Z est engendré par (1) mais aussi par (2, 3).

Exercice 11 : Semi-continuité de la dimension
Soient A un anneau commutatif unitaire et M un A-module de type �ni.
Soient X = Spec A et

d : X → N
p 7→ dimk(p)Mp/pMp

.

Soient p ∈ X et n = d(p). Soit α : k(p)n → Mp/pMp un isomorphisme de
k(p)-espaces vectoriels.
On commence par établir l'existence du diagramme commutatif suivant (pour
un certain f ∈ Ar p).

A[f−1]n //

γ

��

Anp //

β

��

k(p)n

α

��
M [f−1] //Mp

//Mp/pMp

1. Montrer que α se relève en une surjection β : Anp →Mp de Ap-modules.

On peut naturellement relever α en β : An
p →Mp de Ap-modules. Comme M est

de type �ni sur A, Mp est de type �ni sur Ap : la surjectivité de β suit alors par
lemme de Nakayama.

2. Montrer qu'il existe f /∈ p tel que β se relève en une surjection γ :
A[f−1]n →M [f−1] de A[f−1]-modules.
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Pour tout f /∈ p, on a une �èche A[f−1]→ Ap. CommeMp est de type �ni sur Ap,
il est généré parm1/f1, . . . ,mr/fr pour des fi ∈ Arp. En prenant f = f1 · · · fr ∈
A r p on peut dé�nir γ : A[f−1]n → M [f−1] via (ai)i 7→

∑
i aif1 · · · f̂i · frmi/f

dont on véri�e facilement qu'il est bien dé�ni et relève β. Les mi/1 représentent
une base de M [f−1] et on a γ(0, . . . , 0, fi, 0, . . . , 0) = mi/1, d'où la surjectivité
de γ.

3. En déduire que pour chaque entier naturel n, il existe un idéal I de
A tel que l'ensemble {p ∈ X | d(p) ≥ n} est l'ensemble des idéaux
premiers de A contenant I.

Soit
I =

⋂
p∈X

d(p)≥n

p.

Bien sûr, tout élément de {p ∈ X | d(p) ≥ n} contient I. Réciproquement, soit
p ∈ X tel que d(p) ≤ n − 1. D'après la question 2, il existe f ∈ A \ p tel que,
pour tout idéal premier q ne contenant pas f , on a d(q) ≤ n− 1. Autrement dit,
f ∈ I. On en déduit que p ne contient pas I.

Remarque : Pour I idéal de A, notons V (I) l'ensemble des idéaux premiers
de A contenant I. On peut munir X de la topologie dont les fermés sont les
V (I) : c'est la topologie de Zariski sur X. L'exercice précédent montre alors
que d est semi-continue supérieurement sur X.
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