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Feuille d’exercices n°3.

Exercice 1. Cours : deux inégalités classiques.

1. Inégalité de Hoeffding. Soit Y7, ..., Y, des variables réelles indépendantes centrées,
vérifiant a; <Y; < b;, Vi € [[1,n]], les a;, b;,7 € [[1,n]] étant des réels donnés.

(a) Considérons une variable aléatoire Z € [0,1] p.s. et posons
o(x) = In (Blexp(zZ)]), = € R.

Montrer que ¢"(z) < 1/4, Vo € R. En déduire que pour tout = > 0, ¢(z) <
TE[Z] + 2% /8, puis,

E [exp(2Y;)] < exp (M) . Viell,n].

(b) En déduire que pour tous z,t > 0,

P (in > t) < exp (—xt + %2 i(bZ — ai)z) )

i=1 =1

On obtient alors I'inégalité de Hoeffding en prenant x = 4¢/(>." (b, — a;)?) :

P (éY > t> < exp (— Z?zlzb%-ti W) .

(¢) En déduire que si X7, ..., X,, sont des variables réelles i.i.d. vérifiant a < X; <
b, avec a,b € R, a < b, d’espérance p € R, alors

_ 2ne?
P(‘Xn —,u‘ > 5) < 2exp (—ﬁ) .

2. L%inégalité de Berry-Essen permet d’évaluer la vitesse de convergence de la fonc-
tion de répartition d’'une moyenne empirique centrée réduite vers la loi normale
centrée réduite. Plus précisément, soit (X, ...X,,) un échantillon de variables i.i.d.
d’espérance p € R et de variance 0% < oo. Alors,

E[|X; — pf’
< 3E[1X0 — uf]

P(Mﬁx)—ﬂm) S3 T sm

ou ® désigne la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite. Pour une
preuve, voir par exemple le livre de Durrett, Probability : Theory and Fxamples.

sup Vn > 1,

z€R




Exercice 2. On observe des variables i.i.d. X1, ..., X, de densité

folx) = ey (),

f € R. On veut estimer 6 par diverses méthodes.

1. A partir de la méthode des moments, fabriquer un estimateur én de 6. Préciser son
biais et son risque quadratique.

2. Donner, en se basant sur une inégalité classique, un intervalle de confiance non-
asymptotique de niveau 1 — « pour 6.

3. Donner la loi limite de én et en déduire un intervalle de confiance asymptotique de
méme niveau pour 6.

4. Déterminer un pivot simple de 6, qu'on exprimera en fonction de 6,. En déduire
un nouvel intervalle de confiance non-asymptotique pour 6.

Comparer les différents intervalles de confiance obtenus.

Exercice 3. On considere X;,7 > 1 des variables i.i.d. de loi de Poisson de parametre
A > 0 inconnu.

1. Construire un intervalle de confiance asymptotique de A de niveau 1 —« en utilisant
le TCL et le lemme de Slutsky.

2. Construire un intervalle de confiance asymptotique de A de niveau 1 —« en utilisant
le TCL et la méthode de la stabilisation de la variance.

Comparer les deux intervalles de confiance obtenus.

Exercice 4. On considere le modele statistique (RP*™, {N,(p, 0°1,)®"} 1err 0250). On
note (Xi, ..., X,,) un échantillon associé et pour chaque i,1 < i <n, X; = (X;1,...., Xi,).
L’objectif est d’estimer par région de confiance au niveau 1 — « la moyenne pu.

1. En distinguant les cas ot la variance o2 est connue ou inconnue, donner un pivot
de p.
2. En déduire une région de confiance pour y au niveau 1 — a.

3. Donner une région de confiance sous forme de boule euclidienne dans le cas ol o2

est connue.

Exercice 5. Application pratique. Une radio généraliste s’inquiete de sa perte d’au-
dience. Une enquéte faite aupres de 1186 Francais choisis au hasard dans I’annuaire et
ayant accepté de répondre montre que 239 d’entre eux ont déclaré écouter au moins de
temps en temps la station. Pour assurer son avenir, elle voudrait améliorer sa connais-
sance des habitudes de ses plus jeunes auditeurs : parmi les sondés, 102 étaient étudiants,
et 30 I’écoutaient au moins de temps en temps. La direction de la prospective va diligenter
un nouveau sondage destiné uniquement aux étudiants.

1. Modéliser le probleme (pour chacun des deux sondages), en précisant la popula-
tion, les données et le modele; indiquer en particulier les parametres d’intérét
respectifs.



Déduire du premier sondage une précision et un intervalle de confiance pour les
parametres d’intérét de chacun des deux sondages.

. Combien de personnes faut-il interroger au cours de la seconde enquéte, si le degré
de confiance retenu est de 95 % et la précision désirée 3 % 7

. A Tissue du second sondage, il a été constaté 38.3 % d’auditeurs. Donner une
estimation et un intervalle de confiance du parametre faisant 1'objet de 1’étude
(avec un degré de confiance de 95 %).

. Peut-on affirmer que 'audience du segment étudiant a augmenté d’une enquéte a
lautre ? (Les deux enquétes sont séparées de six mois et la station a revu entre-
temps sa grille de programmes.)



