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Feuille d’exercices n°6.

Exercice 1. Soit R le revenu d’un individu. On veut analyser la différence de revenu
selon le sexe. Pour ceci, on considere le modele

R=p+pBs+e

ou s est une variable qui vaut 1 si I'individu est un homme et 0 si ¢’est une femme, et
€ est une variable gaussienne centrée de variance connue 2. Les parametres (u, 3) sont
inconnus. On observe des réalisations (R, s;)1<i<n 1.i.d. suivant le modele précédent.
Dans la suite, (si, ..., $,) est considérée comme déterministe.

1. Comment s’interprete le coefficient 87 Que se passe-t-il si 5 =0, 8 <07

2. Donner une condition sur (si, ..., s,) pour que l'estimateur du maximum de vrai-
semblance de (u, ) soit bien défini et préciser alors son expression et sa loi.

3. Proposer un intervalle de confiance pour 3. En déduire un test Hy : 5 = 0 contre
H, : 5 # 0 de niveau a.

4. On veut tester Hy : § < 0 contre H; : § > 0. Proposer un test de niveau « et le
comparer au test de la question précédente.

Exercice 2. On considere le modele linéaire

yi=ow; + Bz +¢;, t=1,...,n,
ot w = (wr,...,wy)" et z = (z1,...,2,)7 sont deux vecteurs déterministes de R" et
e = (e1,...,&,)7 est un vecteur aléatoire gaussien & composantes i.i.d. de loi normale
N(0,0?), 0> > 0. On note y = (y1,...,yn)".

Les paramétres a, 3 € R et 02 > 0 sont inconnus. Le but de I'exercice consiste &
comparer la qualité de 'estimation de ces parametres lorsque les vecteurs w et z sont
orthogonaux et lorsque ils ne le sont pas.

Dans tout 1’exercice, on suppose que

(w, 2)” # [lwll® [1]*

1. Montrer que l'estimateur des moindres carrés én = (Qn, Bn)T du parametre b =
(a, B)T est donné par

_ 1 (MW@@—@@%%)

T lwl? lzl? = (w2 \ el (2 y) — (w, 2)

et préciser sa loi.



2. Montrer que si w et z sont orthogonaux, alors les deux estimateurs &, et Bn de «
et [ sont indépendants.

A partir de maintenant, on abandonne [’hypothése d’orthogonalité de w et z, et on
note 0 €0, x| l'angle formé par ces deux vecteurs. On suppose, pour simplifier
les calculs, que |w| = ||z|]| = 1.

3. Préciser la loi de la variable aléatoire
|sin0|(3, — )
NG ’

olt 62 est I'estimateur habituel (sans biais) de o dans le modele de régression.

4. Construire un intervalle de confiance (exact et symétrique) de niveau 1 — o pour
B.
5. Soit L*(A) la variable aléatoire égale au carré de la longueur de lintervalle de
confiance trouvé dans la question précédente. Etudier la fonction
9(0) =E[LX0)], 6 €o,x]

et interpréter les résultats obtenus a la lumiere du comportement de g a la frontiere
de son domaine de définition.

Exercice 3. Nous disposons pour n entreprises, ¢ = 1,...,n, des valeurs du capital K;,
de la valeur ajoutée V' A; et de la quantité de travail L;. Nous supposons que la fonction
de production F' de ces entreprises est du type Cobb-Douglas, c-a-d

VA =F(Li, K;) = e"“L}K] .

Les parametres «, A,y sont inconnus.

1. Ecrire un modele de régression linéaire associé lorsque les erreurs sont supposées
gaussiennes indépendantes, centrées et de variance commune o2 (inconnue). On
pourra écrire ce modele sous la forme

Y =XB8+E.

Rappeler alors I'expression matricielle de ’estimateur des moindre carrés ordinaires
B de 8 (on suppose X injective, i.e. de rang 3) et préciser sa matrice de variance-
covariance.

Dans la suite, on utilisera les données suivantes : pour 1658 entreprises, on a obtenu
a 'aide de I'estimateur MCO de (3, la formule de régression

logVA; =3.136 + 0.738log L; + 0.282log K;
et SCR(=somme des carrés des résidus)= 148.27. Nous donnons également

0.0288  0.0012 —0.0034
(X'X)"'=1[ 0.0012 0.0016 —0.0010
—0.0034 —0.0010  0.0009
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Donner un estimateur 62 sans biais de 02 et un estimateur sans biais de Var(3).
Donner un intervalle de confiance de niveau 95% pour les parametres a et \.
Tester 'hypothese Hy : v = 0 contre Hy : v > 0.

On souhaite a présent tester I'hypothese selon laquelle la fonction de production
F' est a rendements d’échelle constants, c-a-d

F(pL,pK) = pF (L, K), VueRL.

Proposer un test de niveau 5% pour Hj : “rendements d’échelle constants” contre
H, : “rendements d’échelle croissants.”

Nous nous intéressons a la fonction de production dans trois secteurs

TO7 : minerais et métaux ferreux, premiere transformation de ’acier
T15B : fabrication de biens d’équipement ménager

T18 : industries textiles et habillement.

Ces trois secteurs sont-ils régis par la méme fonction de production ? Pour le savoir,
nous avons estimé par la méthode des moindres carrés ordinaires les parametres de
I’équation log VA = a+ Alog L+~ log K séparément sur chacun des trois secteurs,
puis sur I’ensemble des entreprises. Nous avons obtenus les résultats suivants :

TO7 : n =40, SCR= 2.57

T15B : n =24, SCR=1.17

T18 : n = 238, SCR=17.8
Ensemble : n = 302, SCR= 41.12

Pour un niveau de 5%, tester I’hypothese selon laquelle la fonction de production
est la méme dans les trois secteurs.



