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Les exercices qui ne sont pas abordés en cours, seront (certainement) corrigés sur ma page personelle (voir ci-
dessus).

Exercice 1 (Contre-exemples) :

1. Donner des ordinaux α,α′, β tels que (α + α′)β ≠ αβ + α′β.
2. Trouver une suite strictement croissante (αn)n<ω d’ordinaux convergeant vers un ordinal α, et un ordinal β

tels que αβ ne soit pas la limite de (αnβ)n<ω .
3. Trouver β et α,α′ < β tels que αβ = β ≠ α′β.
4. Trouver α,β et γ tels que (αβ)γ ≠ αγβγ .

5. Trouver λ limite et α tels que λα ≠ supβ<λ βα.

Exercice 2 (Calcul ordinal) :

1. Calculer ω.ω2, ω.ωω , ωω.ω, ω(ωω + 1), (ωω + 1)ω.
2. Soit α un ordinal infini, montrer qu’il existe β limite et n ∈ ω tel que α = β + n.
3. Montrer qu’il n’existe pas d’ordinal α tel que ω2 = α + ω.

Exercice 3 (Ordinaux et topologie) :
Soit α un ordinal muni de la topologie de l’ordre (i.e. la topologie dont une base d’ouverts est donnée par les inter-
vales ouverts (a, b) avec a < b ∈ α ∪ {+∞,−∞}). Montrer que :

1. α est séparé.

2. β ∈ α est isolé si et seulement si β est successeur ou zéro.

3. α est discret si et seulement si α ⊆ ω.
4. α est compact si et seulement si α est successeur ou zéro.

Exercice 4 (Points fixes) :
SoitF une fonction croissante des ordinaux dans les ordinaux, on dit queF est continue si, pour tout ordinal limite
λ, F (λ) = ⋃α<λ F (α).

1. Trouver un ordinal α tel que α = ω + α, un ordinal β tel que β = ωβ et un ordinal γ tel que γ = ωγ .

2. Soit F croissante continue telle que F (α) ≥ α pour tout ordinal α. Montrer que pour tout ordinal α, il existe
un plus petit point fixe de F qui soit supérieur à α.

3. SiG est une autre telle application, montrer qu’il existe un point fixe commun à F etG.

4. Montrer que α = ω + α si et seulement si α ≥ ω2.

5. Montrer que α = ωα si et seulement s’il existe β tel que α = ωωβ.

Exercice 5 (Forme normale de Cantor) :
On appelle forme normale de Cantor, toute écriture de la forme :

ωα1k1 +⋯ + ωαnkn

avec n ∈N, k1, . . . , kn ∈ ω ∖ {0} et α1 > ⋯ > αn.

1. Montrer que, si α est non nul, il existe β tel que ωβ ≤ α < ωβ+1.
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2. Montrer que tout ordinal admet une unique forme normale de Cantor.
3. Décrire l’ordre et l’addition pour des ordinaux en forme normale de Cantor.

Exercice 6 (Somme naturelle sur les ordinaux) :
Soient α et β des ordinaux. On choisit une suite finie d’ordinaux γ1 > ⋯ > γn telle que

α = ωγ1k1 +⋯ + ωγnkn et β = ωγ1 l1 +⋯ + ωγn ln

avec ki, li ∈ ω pour 1 ≤ i ≤ n. La somme naturelle de α et β est définie ainsi :

α⊕ β = ωγ1(k1 + l1) +⋯ + ωγn(kn + ln)
1. Montrer que ⊕ est commutative.
2. Montrer que β < β′ entraîne α⊕ β < α⊕ β′ pour tout α.
3. Montrer que α + β ≤ α⊕ β pour tout α et β.
4. Montrer que toute opération binaire ⊕∗ sur les ordinaux qui est strictement croissante dans les deux argu-

ments est minorée par ⊕.

Exercice 7 (Suites de Goodstein) :
Soient n, p deux entiers. On définit l’écriture de n en base p-itérée de la manière suivante : on écrit d’abord n en
base p (par exemple pour n = 35, p = 2, 35 = 25 + 2+ 1.) Ensuite, on écrit les exposants eux-mêmes en base p et ainsi
de suite de sorte que tous les nombres écrits sont inférieurs à p. Ainsi on écrira 35 = 22

2+1 + 2 + 1.
Pour q ≥ p ≥ 2, on définit la fonction fp,q deN dansN de la manière suivante : Soit n un entier. On écrit n en base
p itérée et on remplace dans cette écriture tous les p par des q. Le nombre ainsi formé est fp,q(n). On définit de la
même manière les fonctions fp,ω en remplaçant p par ω (dans le cas où p > 2, on écrira les coefficients à droite des
pn).

1. Que vaut f2,3(35) ? et f3,ω(35) ?
2. Montrer que pour tous ω ≥ r > q > p ≥ 2, on a fq,r ○ fp,q = fp,r .
3. Montrer que les fonctions fp,ω sont strictement croissantes.

Pour tout entier a, on appelle suite de Goodstein de a la suite (gn(a))n≥2 définie par :

g2(a) = a et gn+1(a) = {
fn,n+1(gn(a)) − 1 si gn(a) ≠ 0
0 sinon

4. Calculer les 5 premiers termes de la suite de Goodstein pour 5.
5. Soit a un entier. Étudier la monotonie de la suite des fp,ω(gp(a)).
6. Montrer que pour tout entier a la suite de Goodstein pour a est nulle à partir d’un certain rang.

Exercice 8 (Qui sont ces charmants messieurs ?) :
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