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Exercice 4 (Points fixes) :

1. » On peut prendre o = w?, car w + w? = w(1 +w) = w?;

o On peut prendre 3 = w*, en effet ww® = W' = W¥;
« Soit la suite définie par la récurrence suivante : wy = 1, wy41 = w*?. On pose v = sup,,,, wn- On a alors
w? = WP ¥ = gqup  WY" = sup,, w1 = 7.

2. On définit par récurrence o = « et a1 = F'(v,) et on pose oy, = sup,, &y, Par hypothése sur F la suite «,
est croissante. Supposons que cette suite est strictement croissante et donc «,, est une ordinal limite.
On a alors F'(ay) = SUP.,uipha, (7). Comme a,, = sup,, an, pour tout v < alphay,, il existe n tel que
7 < alpha,, et donc sup.,.,ipha, F(7) < sup, F(ay,) = sup,, ans1 = o, On a donc trouvé un point fixe et il
est alors facile de trouver le plus petit comme précédemment. On peut méme vérifier que o, est ce plus petit
point fixe.
En effet, si @ < v < «, est un point fixe de F, il existe n tel que o, < 7 < @ns1 et alors a1 = Fapsr) <
F(v) = ce qui est absurde.
Si la suite des «, n'est pas strictement croissante, il existe n tel que «;,, = F'(cv, ). Comme précédemment, si
on prend n minimal, on trouve le plus petit point fixe de F' au dessus de a.

Exercice 5 (Forme normale de Cantor) :

1. Soit B = sup{y | w” < a}. On aalors w” < a. En effet, si § est nul, w” = 1 < a, si 3 est limite alors w” =
SUD,,v <o W7 < et si 3 est successeur alors 3 € {y | w? < a} et doncw” < a. De plus siw”™ <o, f+1< B ce
qui est absurbe.

2. On procede par induction sur a. Pour l'existence, soit a; tel que w™ < o < w**. Soit @ = W™ + B la

division euclidienne de o par w®. Si § > w, a = W' + B > ww = w* ™! ce qui est absurde. 1l s'en suit donc
que d = k1 € w. Siky =0, alors a = § < w™! ce qui est aussi absurde. On conclut par hypothése d'induction
appliquée a .
Pour ce qui est de l'unicité, supposons o = ¥ wk; = Y72 wP1;. Tout dabordsin = 0 # m,onaa =
Y wki=0%# X, wPl; = o, il sen suit que n = 0 si et seulement si m = 0. Supposons qu'ils soient tous
deux non-nuls. Si o; > 1, comme w?i (L +1) < wPi-1 on a, par une récurence descendante immédiate sur
»YL, whil; <wPr(l;+1) etdonc a < w? (I; +1) < w™ <, ce qui est absurde. Donc ay = 31 par symétrie.
Supposons maintenant k; > Iy, on a alors w® (k; — I1) Yi o w™ik; = Z;”:Q whi l; olt B3 < . Par induction
cela est impossible. On a donc k1 = [; et on conclut par induction.

3. OnaY,wk; <Y, wlk; sietseulement siil existe 7 tel que pour tout i < g9, o; = f; et k; = [; mais o, > 5y,
ou oy, = fi, et ki, > l;,. La preuve est essentiellement la méme que la preuve de l'unicité la forme normale
de Cantor.

Pour ce qui est de I'addition, soit iy maximal tel que «;, > ;. Si o, = 51, on a alors
io—1
Zwoﬁk’i + Zwﬁ7k2 = Z waiki + w0 (kio + ll) + Zwﬁ’kzi
i i i=1 i—2

Si QG > 61,

%
Zwaiki + Zwﬁ’kz = iwaiki + Zwﬁ’kz
7 % i=1 i=1



Exercice 6 (Somme naturelle sur les ordinaux) :

1. Clest évident.

2. Clest évident en utilisant la description de 'ordre en forme normale de Cantor donnée a la derniére question
de l'exercice précédent.

3. Clest aussi immédiat au vue de la derniére question de I'exercice précédent.

. Lhypotheése faite sur @* entraine, par récurrence sur v, que pour tous ordinaux «, 8,v,ona a ®* (8 +7v) >
(a®* B) +v.Deméme, onaaussi («+7v) @ 2 (ad* f) +1.
On montre par récurrence sur la paire (o, 3) que a ®* 8 > a @ 3. (Ol on ordonne les paires lexicographique-
ment, avec la convention de votre choix.) Cest clair pour (0, 0). Supposons que ce soit vrai pour tout (o', 8') <
(a, 8).Onécrita = wMky +... +wk, et B =Wy +... + w1, comme dans 'énoncé. Par symétrie, on peut
supposer que [,, > 0. Alors par l'observation précédente,ona: a@* 5 > (a@* wl; + ...+ w™ (I, - 1)) +w".
Par hypotheése de récurrence, on en déduit :

N

a®" B > (adw™l+..+0"(l,-1))+w™
> W (kp+l)+ 0" (kp 1l - 1)+
> Wk +l)+ -+ (ky +1).



