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Exercice 4 :

Lo VxVyVz,(x+y)+z=x+(y+z)A(xxy)xz=xx (yxz) Axx(y+z)=(xxy)+(xxz),
e VXVY,X+Yy=Yy+XAXXYy=YXxX,
e Vx,x+0=xAxx1=xAXx+(—x)=0A(x=0Vv (Jy,xxy=1)).

2. Y 1=0.

3. Onl'axiomatise par la théorie suivante {37 | 1#0|p € N} oul YL, t; est une notation pour ty + - + t;.

4. On l'axiomatise par la théorie suivante {V¥xg...VXxn,xn = 0V (3y¥ixiy' = 0) | n € N*} ou t* est une
notation pour t x --- x t oll t apparait k fois.

5. R E 3x,x x x = 2 mais pas Q.

6. 1l est définissable par x <y := 3z, x -y = z°.

Exercice 5 (Systémes de connecteurs) :

1. Tout connecteur booléen étant donné par sa table de vérité, il est clair qu’ils sont tous équivalents a une forme
normale conjonctive (ou disjonctive si vous préférez) et donc que {A,Vv, -} est complet. Mais Pv Q <«
-(=P A =Q) et donc {A, -} est complet.

2. Lemmer:
La table de vérité d’'une formule & n varibales (n > 2) ne contenant que des - oudes <= contient un nombre
pair de « vrai»

Démonstration. On procede par induction sur les formules. Pour une variable seule cest évident car elle
contient 2™ «vrai» et autant de « faux ». De plus, si cC'est vrai pour @ ceest aussi vrai pour ¢, en effet 2™
étant pair, le complémentaire a 2™ d’'un nombre pair est pair.

Reste le cas de ¢ <= 1 et ol1 on suppose que 'hypothése d’'induction est vérifiée pour @ et . Supposons
que @ et ont la méme valeur de vérité dans un nombre impair de cas. S'il y a un nombre pair de cas dans
lequel ils sont tous les deux « vrais », alors il y a un nombre pair de cas ol @ est vraie et \ est fausse. Dans Le
cas ol il y a un nombre impair de cas dans lequel ils sont tous les deux « vrais », on a alors un nombre impair
de cas ou1 @ est vraie et { est fausse. Dans les deux cas cela implique que 1 est fausse dans un nombre impair
de cas, ce qui est absurde. ]

1l est alors évident que ce systeme de connecteurs ne peut pas étre complet, ce serait-ce que parce qu’il ne
permet pas de définir A.

3. Considérons le systeme des 8 connecteurs binaires qui valent toujours « vrai » sur quand les deux variables
valent «vrai ». 1l est alors évient que toute formule écrite avec ces connecteurs sera vraie quand toutes ses
variables sont vraies. Ce systéme ne peut donc pas étre complet.

Exercice 6 (Structures finies) :

1. Soitn = M|, commeily a 2" fonctions de M* — {0,1}, il y a, & équivalence prés dans M, au plus on®
formules a k variables. 1l suffit alors de choisir une formule (¢;) dans chacune de ces classes d’équivalences.
2. La formule
E|X1 - E|Xn /\Xi * Xj A Vy \/y =Xi /\ ®; [X5(1)7 e ,Xé(n)] /\ —Q; [X5(1)7 R ,X5(n)],
i<j i j,8€T; j, p¢T;

ouTj = {6 | M E @j[ms(1), ..., Ms(n)]}, est vraie dans M et elle est donc aussi vraie dans AV. En posant n;
I'élément de N qui réalise x; dans cette formule, on obtient bien la propriété voulue.



3. Soity : m; — ni, montrons que cest unisomorphisme. 1 suffit de montrer que pour toute formule @[x1, ..., xk]
ettout (a;) e M*, M & @[ay,...,ax]sietseulementsiN = @[W(ay),..., P(ax)]. Pour tout iil existe j; tel
que a; = m;,. Quitte a rassembler les a; identiques, a rajouter des variables inutiles et a permuter certaines
variables, on peut trouver une formule ¢’ telle que M = @[my,,...,mix] < ¢@'[my,...,m,]. Maisona
alors par hypothése M £ @'[my,..., m, ] si et seulememt si M £ @;[my,..., my], pour un certain i, si et
seulement si N E @i[W(my),...,P(my)], si et seulement siN E @[P(my,),..., b(mi, )]

Exercice 7 (Préservation) :

L Soit N € Met @ = Vx;...VxqW[xq,...,xn]. Soient (a;) € N™, comme N est une sous structure et 1\
sans quantificateurs, on a N = {[ay, ..., a,] si et seulement si M E P[xq,...,xn] (cela se démontrer par
induction sur la formule), mais cela est vrai par hypothése.

2. Clest évident par le méme genre de raisonnement que dans l'exercice précédent ou en disant que - est
universelle et en appliquant la question précédente.

3. Soit f une fonction de £ (d’arité n) et a € (U; My)™. Comme I est filtrant, il existe i tel que a € MI'. On pose
alors fM(ay,...,a,) = fMi(ay,...,an). Sij # iest tel que a € MT, soit k tel que i < k et j < k. Comme
M; € Mjsii<j,onaalors Milay, ..., an) = Me(ay,...,an) = fMi(ay,...,an). Cette définition a donc
un sens (et ne dépend pas du i choisit). De méme pour les relations.

Soit alors 1 € I, f une L-fonction d’arité n et a; € My, par définition de M (et du fait que cette définition ne
dépend pas du i choisit) on a alors f*(ay,...,a,) = fMi(ai,..., an). De méme pour les relations.

Exercice 8 (Cloture algébrique) :

1. A chaque élément de acly on peut associer une formule de £ A paramétres dans A (la formule dont il est
une des solution en nombre fini). On a donc une fonction de aclp(A) — {L-formules & paramétres dans
A} telle que 'image réciproque de chaque point est finie. 1l s'en suit donc que aclym (A) s'injecte dans {£-
formules a parametres dans A} x N. Il reste alors a voir que le cardinal de { £-formules & parametres dans A}
est max{|A|,| L], R¢}.

2. Toute formule a parameétres dans A étant a parametres dans B, cest évident.

3. On a toujours A € aclp (A). En effet prendre pour ¢[x,y] la formule « x = y », pour tout d € A, on a alors
d unique réalisation de @[x, d] dans M. Par la question précédente, aclyp (A) € aclpm (aclpm (A)).

1l reste & montrer l'autre inclusion. Soit d € aclpm (aclap (A)). Il existe donc une formule @[x,yy,...,yn] et
ai,...,an € aclym(A) telle que M = @[d, ay,...,an] et telle qu'il existe au plus n éléments d’ € M pour
lesquels M = @[d’, ay, ..., an]. Dautre part, pour 1 < k <, il existe une formule 0:[x,yy, ...,y ] et des
points aj,...,ap € Atelsque M = 0i[ai, aj, ..., q; ]ettelle qu'il existe au plus n; éléments d’ de M pour
lesquels M = 0;[d’, a},...,a}{i].

Soit {[y1,---,Yn]laformule 37" x@[x, Y1, .., Yn]. On consideére alors la formule

YY1, -y 1= 3 3yn, QY s Yn ) A @Y, Y] A A 0i[Ys, Y Uk,

i<n

On peut alors vérifier que M = [d, aj,...,a} ] et que cette formule a au plus n [T; n; solutions dans M.

4. Soit @[x,Y1,-..,Yyn] et ai,..., a, tel que d est une des solutions en nombre fini de @[x, as,...,a,] dans
M. Enposant Ag = {a; |1 <i<n},onaalorsde aclym(Ag).

5. Comme o est un automorphisme de M qui fixe A, on a M = ¢[b,ay,...,a,] si et seulement si M &=
¢[o(b),ay,...,an]. llsensuitdonc que {o™(d)} estinclu dansl'ensemble fini des solutions de @[x, aj, ..., an |

dans M.

6. Soit r € R\ Q. Supposons 1 € aclp (Q). Par la question 4, il existe un ensemble fini de rationnels Q tel que
d € aclm(Q). Mais il est facile de construire un automorphisme de (Q, <), i.e. une fonction strictement
croissantes qui fixe Q mais telle que tout autre point de R a une orbite infinie. Il suffit pour cela par exemple
que f(x) > x sur R\ Q. Mais cela contredit la question s.



