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Exercice 4 :

1. • ∀x∀y∀z, (x + y) + z = x + (y + z) ∧ (x × y) × z = x × (y × z) ∧ x × (y + z) = (x × y) + (x × z),
• ∀x∀y,x + y = y + x ∧ x × y = y × x,
• ∀x,x + 0 = x ∧ x × 1 = x ∧ x + (−x) = 0 ∧ (x = 0 ∨ (∃y,x × y = 1)).

2. ∑p
i=1 1 = 0.

3. On l’axiomatise par la théorie suivante {∑p
i=1 1 ≠ 0 ∣ p ∈N} où∑l

i=k ti est une notation pour tk +⋯ + tl.
4. On l’axiomatise par la théorie suivante {∀x0 . . .∀xn,xn = 0 ∨ (∃y∑i xiy

i = 0) ∣ n ∈ N⋆} où tk est une
notation pour t ×⋯ × t où t apparaît k fois.

5. R ⊧ ∃x,x × x = 2mais pasQ.
6. Il est définissable par x ≤ y ∶= ∃z,x − y = z2.

Exercice 5 (Systèmes de connecteurs) :

1. Tout connecteur booléen étant donné par sa table de vérité, il est clair qu’ils sont tous équivalents à une forme
normale conjonctive (ou disjonctive si vous préférez) et donc que {∧,∨,¬} est complet. Mais P ∨ Q ⇐⇒
¬(¬P ∧ ¬Q) et donc {∧,¬} est complet.

2. Lemme 1 :
La table de vérité d’une formule àn varibales (n ≥ 2) ne contenant que des ¬ ou des ⇐⇒ contient un nombre
pair de « vrai »

Démonstration. On procède par induction sur les formules. Pour une variable seule c’est évident car elle
contient 2n−1 « vrai » et autant de « faux ». De plus, si c’est vrai pour ϕ c’est aussi vrai pour /ϕ, en effet 2n
étant pair, le complémentaire à 2n d’un nombre pair est pair.
Reste le cas de ϕ ⇐⇒ ψ et où on suppose que l’hypothèse d’induction est vérifiée pour ϕ et ψ. Supposons
que ϕ et ψ ont la même valeur de vérité dans un nombre impair de cas. S’il y a un nombre pair de cas dans
lequel ils sont tous les deux « vrais », alors il y a un nombre pair de cas oùϕ est vraie etψ est fausse. Dans Le
cas où il y a un nombre impair de cas dans lequel ils sont tous les deux « vrais », on a alors un nombre impair
de cas oùϕ est vraie etψ est fausse. Dans les deux cas cela implique queψ est fausse dans un nombre impair
de cas, ce qui est absurde. ∎

Il est alors évident que ce système de connecteurs ne peut pas être complet, ce serait-ce que parce qu’il ne
permet pas de définir ∧.

3. Considérons le système des 8 connecteurs binaires qui valent toujours « vrai » sur quand les deux variables
valent « vrai ». Il est alors évient que toute formule écrite avec ces connecteurs sera vraie quand toutes ses
variables sont vraies. Ce système ne peut donc pas être complet.

Exercice 6 (Structures finies) :

1. Soit n = ∣M∣, comme il y a 2n
k

fonctions deMk → {0, 1}, il y a, à équivalence près dansM, au plus 2n
k

formules à k variables. Il suffit alors de choisir une formule (ϕi) dans chacune de ces classes d’équivalences.
2. La formule

∃x1 . . .∃xn⋀
i<j
xi ≠ xj ∧ ∀y⋁

i

y = xi ⋀
j,δ∈Tj

ϕj[xδ(1), . . . ,xδ(n)] ⋀
j,ϕ∉Tj

¬ϕj[xδ(1), . . . ,xδ(n)],

où Tj = {δ ∣M ⊧ ϕj[mδ(1), . . . ,mδ(n)]}, est vraie dansM et elle est donc aussi vraie dansN . En posant ni

l’élément deN qui réalise xi dans cette formule, on obtient bien la propriété voulue.

1



3. Soitψ ∶mi ↦ ni,montrons que c’est un isomorphisme. Il suffitdemontrer quepour toute formuleϕ[x1, . . . ,xk]
et tout (ai) ∈Mk,M ⊧ ϕ[a1, . . . ,ak] si et seulement siN ⊧ ϕ[ψ(a1), . . . ,ψ(ak)]. Pour tout i il existe ji tel
que ai = mji . Quitte à rassembler les ai identiques, à rajouter des variables inutiles et à permuter certaines
variables, on peut trouver une formuleϕ ′ telle queM ⊧ ϕ[mi1 , . . . ,mik] ⇐⇒ ϕ ′[m1, . . . ,mn]. Mais on a
alors par hypothèseM ⊧ ϕ ′[m1, . . . ,mn] si et seulememt siM ⊧ ϕi[m1, . . . ,mn], pour un certain i, si et
seulement siN ⊧ ϕi[ψ(m1), . . . ,ψ(mn)], si et seulement siN ⊧ ϕ[ψ(mi1), . . . ,ψ(mik)].

Exercice 7 (Préservation) :

1. Soit N ⊆ M et ϕ = ∀x1 . . .∀xnψ[x1, . . . ,xn]. Soient (ai) ∈ Nn, comme N est une sous structure et ψ
sans quantificateurs, on a N ⊧ ψ[a1, . . . ,an] si et seulement siM ⊧ ψ[x1, . . . ,xn] (cela se démontrer par
induction sur la formule), mais cela est vrai par hypothèse.

2. C’est évident par le même genre de raisonnement que dans l’exercice précédent ou en disant que ¬ϕ est
universelle et en appliquant la question précédente.

3. Soit f une fonction de L (d’arité n) et a ∈ (⋃iMi)n. Comme I est filtrant, il existe i tel que a ∈Mn
i . On pose

alors fM(a1, . . . ,an) = fMi(a1, . . . ,an). Si j ≠ i est tel que a ∈ Mn
j , soit k tel que i < k et j < k. Comme

Mi ⊆Mj si i < j, on a alors fMi(a1, . . . ,an) = fMk(a1, . . . ,an) = fMj(a1, . . . ,an). Cette définition a donc
un sens (et ne dépend pas du i choisit). De même pour les relations.
Soit alors i ∈ I, f une L-fonction d’arité n et ai ∈Mi, par définition de fM (et du fait que cette définition ne
dépend pas du i choisit) on a alors fM(a1, . . . ,an) = fMi(a1, . . . ,an). De même pour les relations.

Exercice 8 (Clôture algébrique) :

1. À chaque élément de aclM on peut associer une formule de L à paramètres dans A (la formule dont il est
une des solution en nombre fini). On a donc une fonction de aclM(A) → {L-formules à paramètres dans
A} telle que l’image réciproque de chaque point est finie. Il s’en suit donc que aclM(A) s’injecte dans {L-
formules à paramètres dansA}×N. Il reste alors à voir que le cardinal de {L-formules à paramètres dansA}
est max{∣A∣, ∣L ∣,ℵ0}.

2. Toute formule à paramètres dansA étant à paramètres dans B, c’est évident.

3. On a toujours A ⊆ aclM(A). En effet prendre pour ϕ[x,y] la formule « x = y », pour tout d ∈ A, on a alors
d unique réalisation deϕ[x,d] dansM. Par la question précédente, aclM(A) ⊆ aclM(aclM(A)).
Il reste à montrer l’autre inclusion. Soit d ∈ aclM(aclM(A)). Il existe donc une formuleϕ[x,y1, . . . ,yn] et
a1, . . . ,an ∈ aclM(A) telle queM ⊧ ϕ[d,a1, . . . ,an] et telle qu’il existe au plus n éléments d ′ ∈ M pour
lesquelsM ⊧ ϕ[d ′,a1, . . . ,an]. D’autre part, pour 1 ≤ k ≤ n, il existe une formule θi[x,yi1, . . . ,yiki

] et des
points ai1, . . . ,a

i
ki
∈ A tels queM ⊧ θi[ai,ai1, . . . ,aiki

] et telle qu’il existe au plus ni éléments d ′ deM pour
lesquelsM ⊧ θi[d ′,ai1, . . . ,aiki

].
Soit ζ[y1, . . . ,yn] la formule ∃=nxϕ[x,y1, . . . ,yn]. On considère alors la formule

ψ[x,y11, . . . ,ynkn
] = ∃y1 . . .∃yn,ζ[y1, ...,yn] ∧ϕ[x,y1, ...,yn] ∧ ⋀

i≤n
θi[yi,yi1, ...,yikn

].

On peut alors vérifier queM ⊧ ψ[d,a11, . . . ,ankn
] et que cette formule a au plus n∏ini solutions dansM.

4. Soit ϕ[x,y1, . . . ,yn] et a1, . . . ,an tel que d est une des solutions en nombre fini de ϕ[x,a1, . . . ,an] dans
M. En posantA0 = {ai ∣ 1 ≤ i ≤ n}, on a alors d ∈ aclM(A0).

5. Comme σ est un automorphisme deM qui fixe A, on aM ⊧ ϕ[b,a1, . . . ,an] si et seulement siM ⊧
ϕ[σ(b),a1, . . . ,an]. Il s’en suit doncque {σn(d)} est includans l’ensemblefini des solutions deϕ[x,a1, . . . ,an]
dansM.

6. Soit r ∈ R /Q. Supposons r ∈ aclM(Q). Par la question 4, il existe un ensemble fini de rationnelsQ tel que
d ∈ aclM(Q). Mais il est facile de construire un automorphisme de (Q,<), i.e. une fonction strictement
croissantes qui fixeQmais telle que tout autre point deR a une orbite infinie. Il suffit pour cela par exemple
que f(x) > x surR /Q. Mais cela contredit la question 5.
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