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Exercice 3 (Groupes pseudo-finis) :

1. Montrons que sup{|Gi|} = w est nécessaire et suffisant. En effet si sup{|Gi|} = n < w, énoncé ¢, =
VxoVxn Vi Xi = X;j est vraie dans tout G; et est donc dans Ty que ne peut donc avoir de mod¢le de car-
dinal plus grand que n.

Réciproquement, si sup{|Gi|} = w, lathéorie T = Tyu{-@n | n € N} est consistante, i.e. To admet un modeéle
infini. En effet, par compacité, il suffit de considérer T’ € T fini, i.e. T’ € To U {~@n | n < m}. Mais alors tout
G; de cardinal strictement plus grand que m est modéle de T'.

2. Lathéorie T dela question précédente fait 'affaire. De plus, tous les G; étant des groupes, ils sont tous modéles
des énoncés de la théorie des corps qui est donc incluse dans Ty, i.e tout modele de T, et donc a fortiori ses
modeles infinis sont des groupes.

3. Par le théoréme de compacité, tout énoncé ¢ qui est conséquence de T est conséquence d’'une partie finie
de T qui est donc incluse dans Ty U {-@n | 1 < m}. Lénoncé ¢ est donc vérifié dans tout G; de cardinal
strictement plus grand que m. Réciproquement, si ¢ est vrai dans tous les Gide cardinal plus grand qu'un
certain m, alors la formule @,, — @ est vraie dans tous les G; et est donc vraie dans tout modele de Ty. Les
modeles infinis de Ty étant tous modeéles de @y, il S'en suit que @ est vraie dans tout modele de T.

Exercice 5 (Préservation, le retour) :
1. Voir le cours sur les diagrammes.

2. Soit N ¢ M = Tet @ = VxgVxn P[xq,-..,%n ] universelle (ol { est sans quantificateurs) conséquence de
T. Comme M E T, on a aussi M £ @. Pour tout ¢y,...,c, € N,on aalors M £ @[cy,...,cn] et donc
NEo[ci,...,cnl
Réciproquement soit N = Ty et soit T' = A(N) U T. Soit Ty € T fini. Comme A(N') clos par conjonction
finie, on peut supposer Ty = {@[Cn,,--.,Cn, | }UT oltles ¢y, n'apparaissent pasdans T et N E @[ny,...,nk].
Si Ty était inconsistante, par un résultat du cours, on aurait T & Vx; ... Vxx =@[x1,...,xx] et donc, comme
NET,NEVx...Vxx ~@[x1,...,xx] etdonc N E =@[ny,...,ng], ce qui est absurde.

Un modéle de T’ étant exactement un modele de T dans lequel se plonge A, on a bien montré le résultat
voulu.

3. Comme Ty est universelle il est évident que Ty (et donc T) qui lui est équivalente est stable par sous-structure.
Réciproquement, comme Ty est conséquence de T par définition, il suffit de montrer que T est conséquence
de Ty. Soit M un modéle de Ty. Par la question précédente M se plonge dans N' = T. Mais comme T est
stable par sous-structure, M = T.

4. Lénoncé —@ est préservé par sous-structure, en effet si M = - et N/ € M alors si on a pas N E -, il
sen suit que A E @ et donc, par hypothése sur @, M & @, ce qui est absurde. Par la question précédente (et
le théoréme de compacité), il existe une formule universelle \ qui soit équivalente a —¢ et donc -1 qui est
existentielle est équivalente a .

On pourrait aussi démontrer I'équivalent de la question précédente (i.e. avec une théorie plutét qu'une for-
mule) dans le cas existentiel, mais ce n’est pas une conséquence immédiate de la question précédente et néces-
site sa propre démonstration (utilisant le méme genre de techniques que Lowenheim-Skolem descendant).

Exercice 6 (Ultrafiltres, ultraproduits et compacité) :

1. Lensemble vide étant fini, X étant infini, une union de deux ensembles finis étant elle méme finie et les sous-
ensembles d’'un ensemble fini étant finis, par passage au complémentaire on a les propriétés voulues sur les
cofinis.



2. Soit F={Y c X | 3b e B, b c Y} Tout filtre qui contient B doit contenir F par (c), et on peut vérifier que F
est un filtre. En effet 'ensemble vide n'appartient pas a B, il ne peut contenir aucun élément de B. Comme B
est non vide, on a bien X € F. SiY; 2 b; sont des éléments de F, alors Y; N Y5 2 by n b, qui est bien dans B et
enfinsiY2bestdansFetquonaZ2Y,onaalorsZ2b.

3. Soit F un filtre et supposons que ni I ni X\ I ne soit dans F alors {In] | J € F} forme une base de filtre. En
effet cet ensemble est non vide (il contient I) et si on avait In ] = @ pour un ] € F, on aurait X\ I 2 J et donc
X\ 1€ F ce qui contredit notre hypothése. Enfin,si J; € F, (InJ;) n(InJs) =In(Jy nJs) ot J; N J5 est aussi
dans F.

Par la question précédente, il existe un filtre F’ qui contient cette base de filtre, et F ¢ F’ et donc F ne peut
étre maximal.

4. Montrons que I'ensemble des filtres sur X est inductif pour l'inclusion. Soit (F;)ic1 une chaine de filtres.
Posons F = U; Fi. Il est alors évident que F contient X et ne contient pas @. Soient I, ] € F, alors il existe i € [
telqueI,J e FietdoncIn] eF; c F.Enfinsil e FalorsI e F; pour un certain i et donc pour | 2 I est aussi
dansF; c F.

Par le lemme de Zorn, il existe un filtre maximal pour l'inclusion.

5. Comme {x | ax = ax} = X € [ larelation est bien réflexive. De méme, comme {x | ax = by} = {x | bx = ax},
cette relation est symétrique. Enfin, supposons a =r b =¢ ¢. Comme {x | ax = cx} 2 {ax = by} n {bx = cx},
onabien {x | ay = ¢y} € F et donc la relation est transitive.

6. Supposons a' =¢ b', comme un filtre et clos par intersection finie {x € X | Vi, al = bl} € F et il est contenu
danslensemble {x € X | f(al,...,a™) =f(bl,...,b)} quiestdoncbienaussidansF,ie. (f(al,...,al))xex =F
(f(bl,...,b1))xex et donc f est induit bien une fonction sur [T M, /F.

De méme si {x € X | M, £ R(al,...,al)} € F, son intersection avec {x € X | Vi, al = bl } est aussi dans F
et est contenu dans {x € X | M, & R(bl,...,b™)} qui est donc lui-aussi dans F. L'interprétation que I'on a
donné de R dans [T M /F est donc bien définie.

7. On procede par induction sur les formules. Pour ce qui est des formules atomiques, on peut tout d’abord
constater que l'interprétation de I'égalité dans [T M /F vérifie bien que (ay )xex = (bx )xex si et seulement si
(ax)xex = (bx)xex, i.e. {x € X| ax = by} € F, comme pour toutes les autres relations.

Le cas des formules atomiques est alors exactement la définition de I'interprétation des relations dans [T My /F.
1l suffit alors de considérer le cas de u, —, 3. Supposons que la propriété ait été démontrée pour ©1[y1,--.,Yn]
et @2[y1,...,yn]hetal,...,a™ e M.Onaalors M £ @[al,...,a™] A @s[al,...,a™] si et seulement si
M E @ifal,...;a"] pouri= 1,2, cestadire {x € X | My E @i[al,...,al']} € Fpouri = 1,2. Comme
F est clos par intersection, cela implique en particulier que {x € X | Mx £ Ai-;» @i[al,...,al]} € F. De
plus, comme F est clos par inclusion, si ce dernier ensemble est dans F, cest aussi le cas de {x € X | My E
@i[al,...,al]}. Ona donc bien I’équivalence voulue.

Considérons maintenant le cas de 3. Ona M = Jye[al,...,a™, y] si et seulement s'il existe a € M tel que
M @[al,... a"™, a].Parinduction cette derniére condition est équivalente a {x € X | My E ¢[al,...,at ax]} €
F. Comme {x € X | M, & Jye[al,...,al,y]} contient ce dernier ensemble, il est bien dans F. Réciproque-
ment, si {x € X | My & Jyop[al,... al,y]} € F, soit a, tel que M, E Fye[al,..., al, a.] pour les x dans
cet ensemble et a, quelconque en dehors de cette ensemble, alors un tel a vérifie bien la propriété voulue.
Enfin, M £ -¢[a',...,a™] siet seulement si M ¥ @[a',...,a"],ie. {x e X | My & @[al,...,al]} ¢ F.
Comme F est un ultrafiltre, son complémentaire {x € X | M, & -~@[al,...,al]} est dans F. Ce qui conclut
la preuve.

8. Soit T un théorie finiment consistante et soit X I'ensemble des parties finies de T. Pour tout partie finie To € T,
on choisit M, & Ty. Pour tout Ty, on note aussi (To) = {x € X | Ty c x}. Lensemble des (Ty) forme une base
de filtre car (Ty) N (Ty) = (T U Ty ) et aucun (Ty) n'est vide vu qu'il contient au moins Ty. Soit F un ultrafiltre
contenant cette base de filtre.

On pose M =[] My [F. Par la question précédente, pour tout énoncé ¢ de T, on a M k ¢ si et seulement si
{x € X| My E @} € F, mais ce dernier ensemble contient () € F et on a donc bien M & @.

1. Les plus dubitatifs d'entre vous se demanderons peut étre comme je peux supposer que les deux formules sont en le méme variables mais il
se convaincront aisément que sila formule @ [y1, ..., yn | vérifie la propriété voulue, cest aussi de le cas si on la considére comme une formule
en les variables y1,...,Yn,Yn+l,--->Yk



