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Exercice 5 (Espaces Vectoriels) :
1. La classe des K espaces vectoriels infinis est axiomatisée par les axiomes suivants :
a) VxVyVz (x+y)+z=x+(y+z)Ax+y=y+xax+0=x,
b) Vchy AMc(x +Y) = Me(%) + A (Y) A MMk (%)) = Akier (%) A A (%) + Akr (%) = Axsi (%), pour tout k et
k' eK,
c) VxA1x =x,
d) 3IxgIxn Aisj Xi # X;.

2. Les sous structure de V sont exactement les sous-espaces vectoriels, ils doivent étre clos par somme et par
tous les Ay.

3. Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils ont la méme dimension (ou la dimension est
le cardinal potentiellement infini d'une base). Si U est un k-espace vectoriel de cardinal k > |Kk|, si A est sa
dimension, alors est isomorphe 3 K, les familles presque toujours nulles d’éléments de K indexées par A
dont le cardinal est A|K| qui doit étre égal & k > |K|. Il s'en suit immédiatement que comme k est infini, on a
A=K
Ainsi deux modéles de T de cardinal k > |K| ont méme dimension et sont donc isomorphes. Comme T n’a que
des modeles infinis, d’apreés le critere de Vaught (voir exercice 2), T est complete.

4. Soit T la théorie suivante :
a) les axiomes de groupes abéliens,
b) Ix,x # 0,
¢) pour tout n € N, laxiome (Vx3y)y +--- +y = x, ol y apparait n fois.

llest clair que T ¢ Th(Q). Pour conclure que cette théorie axiomatise Th(Q), il suffit de montrer que T est une
théorie compléte. Pour cela, on remarque que les groupes abéliens divisibles sont exactement les Q-espaces
vectoriels (si V est un Q-espace vectoriel, cest a fortiori un groupe abélien divisible, et réciproquement un
groupe abélien divisible admet une unique structure de Q-espace vectoriel). Ainsi, si ¢ est un énoncé dans le
langage {0, +}, alors @ est conséquence de T si et seulement s'il est conséquence de la théorie des Q-espaces
vectoriels non nuls. Comme cette derniére est compléte par les résultats précédents, on en déduit que T est
complete.

5. Par le théoréme de Lowenheim-Skolem ascendant, il existe V<’ tel que U’ a le méme cardinal que U (et
donc la méme dimension). Comme cette dimension est strictement plus grande (et infinie) que celle de V, il
s'en suit que les supplémentaires de V dans U et U’ sont de méme dimension et sont donc isomorphes. Ainsi
il existe un isomorphisme de U’ dans U qui fixe V. Comme U’ = D(V), il s’en suit que U aussi et donc qu'on
abien V<U.

6. Par Lowenheim-Skolem ascendant, on peut trouver i <U" avec U’ de cardinal assez grand pour que les hy-
potheése de la question précédente sur la dimension soient vérifiées. On a alors V<" et donc par l'exercice
L V<U.

Exercice 6 (Types et nombres de modeles dénombrables) :

1. Soientcy,...,cn de nouvelles constantes et considérons T, la théorie T up[c]. Lensemble de formules p est
un type si et seulement si T,, est consistante, et donc par compacité, si et seulement si toute partie fini de T,
est consistant. Mais toute partie fini de T, est inclu dans Ty, avec po € p fini, i.e. T, est finiment consistante
si et seulement si toute partie finie de p est consistante avec T.



. Soit po € p fini et posons @, = Agep, ©- Comme T est complete elle a pour conséquence soit 3X @y, [X]
soit VX =@y, [X], mais ce dernier cas contredit le fait que T, soit consistante.

Montrons maintenant que D(M) U p[C] est consistante. En effet une partie finie de cette théorie est de la
forme D(M) u po[c] pour pg fini. Mais comme IX¢@,,[X] une conséquence de T est donc est vraie dans
M, on peut trouver des interprétation pour les c; dans M telle que la nouvelle structure soit un modele de
D(M) upg[c]. Par compacité cette théorie est consistante et par Lowenheim-Skolem, on peut en trouver un
modeéle de méme cardinal que M.

. Comme @ est consistante avec T et que T et compléte, comme on I'a vu, @ est réalisée dans tout modele de T.
Soitalors M £ T eta tel que M E @[a]. Comme T E Vx@[X] = P[X], pour tout ) € p, on abien M = P[a]]
pour tout 1 € p, i.e. a réalise p.

Le deuxiéme cas est similaire. On pose c tel que M £ @[@, c] et on conclut de la méme manieére.

. Lensemble de formules tp(T) est bien évidemment consistant avec T vu qu'il est réalisé dans M.

5. Onpose M = {m; | 1€ N} etn = {n; | i € N} et on construit par récurence une famille cohérente de f; de

domaine € fini tel que tp(¢) = tp(fi(C)) et tels le domaine de f5; contient m; et I'image de f5;,1 contient n;.
On pose f_; de domaine vide.

Soit € le domaine de f3;_1. Si m; € € il n'y a rien a faire. Sinon, soit ¢ qui isole tp(cm; ), comme Jy@[X,y] €
tp(C), on a aussi N = Jy@[fai-1(C),y]. Par la question 3, il existe b € N tel que tp(cm;) = tp(f2i-1(c)b)
(dans le cas i = 0 on applique simplement la premiere partie de la question). On pose alors f2i(c;) = fai-1(cj)
et fo;(my) = b. La construction de fo;,1 est symétrique.

11 suffit alors de considérer f = U;ep Ti.

. Supposons que T ait un type p non isolé. Par le résultat admis il existe M = T dénombrable tel que p ne soit
pas réalisé dans M. Soit alors A une extension élémentaire dénombrable dans laquelle p est réalisée (qui
existe par la question 2). 1l est alors impossible que A et M soit isomorphes car une réalisation de p dans N
serait envoyée sur une réalisation de p dans M.

La question précédente nous donne exactement la réciproque.

. Soit p un type de T. Soit b € A = T qui réalise p. Comme T est compléte, par I'exercice 3, M et A" se plongent
tous deux élémentairement dans O. Comme le plongement est élémentaire, 'image d’'une réalisation de p
dans A est une réalisation de p dans O = D(c). 1l s’en suit donc que p est aussi un type de D(¢).

Si p est isolé dans D(T), il existe @[c,Y] tel que pour tout 0 € p, D(C) + VT @[C,y] — 0[y]. Par compacité
il existe P[c] telle que T + VG ([T, g] A W[C]) = O[y] et donc T + VXVY(@[X,7J] A V[X]) — 8[y] dou
T+ Vy(Ixe[x,y] A[x]) = 0[y], ce qui implique que p est isolé dans T.

Par la question précédente, on a donc montré que si D(T) est Rg-catégorique, T I'est aussi.

. Soit T qui n'est pas Rq-catégorique. 1l existe donc une type non isolé p et des modeéles dénombrables M et
N de T tels que dans M p ne soit pas réalisé mais il est réalisé dans N. Soit C une réalisation de p dans N.
Quitte a grossir p, on peut supposer p = tp(c) (il ne sera toujours pas réalisé dans M).

Par la question précédente, D(C) n'est pas Ro-catégorique non plus. 1l existe donc un type q[¢,y] de D(¢)
qui soit non isolé dans D(¢). Quitte & changer A/ on peut supposer que q[c,y] n'est pas réalisé dans . Soit
alors N'< O tel que pour tout ¢’ € N qui réalise p, q[c’, ] est réalisé dans O (un tel O existe par compacité
car pour toute partie finie {1} de q, 3y A; bi[c,y] is in D(T) et donc Iy A;bi[c,y] € p[x]). De plus, on
peut prendre O dénombrable car, comme N est dénombrable, il y a donc au plus un nombre dénombrable de
tels €’). Quitte A itérer et & prendre I'union de la chaine ainsi construite, on peut supposer que O vérifie que
pour tout ¢’ € O qui réalise p, q[c’, J] est réalisé dans O.

Comme p est réalisé dans AV et O et n'est pas réalisé dans M, il est évident que M ¢ N et M ¢ O. Enfin
si f est un isomorphisme entre A/ et O, f(T) est une réalisation de p dans O et donc il existe b qui réalise
q[f(c), Y], mais alors f~1(b) réalise q[c,y] dans N, ce qui est absurde.



