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TD de Logique 8 (Fonctions primitives récursives)

19 novembre 2012

Les exercices précédés d'une »k sont 1a pour vous aider a comprendre le cours et devront étre fait avant le TD pour
étre corrigé au début du TD. Les exercices qui ne sont pas abordés en cours, seront (certainement) corrigés sur ma
page personelle (voir ci-dessus).

() Exercice 1 (Fonctions primitives récursives) :

I. Montrer que la fonction pgcd est primitive récursive.

2. Montrer que la fonction fib vérifiant les égalités suivantes est primitive récursive :
fib(0) = 1; fib(1) =1; fib(n +2) = fib(n + 1) + fib(n)

3. Soit f € F,,. Montrer que f est primitive récursive si et seulement si le graphe de f est un sous-ensemble
primitif récursif de NP*! et f est majorée par une fonction primitive récursive g € F,.

Exercice 2 (Schémas de récurrence) :

1. Soient f et g € Fp,1 définis par récurrence mutuelle :

f(X,0) = h(X)

g(x,0) = i(x)
fy+1) = X%y, f(xv),9(x,v))
g(x,y+1) = k(xy,f(x,y),9(x%,y))

Supposons que h, i, j et k soient primitives récursives, montrer que f et g le sont.

2. Soit f € Fp,q définie par la récurence suivante :

f(x,0) = g(x)
f(x,y) = h(xy,f(xi(x,y)))

ou g, h et i sont primitives récursives et i(X,y) <y pour tout y > 0. Montrer que f est primitive récursive.

Exercice 3 (Fonctions élémentaires de Kalmar) :

Lensemble des fonctions élémentaires est le plus petit ensemble de fonctions entiéres (cCest-a-dire de NP dans N
pour un certain p > 1) vérifiant les propriétés suivantes :

» les projections P!’ de NP dans N sont élémentaires

« l'addition, la multiplication et la fonction caractéristique de I'égalité de N? dans N sont élémentaires

o sigde N¥ dans N et fq, ..., fx de NP dans N sont élémentaires alors go(fy,...,fx) aussi

o sifde NP*! dans N est élémentaire alors la somme bornée et le produit borné :

X X
(X1, .5 Xp,X) = Zf(xl,...,xp,i) (X1, Xp,X) = Hf(xl,...,xp,i)
i=0 i=0

de NP*! dans N sont élémentaires.
1. Montrer que, pour tout k, la fonction constante égale 4 k de NP dans N est élémentaire.

2. Montrer que la fonction exponentielle exp de N? dans N définie par exp(m,n) = m™ est élémentaire.

3. On définit la fonction T de N? dans N par T(m,0) = met T(m,n + 1) = exp(2, T(1,n)). Pour tout n € N,
on note T, la fonction m —» T(m,n) de N dans N.



a) Montrer que T est primitive récursive.

b) Montrer que (m,n) — T(m,n) est strictement croissante en n a m fixé et strictement croissante en m

an fixé.
¢) Ondit qu'une fonction f de N¥ dans N est dominée par la fonction ¢ de N dans N'si, pour tout (ny,...,np) €
NP f(ni,...,np) < @(max(ni,...,ny)).

Montrer que, pour toute fonction élémentaire f, il existe n € N tel que f est dominée par T,.

d) Montrer que T n'est pas élémentaire.

Exercice 4 (Fonction d’Ackermann) :
On rappelle que la fonction d’Ackermann & est définie par £(0,x) = 2%, &(y,0) = let &E(y +1,x+ 1) = E(y, &E(y +
1,x)). Onpose h(y,t) = ux < t £(y,x) = t.

I. h(y,t) = x si et seulementsi &(y,x) =tout ¢ Im(Az&(y,z)) et x = 0.

2. On pose g(y,t) = ux < t Ju < t h(y,t) = uAah(y + 1,u) = x. Montrer que h(y + 1,t) = 1 + g(y, t) si
g(y,t) >0, h(y+1,t) =1sig(y,t) =0ett=2etsinon h(y+1,t) =0.

3. En déduire que h est primitive récursive.
4. En déduire que le graphe de & est primitif récursif et que & est récursive.

5. On note s(t) = ux < th(x,t) = x et on définit la fonction r par r(t) = 2s(t) + 1si t € Im(Ax &(x,x)) et
(1) =2%1 15 (x)=0 sinon. Montrer que T est primitive récursive, que c’est une bijection et que son inverse
n’est pas primitive récursive.

6. Montrer que, par contre, la réciproque d’une bijection récursive est récursive.



