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Corrigé du TD de Logique 8 (Fonctions primitives récursives)

19 novembre 2012

Exercice 4 (Fonction d’Ackermann) :

1. Sitelm(AzE(y,z)), alorssit = &£(n,xg) > X, et donc le schéma 1 borné rend bien ce xg, i.e. h(y,t) = xq.
Sinon il n'existe pas de x tel que t = &(n, Xo) (encore moins de xq < t et donc le schéma p borné rend 0, i.e.
h(y,t) =0.

2. Sig(y,t) >0,ilexistex = g(y,t) > 0etutelsque que h(y,t) =ueth(y+1,u) =x,ie E(y+1,x)=u>x>0
etdonct=¢&(y,u) =&y, E(y+1,x))=&(y+1,x+1)etdonch(y+1,t) =1+x=1+g(y,t).

Sig(y,t) = 0,so0itt € Im(AzE(y+1,z)). Alotssoitt = £(y+1,0) etdonch(y+1,t) = 0,s0itt = £(y, E(y+1,x))
pour un certain x et donc le schéma p est réalisé par un point nécessairement plus petit que t et doit donc
étre réalisé pour 0 (sinon g(y,t) > 0),ie.t=&(y+1,1) = &(y,E(y +1,0)) = &(y, 1) = &(0,1) = 2.

Enfin, sit ¢ Im(Az&E(y + 1,2z)),onabien h(y + 1,t) = 0.

3. Commengons par voir que h(0,t), qui est égale a3 x si t = 2* et 4 0 sinon, est bien primitive récursive et

que h(1,t), qui est égale a x si t est une tour de puissances de 2 de hauteur x et 0 sinon, est aussi primitive
récursive.
Posons maintenant h'/(y, t) = (e2(h(y,0),h(y + 1,0)),...,x2(h(y,t),h(y + 1,t))). On a alors h'(0,t) =
(ot2(h(0,0),h(y+1,0))...,x2(h(0,t),h(1,t))), qui est bien primitive récursive (il faut faire une récurence
primitive sur t pour définir cette fonction). De méme, en utilisant la relation de récurence sur h donnée a la
question précédente (et en faisant une autre récurence primitive sur t), on montre que h'/(y + 1, t) est une
fonction récursive primitive des h(y + 1,u) et des h(y, u) pour u < t (ainsi bien sur que de t et y) et donc de
h'(y, t).

4. Ona (y,x,t) dansle graphe de & si et seulement six = h(t,y) etsix = O alors t = 1. Comme on vient de mon-
trer que h est primitive récursive on a le résultat voulu. Maintenant comme &(y,x) = ly-g + Ixzopt[h(y, t) =
x], elle est bien récursive.

5. Comme h est primitive récursive, s I'est aussi et donc r I'est aussi (elle est définie a partir du graphe de &
et de s avec une disjonction de cas et une somme bornée). De plus elle est injective, en effet si r(t1) =
T(t2) est impaire alors on doit avoir s(t;) = s(tz) et donc si s(t1) = s(t2) > 0, t; = &(s(ti),s(t1)). Si
s(t1) = s(t2) = 0 mais t; est dans 'image de Ax &(x,x) alors t; = t3 = 1. Siv(t;) = r(ty) est pair alors
ZEZQ Ls)=0 = ZE":Q Is(xy=0 et comme s(t;) = O (sinon on serait dans le cas précédent) si t; > t, alors
2;1:2 Ils(k):O > 2;22:2 1[s(k):O-

Pour ce qui est de la surjectivité, sur les impairs cest du au fait que &(x, x) est une fonction totale et sur les
pairs c’est du au fait qu'on compte les point qui n'étaient pas dans 'image sauf 0 qui sont plus petits que t.
Sil'inverse de T était primitive récursive, comme 1= (2x +1) = s7*(x) = &(x, x), cette dernieére fonction serait
primitive récursive, cest absurde.

6. Soit f bijective récursive. La réciproque de f est donnée par ™! (y) = ux[f(x) = y].



