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Exercice 5 (Séparabilité) :

1. Supposons qu’il existe D € N récursif tel que A € D et Bn D = @. Soit i, tel que ¢4, soit la fonction
caractéristique de D. Siip € D, ¢i,(ip) = 1 et donc ip € B ce qui contredit le fait que DN B = @. Siip ¢ D,
@1, (i) =0dottip € A c D, ce qui est absurde.

Un tel D ne peut donc pas exister.

2. Soient A et B c N disjoints de complémentaire récursivement énumérable. Soit fo € F récursive de domaine
ACet fg € F1! récursive de domaine B€. Comme AnB = @, ACUB® = N et donc en tout point, une de ces deux
fonctions est définie. Soient ia etip des codesde f et fg respectivement. On pose t(x) = uy [B(ia,x,y) A
Bl(ig,x,y)]etlp(x) = B (ip,x, t(x)) qui sont récursives totales. Montrons que D sépare A et B. Soit x € A,
on a alors t(x) = T(ig,x) car fo n'est pas définie en x et donc Ip(x) = 1, i.e. x € D. D’autre part, si x € B, on
at(x)=T(ia,x)etdoncIp(x) =0,ie x ¢ D.

Exercice 6 :

On pose g(0) = f(0) et g(x + 1) = f(put f(t) ¢ {g(i) | i < x}). Comme I'image de f est infinie cette fonction est
totale et elle est bien évidemment injective. Siy € Im(f), f~!(y) a un plus petit élément x,, et on aura g(n) =y ot
n = [{xys <xy |y’ € Im(f)}|. Enfin g est récursive car elle est définie par récurence (généralisée).

Soit A récursivement énumérable non récursif. 1 existe f récursive tel que A = Im(f) et par la question précédente
il existe g récursive injective telle que A = Im(g).

Soit g(x) = uy [y > x A f(y) < x] qui est récursive. On a dom(g) = B et donc B est récursivement énumérable.
Si le complémentaire de B est fini, il a en particulier un plus grand élément yj tel que pour tout x > yo, x € B. On
pose alors xg = Yo + 1 et xn+1 > Xy tel que f(xn41) < f(xn ). La suite des f(xy, ) est alors une suite infinie strictment
décroissante, ce qui est absurde. Le complémentaire de B est donc infini.

Soit g récursive totale telle que Im(g) = C. Posons h(x) = g(pt f(g(t)) > x). Comme C est infini et f injective,
g est récursive totale. On a alors h(x) € C ¢ B€ et donc pour touty > h(x), f(y) > f(h(x)) > x. On a alors
1a = 3t < h(x) f(t) = x, qui est donc bien récursive.

Si A est récursivement énumérable non récursif, on sait que c’est 'image d’une fonction récursive qu'on peut suppo-
ser injective. Soit B tel que dans les question précédentes, alors B est récursivement énumérable de complémentaire
infini et si C est récursivement énumérable infini, on ne peut pas avoir B n C = & car par la question précédente
cela contredirait le fait que A n’est pas récursif.

Exercice 7 (Rappel de la feuille précente : Ensembles des fonctions récursivement énumérables) :
Les premiéres question sont corrigées dans le Td précédent.

5. Soit ip un code de . On a alors i (x) = (p%o(i, X) = (pil(io i)(x). 11 suffit donc de prendre (1) = s} (g, 1).



