FIMFA ENS LunDI 25 JANVIER 2010 DUREE : 3 HEURES

EXAMEN DE ToOPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL

(Les calculatrices, les téléphones portables et les documents sont interdits)

(Les deux problémes sont indépendants. La partie II. du probléme 2 est facultative)
PROBLEME 1

Si E est un espace vectoriel normé, on note £’ son dual topologique, muni de sa norme usuelle. On
note £’ le dual de (£, ||| &) i.e. E” = (E')". On munit E” de la norme |l¢|| g = supyy <1/ ().
Il existe une injection naturelle

j:E— E'

L= P

(1)

ol ¢, est la forme linéaire continue sur E’ donnée par ¢, (¢) = ¢(x). Comme

lpallen = sup [€(x)] = [l e,

0] g <1

j est une injection isométrique, qui permet de considérer E comme un sous-espace de E’’.

1. (a) Soit ¢y le sous-espace de £*°(N, C) donné par les suites tendant vers zéro a 'infini. Montrer
que ¢g est un sous-espace fermé de ¢>°(N, C).
(b) Montrer que ’application

0 —
+o0
a=(ap)y — (a: = (zp)n — Z ana:n)
n=0

est un isomorphisme.
2. Déterminer ¢{j et montrer que I'image de la boule unité de ¢y par 'injection (1) est dense dans
la boule unité de ¢ pour la topologie faible-* sur c{.

Le but du probleme est de démontrer le théoreme de Goldstine qui affirme que, si E est un espace
vectoriel normé quelconque, la boule unité fermée B de F est dense dans la boule unité fermée
Bpg de E” pour la topologie faible-x.

3. Soient F' un espace vectoriel, 0,601, ..., 0y des formes linéaires sur F telles que G = ﬂévzl Ker6; C
Ker 8. Montrer que 6 est combinaison linéaire de 01,...,0y.

4. Soit F un espace vectoriel normé. Notons F’ le dual topologique de F', désignons par F, espace
vectoriel F/ muni de la topologie faible-x et par (F.) ’ensemble des formes linéaires continues

sur F). Soit
Jo: B — (Fclf),
T — jo(z)

(2)

avec jo(z)(¢) = ¢(z) pour tout zz € F', £ € F' (On remarquera que £ — {(z) est bien continue sur
F! par définition de la topologie faible-x sur F”).



(a) Montrer que j, est injective.
(b) Montrer que si ¢ € (FL), il existe x1,...,z, € F tels que ﬂé\f:l Kerp,, C o (] —1,1]).
(c) Montrer que j, est surjective.

5. On note V l'adhérence de B C E” pour la topologie faible-x o(E’, E'). Montrer que V est
compacte pour cette topologie.

6. Supposons que V # Bpgi et soit ¢ € Bgr — V. Montrer qu’il existe 6 forme linéaire continue
sur E” muni de la topologie faible-x et a € R tels que 0(p) > a > 6(v) pour tout v € V (On
rappelle que la topologie faible-x est localement convexe).

7. Montrer qu'il existe £ € E’ telle que ||{|| g < ¢(£).

8. Conclure que Bp est dense dans Bgr pour la topologie faible-x.

PROBLEME 2

I. Soit H un espace de Hilbert réel, H' son dual. Si F : H — R est une fonction C', on note
DF(z) € L(H,R) la différentielle de F en z. Le théoréme de Riesz permet d’identifier DF (x) € H'
a un vecteur VF(x) € H par I'égalité DF (z) - h = (VF(x), h) pour tout h € H.

On suppose donnée dans cette partie une telle fonction C''. On suppose de plus que cette fonction
vérifie la condition (%) suivante :

(i) * — VF(x) est lipschitzienne sur H,
(ii) F(0) =0 et il existe des réels p > 0, > 0 tels que F(x) > « pour tout z avec ||z| = p,
(iii) Il existe un vecteur v € H de norme ||v|| > p tel que F'(v) < 0.

On note I' = {y € C([0, 1], H);v(0) = 0,v(1) = v}.
1. Montrer que le réel ¢ défini par ¢ = infep sup,ep 1) F(7(s)) vérifie ¢ > a.
2. Soient € €]0, §[ et M C N les ensembles

M ={z € H;|F(z) —c| <eet ||VF(x)|] > 2¢}

N ={x € H;|F(z) — c| <2¢cet |[VF(x)| > €}.
d(z,H—N)

@, H—N)~+d(z,M)

3. On pose, pour tout x dans H, X (z) = —g(x)%. Montrer que pour tout z € H, I’équation
différentielle

Montrer que la fonction g(z) = X est bien définie et localement lipschitzienne.

d
£<I>(t,a:) = X(®(t,x))

¢0,z) ==z

admet une unique solution définie pour tout ¢ € R.

4. Montrer que pour tout réel t fixé, x — ®(¢,x) envoie I' dans lui-méme.

5. On suppose que pour tout x € H vérifiant F(z) < c+e, on asoit F(x) < c—¢, soit | VF(z)|| > 2e.
Montrer que si z vérifie F'(x) < c+e¢, alors F(®(1,x)) < ¢—e. (Indication : calculer pour ¢ € [0, 1]
F(®(1,z)) — F(®(t,z)) comme l'intégrale de sa dérivée).

6. Montrer qu'il existe x € H tel que |F(z) —¢| < e et |VF(x)| < 2¢ (Indication : introduire v € '
tel que pour tout s € [0, 1], F(y(s)) < ¢+ € et raisonner par I’absurde).

On dit qu’une suite (x,), de H est une suite de Palais-Smale de F' au niveau ¢ si F(x,) — c et
VF(z,) — 0.

7. Montrer que si F' vérifie (%), il existe une suite de Palais-Smale au niveau c.



II. On note S! le cercle unité et on identifie systématiquement fonctions définies sur le cercle
unité et fonctions 27-périodiques. On désigne par P 'espace des polynoémes trigonométriques de la
forme Re [Zszl Aee*®] (A, € C) i.e. I'espace des polynémes trigonométriques & valeurs réelles, de
moyenne nulle sur [0, 27]. Si u,v € P, on pose

2m 2m
() = [ u@@)d,Jull = (o, (woh = [ (@)o(@) + /@) @) de, Julf = u,u)r
On désigne par E? (resp. E') le complété de P pour la norme |[|-||o (resp. ||-|[1). On définit pour
(z,y) € [0,27]? la fonction k(z,y) = Ijgcy<s} + 5. On prolonge k par périodicité en une fonction
sur R2, 2r-périodique en z et en y.

1. (a) Montrer que I’application v — u/(z) définie sur P & valeurs dans E? se prolonge de maniére
unique en une application linéaire continue, que ’'on notera 9,, de E' dans EV.
(b) Monter que l'injection de P dans l’espace CJ(S') des fonctions continues 27-périodiques de
moyenne nulle sur une période se prolonge de maniere unique en une application linéaire continue
de E' & valeurs dans CJ(S!).
(c) Pour u € P, on pose 9; 'u = 02” k(x,y)u(y) dy. Montrer que 9, ' se prolonge de maniére
unique en une application linéaire continue de EY & valeurs dans E'.

2. En composant 9, ! par l'injection naturelle de E' dans E°, on peut considérer u — d; 'u come
une application de E° dans lui-méme. Montrer que d, ! est compacte de E dans E°.

3. Soit x — a(x) une fonction C*° 2w-périodique, M un entier supérieur ou égal & 4. On pose pour
veEY

F) = 3ol = [ a@)io; ol de.

Montrer que F est différentiable sur E° et que sa différentielle est donnée par

2 2
DF(v)-h = /0 v(z)h(x) dx — ; Ma(z) (0, \w(x))M 1o th(x) da

pour tout h € E.

On admettra dans la suite qu’en fait F est C2. On suppose désormais M pair et a(z) > 0 pour
tout x.

4. Montrer que F' admet une suite de Palais-Smale (v,,),, & un niveau ¢ > 0.

. Montrer que la suite de la question 4. est bornée (Indication : On pourra calculer DF(vy,) - vp).

6. Montrer que l’on peut extraire de la suite de Palais-Smale une sous-suite, également notée (vy, )y,
telle que 9; v, converge dans E° vers une limite u.

ot

Remarque : On peut montrer, en explicitant la condition DF(v,) — 0 de la définition des
suites de Palais-Smale, que la limite u obtenue & la question précédente est dans E' et est

une solution (non identiquement nulle) de 'équation d,u = —MO; T[a(z)u™ 1], ou II est le
projecteur orthogonal de L2(S!) sur I'’hyperplan fermé E°. Cette derniére équation peut d’ailleurs
se réécrire comme une équation différentielle 92u = —MT[a(z)u 1.



