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EXAMEN PARTIEL DE TOPOLOGIE ET CALCUL DIFFERENTIEL
(Les calculatrices, les téléphones portables et les documents sont interdits)
(L’ezercice et le probléme sont indépendants)

EXERCICE

Le but de I'exercice est de démontrer le résultat “intuitivement évident” selon lequel, si A est une
partie connexe d’un ensemble connexe X, le complémentaire d’une composante connexe de X — A
est connexe.

1. Soient X un espace topologique, Y et Z deux parties de X, munies de la topologie induite, telles
que X =Y UZ. Soit M C YNZ. On suppose M ouvert (resp. fermé) dans Y et dans Z. Montrer
que M est ouvert (resp. fermé) dans X.

2. Soit X un espace topologique connexe, A une partie connexe non vide de X, C' une partie non
vide de X — A;.

(a) Montrer que si U et V sont deux ouverts de X tels que U UV recouvre A; U C et que
UNV)N(ALUC) =0, soit Ay CU et ANV =10, soit Ay C Vet AiNnU=0.

(b) On suppose de plus C' ouvert et fermé dans X — A;. Montrer que A; U C' est connexe
(Indication : Appliquer 1. avec Y = Ay UC, Z = X — Ay).

3. On se donne A sous-ensemble connexe non vide de ’espace connexe X et B composante connexe
de X — A. Montrer que X — B est connexe. (Indication : On introduira A; le plus grand sous-
ensemble connexe de X — B contenant A, et on appliquera la question précédente & un C' bien
choisi).

PROBLEME

0. (Question préliminaire) On rappelle qu’une application isométrique entre deux espaces métriques
est une application préservant la distance, et qu’une isométrie est une application isométrique
surjective.

Soit (X, d) un espace métrique compact non vide et f : (X,d) — (X,d) une application continue
isométrique. Montrer que f est un homéomorphisme.



I. Si X et Y sont deux ensembles, une correspondance entre X et Y est un sous-ensemble R de
X XY tel que, si’'on désigne par 7x : X XY — X 7y : X XY — Y les deux projections naturelles,
Tx|r : R — X et my|g : R — Y soient surjectives. Lorsque X (resp. Y) est muni d’une distance
dx (resp. dy), la distorsion disR de R est définie par

disR = Sllp{|dX<.’L',$/) - dY(y7 y/)|7 (‘Ta y) € Ra (x/7y/) € R}

La “distance de Gromov-Hausdorft” entre X et Y est définie par
1, .
dea(X,Y) = 3 1%f disR,

ou la borne inférieure est prise sur toutes les correspondances sur X x Y.

1. Montrer que si X et Y sont bornés, deu(X,Y) < 3[diam X + diam Y.

2. Supposons que X et Y sont des sous-espaces bornés d'un méme espace métrique (Z,dz) et que
dz induit les distances de X et Y respectivement. On rappelle que la distance de Hausdorff entre
X et Y est définie par

du(X,Y) = max[supdz(z,Y),supdz(y, X)].
rzeX yey

Montrer que dgu(X,Y) < du(X,Y). (Indication : Introduire R = {(z,y) € X xY;dz(z,y) < r}
pour tout 7 > dp(X,Y)).
3. Montrer que si X, Y, Z sont trois espaces métriques bornés dgu(X,Y) < dau(X, Z)+dgu(Z,Y).
4. Soient X et Y deux espaces métriques tels qu’il existe une isométrie f : X — Y. Montrer que
dea(X,Y) =0.

Soit € €]0,+00[. On dit qu'un sous-ensemble A d’un espace métrique est e-dense si X est re-
couvert par (J,c4 B(a,€). On appelle e-isométrie d'un espace métrique (X,dx) dans un espace
métrique (Y, dy) toute application (non nécessairement continue) f : X — Y telle que dis f =
sup, e x|dy (f(x), f(z')) — dx(z,2")| < € et que f(X) soit e-dense dans Y.

5. Soient X et Y deux espaces métriques tels que dgu(X,Y) = 0. Montrer que pour tout € > 0 il
existe une e-isométrie de X dans Y.

6. Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques compacts vérifiant dgu(X,Y) = 0.
(a) Montrer que si S C X est un sous-ensemble dénombrable de X, il existe f : S — Y vérifiant
dy (f(z), f(2')) = dx(z,2") pour tous x,z’ € S.
(b) Montrer qu'il existe des applications isométriques f1: X — Y et fo: Y — X.
(c) Montrer que fi o f2 est bijective. Conclure que X et Y sont isométriques.

II. Le but de cette deuxieme partie est de montrer le théoréme de pré-compacité de Gromov,

qui affirme qu’une suite totalement bornée (au sens qui sera défini plus tard) d’espaces métriques

compacts admet une sous-suite convergente pour la distance de Gromov-Hausdorff.

1. Soit X un espace métrique borné, Xy un sous-ensemble e-dense dans X. Montrer 'inégalité
dH(Xo, X ) <e.

2. Soient I un ensemble d’indices fini et (X° = {z;}ier,dx), (Y = {yi}ics,dy) deux espaces
métriques finis de méme cardinal. On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tous i,j € I
|dx (x;,25) — dy (i, yj)| < e. Montrer que dgu(Xo, Yo) < €/2.



On dit qu’'une suite (X, d,)nen d’espaces métriques compacts est totalement bornée si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

(i) 1 existe D € R tel que pour tout n € N, diam X,, < D.

(ii) Pour tout € > 0, il existe N (¢€) tel que, pour tout entier naturel n, X,, contienne un sous-ensemble
e-dense de cardinal au plus N (e).

3. On définit Ny = N(1) et pour tout k > 2, N, = Ny_1 + N(1/k). Montrer qu’il existe (X,,),

suite extraite de (Xy,)y et, pour tout £ € N, un sous-ensemble S,,, = {2, }ien de Xy, tel que :

e Pour tout (i,7) € NxN, la suite (dp, (i n,, Zjn,))e converge vers une limite finie lorsque £ tend
vers 'infini. "

e L’ensemble Snlz = {x;n, }1<i<n, est 1/k-dense dans X,,,.

On note désormais simplement (X,)n, (Sp)n, (S,(Lk))n les suites extraites précédentes. On considere
X = {z4;7 € N} un ensemble dénombrable abstrait. On définit d : X x X — R par d(z;,z;) =

lim,,— 4 o0 dn(xi,ny afj,n)-
4. Montrer que d est une pseudo-distance sur X.

On note X/d l'ensemble quotient de X pour la relation d’équivalence x ~ y si d(z,y) = 0. Clest
un espace métrique pour la distance quotient. Soit (X, d) le complété de ce quotient et pour tout
entier naturel i, notons z; € X/d C X la classe de z;. On note Sk) = {Zi;1<i< N} CX.

5. Montrer que S*) est %—dense dans X.

6. Montrer que (X, d) est compact.

7. Montrer que pour tout entier k, dGH(Sr(lk), S (k)) tend vers zéro lorsque n tend vers +oo.
8. Montrer que lim,, 4~ dgu(Xn,, X) = 0.



