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CORRIGE DE L'EXAMEN PARTIEL

EXERCICE

1. Il existe U et V ouverts de X telsque M =Y NU =ZNV.Ona M =YNUNV =
ZNUNV =(ZUuY)NUNV =UNV, donc M est un ouvert de X. On raisonne de méme
avec les fermés.

2. (a) Comme U N A; et V N Ay forment une partition de A; en deux ouverts, la conclusion

résulte de la connexité de A.
(b) Soient U,V comme a la question précédente, et supposons par exemple A; C U et
VNA =0. Alors M = CNV est un ouvert de Z = X — Ay par hypotheése. Comme
M = (A1 UC)NV, cest aussi un ouvert de Y = A; U C. Puisque U UV recouvre 4; UC
et que UNVN(A UC) =0,onaaussi M = (X —-U)NC, donc M est fermé dans
Z = X — A;. Enfin puisque M = (X —U)N (A3 UC), c’est aussi un fermé de Y = A; UC.
Dapres 1., M est donc ouvert et fermé dans X, donc puisque X est connexe, soit M = X
(ce qui est impossible puisque C' # X par hypothese), soit M = (), donc (4; UC)NV = 0,
ce qui montre la connexité de A; U C.

3. Soit A; le plus grand sous-ensemble connexe de X — B contenant A. Si Ay = X — B, on
a la conclusion. Supposons désormais D = X — B — Ay # (. Alors B U D ne peut étre
connexe, puisque B est une composante connexe de X — A, donc de X — A;. 1l existe donc
U,V ouverts de X tels que (UN(BUD))U(VN(BUD))=BUD,UNVN(BUD) =40,
UN(BUD) # 0, VN(BUD) # (). Par connexité de B, on a par exemple B C U, VNB = ().
On écrit

DNV = (BUD)NV = (X —A)NV, DNV = (BUD)N(X -U) = (X — A))n(X = U).

Cela montre que D NV est ouvert et fermé dans X — A;. On applique la question 2. (b)
aC =DnNV.On conclut que A; U C' est connexe. Comme C' est non vide, cela contredit
la maximalité de A;.

PROBLEME

0. Si f n’est pas surjective, soit ¥ un point n’appartenant pas a f(X). Comme f(X) est compact,
c=d(y, f(X)) > 0 et pour tout entier naturel n, d(f"(y), fP"+*D(X)) =c. Si K =, f*(X),
on a donc pour tout n d(f°"(y), K) > c. Quitte & extraire, on peut supposer f°"*(y) — z. Mais
alors z est dans K et doit vérifier d(z, K) > ¢ > 0, d’ou la contradiction cherchée.

I.

1. On prend R = X x Y. Alors dis R < diam X + diam Y, d’ou la conclusion.

2. Soit r > dp(X,Y). Alors R est une correspondance : puisque sup,¢y dz(z,y) < r, il existe
pour tout z € X un point y € Y avec dz(z,y) < rie. (z,y) € R. On obtient de méme la
propriété symétrique. De plus,

dis R < sup{|dz(z,2") — dz(y,y/):dz(z,y) <r,dz(z’.y) <r}.



I1I.

ldz(z,2") —dz(y,y")| < |dz(z,2") — dz(y,2")| + |dz(y, ") — dz(y,y)|
<dg(x,y) +dz(z,y") < 2r,

d’ott dgu(X,Y) < r.

. Soit € > 0 et Ry (resp. Ra) correspondance sur X x Z (resp. Z x Y) avec 3disRy <

deu(X, Z) + € (vesp. 3disRa < dgu(Z,Y) +€). Soit Ry correspondance sur X x Y définie
par (z,y) € Rs s'il existe z € Z avec (z,z) € Ry et (z,y) € Ra. On vérifie immédiatement
que Rj3 est une correspondance. Soient (z,y) € Rs, (z',y') € Rs. ll existe z € Z,2' € Z'
avec (z,z) € Ry, (2/,2') € Ry, (2,y) € Ra, (/,y') € Ra. Alors

ldx (x,2") — dy (y,9)| < |dx(z,2") —dz(z,2")| + |dz(2,2") — dy (y,y')| < disR1 + dis Ra.

En prenant la borne supérieure en (x,y) € R3, (2/,y') € R3 on obtient disR3 < dis Ry +
dis Ro. L’inégalité triangulaire en découle en passant aux bornes inférieures sur les corres-
pondances.

. Posons R = {(z, f(z));x € X}. Comme f est surjective, R est une correspondance, et

comme f est isométrique disR = 0 d’ou dgu(X,Y) =0.

. Soit € > 0 et R une correspondance avec dis R < €. Pour tout x € X, il existe y € Y

avec (x,y) € R. On choisit un tel point que l'on note f(z). On a dis f < disR < €. De
plus, pour tout y € Y, il existe z € X avec (z,y) € R. Comme (z, f(z)) € R, on a
|dx (x,2) — dy (y, f(x))| < e ie. f(X) est e-dense dans Y.

1

. (a) D’apres la question précédente, il existe pour tout n € N* une =-isométrie f,, : S — Y.

n
Comme S est dénombrable, on peut I’écrire S = (z;);en, et on a donc pour tous les entiers

naturels i et j, |dy (fn(2:), fn(2;)) —dx (zi,2;)] < L. Pour tout i € N, la suite (f,,(;))nen-
du compact Y admet une suite extraite convergente. Par extraction diagonale, il existe
donc un sous-ensemble infini A" de N* tel que pour tout i € N, limyepr n—+o0 fn(24) existe.
On note cette limite f(z;). Par construction, on a dy (f(x;), f(z;)) = dx (x4, z;).

(b) Comme X est compact, il est séparable. On peut donc trouver S partie dénombrable
dense dans X. Par (a), il existe f : S — Y application isométrique. Par le théoréme de
prolongement des applications uniformément continues a valeurs dans l’espace compact
donc complet Y, on obtient f; comme dans I’énoncé. La construction de fo est identique.
(c) On applique a f; o fo la question 0.. On en déduit que fi o fo est surjective, donc f;
également. Par conséquent, f; est 'isométrie cherchée.

. (a) On a pour tout € > 0, sup,¢ x, d(x, X) = 0, sup,¢ x d(z, Xg) < ¢, d'ott dg(Xo, X) <e.
. Soit R € X x Y définie par R = {(wi,¥;);i € I}. Alors R est une correspondance et

disR < € dott dgu(X°,Y?) < £.

. Il existe Ny = N(1) tel que pour tout n € N, X,, contienne un sous-ensemble 57(11) de

cardinal Ni, qui est 1-dense dans X,,, par la condition (ii) de la définition d’une suite
totalement bornée. Appliquant (ii) au cran suivant, on trouve un sous-ensemble de cardinal
N(1/2) de chaque X, qui est 1/2-dense. Réunissant cet ensemble au précédent, on construit
pour tout entier n, Sq(f) de cardinal N», contenant S,gl), sous-ensemble 1/2-dense de X,.
Procédant par récurrence, on construit /N comme dans I’énoncé, tel que pour tout £ € N*

et tout n € N, S,gk) = {xin}1<i<n soit un sous-ensemble 1/k-dense de X,. Le second point



est donc vérifié. Par I’hypothese (i), pour tout (4, ), la suite (d(xin,Zjn))nen est bornée
par D. Il existe donc une suite extraite convergente. Par procédé diagonal, on peut extraire
une sous-suite qui converge pour tout (i,5) € N x N. Cela donne le second point.

4. Trivial.

5. Par définition du complété, X/d est dense dans X. Si z € X, il existe donc & € X/d avec
d(z,2) < 1. Siz € X est dans la classe z, il s’écrit «; pour un j € N. Or S est 1/k-dense
dans X,,. Il existe donc 7 < N}, avec dn(aci,n,xjﬁ) < % pour tout n. Passant a la limite
lorsque n — 400, on obtient d(z;, z;) < %, d’ou d(z;, ;) < % La conclusion en résulte.

6. Par construction (X, d) est complet, et par la question précédente, il est pré-compact.

7. On applique 2. a Xy = S,(Lk), Yo =S5%® . On a

SUp |dn (Tin, jn) — d(Zi, )| = sup |dn(@in, jn) — d(zs,25)] — 0
1<4,j<Nj 1<4,j<Nj
si n tend vers l'infini. D’apres 2., on en déduit lim,_, dGH(S,(Lk), S(k)) =0.

8. On a dgu(Xn, X) < dau(Xn, S$) + dau(S%, 5®)) + deu(S®), X). D’aprés I'hypo-
theése sur Sy(f) et les questions II.1. et 1.2, dGH(Xn,S,(Lk)) < % D’apres 11.5, I1.1. et 1.2.,
dgu(S™®,X) < 2. On a donc den(X,, X) < 2 + dau(S5,S®). On fixe k avec & < &,
puis on utilise 7. pour prendre le dernier terme inférieur a § lorsque n > ng assez grand.
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