FIMFA ENS Ulm Lundi 28 janvier 2008 Durée : 3 heures

Corrigé de 'examen d’Analyse I

(Avec les solutions des questions auxquelles vous avez échappé vu la contrainte de
temps!)

(1) Cette relation R, que nous noterons Rx lorsque préciser I’espace X est
nécessaire, est clairement symétrique et réflexive. Soient x,y, 2 dans X tels que xRy et
y R z. Pour tout espace topologique séparé Y et pour toute application continue f : X — Y,
ona f(x) = f(y) car t Ry et f(y) = f(z) car yR z, donc f(x) = f(z). Donc R est une
relation d’équivalence.

(i) Si X est séparé, et si x # y, alors x n’est pas en relation avec y (car l'identité
f = id de X dans ’espace topologique séparé Y = X vérifie f(x) # f(y)). Donc R est
réduite a la diagonale de X x X, et mx est une bijection continue, clairement ouverte (car
71 (m(U)) = U), donc mx est un homéomorphisme. (Le résultat découle aussi du point
suivant en prenant g =id: X - Y = X.)

(ii) Soient Z un espace topologique séparé et g : X — Z une application continue.
Si xRy, alors g(x) = g(y), donc g passe au quotient en une application (continue par
les propriétés du passage au quotient) gsep : Xsep — Z telle que gsep © mx = g. L’unicité
découle de cette formule et de la surjectivité de 7.

(iii) Montrons que Xgep est séparé. Soient z’,y’ € Xgp deux points distincts. Soient
x,y € X tels que mx(z) = 2’ et 7x(y) = ¢'. Comme 7x(z) # 7wx(y), par définition de R,
il existe un espace topologique séparé Y et une application continue f : X — Y, telle que
f(z) # f(y). Alors les images réciproques par I’application continue foep : Xsep — Y de
voisinages ouverts disjoints de f(z) et f(y) sont des voisinages ouverts disjoints de 7x ()
et mx(y). Donc Xgep est séparé.

(iv) Si tout ouvert non vide de X est dense (on sait que c’est le cas si X est ’ensemble
R™ muni de la topologie de Zariski), alors toute paire d’ouverts non vides de X est d’in-
tersection non vide. Si X, contient au moins deux points, alors puisque X, est séparé,
les préimages par mx de deux voisinages ouverts disjoints de ces deux points seront des
ouverts non vides disjoints de X, ce qui n’est pas possible. Donc X, est réduit & un point
ou vide (ce dernier cas si et seulement si X est vide).

(v) Supposons que de tout recouvrement ouvert de X, on puisse extraire un sous-recou-
vrement fini. Nous venons de voir que X, est séparé. Soit U = (U;)icr un recouvrement
ouvert de Xgop. Alors par continuité et surjectivité de mx, la famille (w}l(Ui))i c; st un
recouvrement ouvert de X. Si (ﬂ)_(l(Uj))j ¢ €n est un sous-recouvrement fini, alors (Uj);e;
est un sous-recouvrement fini de U, par surjectivité de mx. Donc X, est compact.

(vi) Si X est connexe, alors Xgep, comme image d’un connexe par I’application continue
mx, l'est. Réciproquement, si X, est connexe, pour toute application continue f de X
dans ’espace discret (donc séparé) {0,1}, I'application fg, continue de l'espace connexe
Xsep dans {0,1} est constante, donc f est constante, ce qui montre que X est connexe.

(vii) Si X, X’ sont des espaces topologiques, et si h : X — X' est une application
continue, alors mxs o h: X — X[, est une application continue (par composition d’appli-
cations continues) a valeurs dans un espace séparé, donc par (ii) passe au quotient en une
application (continue par les propriétés du passage au quotient) hsep @ Xeep — Xiqp telle
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que hgep 0omx = Tx 0h, unique par surjectivité de mx. De I'unicité, on déduit en particulier
que si f : Xgp — Xeep st une application continue telle que f o7y = 7x, alors f est
I'identité de Xgep.
(viii) II est clair que idsep = id et si g : X' — X" est continue, alors 'égalité (g o
sep = Jsep © fsep découle de l'unicité et du fait que geep © fsep €St continue et vérifie
p = Ysep p sep P
gsepofsepoﬂ-X :gsepoﬂ-X’of:ﬂ-X”ogof
(ix) Puisqu’un produit d’espaces séparés est séparé, I'application produit

p=]]rmx X =]]Xi - Xlop = [[(Xi)sep »
el icl el

définie par (x;)icr — (ﬂxi (wi))iel, est une application continue, car pour tout ¢ € I, sa
i-éme composante est mx, o pr;, ol pr; est la i-éme projection, donc est continue comme
composition d’applications continues. De plus, p est & valeurs dans un espace séparé, donc
par (i) induit par passage au quotient une application continue ¢ = psp, de Xgep dans
Xéep, surjective car p l'est, telle que p = ¢ o mx. Montrons qu’il existe une application
continue ¢ : Xéep — Xgep telle que gop = mx.

Nous aurons alors g o ¢ o mx = 7y, donc par unicité q o ¢ = idx,,,. Ceci implique par
l'unicité mentionnée en fin de (vii) que ¢ est injective, donc bijective, et que son inverse
est q. Donc ¢ est I’homéomorphisme cherché.

Il s’agit de montrer que si (x;)iecr Rx (yi)icr, alors pour tout ¢ € I, nous avons
x; Rx; y;. 1l suffit donc de montrer, pour tout ¢ € I et pour toute application continue
fi + X; = Y; a valeurs dans un espace séparé Y;, que nous avons f;(z;) = fi(y;). Notons YV’
I'espace topologique produit [ [;; Y3, qui est séparé comme produit d’espaces séparés, et f :
[Lic; Xi — Y P'application produit [ [, fi, définie par (z;)icr — (fi(2i))icr- L’application
f est continue, car chaque composante f; o pr; U'est. Donc f((x;)icr) = f((vi)icr), donc
nous avons bien f;(x;) = f;(y;) pour tout ¢ dans I.

(2) (i) Notons R’ la relation sur X définie par 2R’y si et seulement si d(z,y) = 0.
Cette relation est clairement réflexive car d est nulle sur la diagonale, symétrique car d
Vest. Elle est transitive, par l'inégalité triangulaire : si d(z,y) = 0 et d(y,z) = 0, alors
0 < d(z,z) < d(x,y) + d(y,z) = 0. Donc R’ est une relation d’équivalence. Notons Y
Pespace topologique quotient X/R’. Six R’ 2’ et y R' ¢/, alors ce méme argument d’inégalité
triangulaire montre que d(x,y) = d(z',y’). L’application d : X x X — R passe donc au
quotient en une application d : ¥ x Y — [0,+00[, qui est maintenant une distance. Il
est facile de vérifier que la topologie quotient sur Y = X/R’ coincide avec la topologie
définie par cette distance, car les préimages des boules ouvertes de centre x et de rayon r
pour la distance d sont exactement les boules ouvertes pour la pseudo-distance d de centre
n’importe quel point de la préimage de x et de rayon r.

En particulier, Y est séparé. Sip: X — Y est la projection canonique, il existe donc une
unique application continue pgep, : Xsep — Y. Réciproquement, comme 7x est continue, et
Xsep st séparé, si d(x,y) = 0, alors mx(z) = mx(y) (sinon z et y auraient des voisinages
ouverts disjoints, ce qui n’est pas possible si d(z,y) = 0). Donc mx passe au quotient par R’
en une application g : Y — X, continue par les propriétés de passage au quotient. II est
immédiat que g et psep sont inverses I'une de I'autre. Donc X, et Y sont homéomorphes.
Comme Y est métrisable, il en est de méme de Xgep.

(ii) Pour tous z,y € E, posons d(z,y) = Y, cn 27" min{l, ||z —yl|,,}, et rappelons que
d est une pseudo-distance sur F, dont la topologie induite coincide avec la topologie définie
par la famille de semi-normes. La premiére assertion de (ii) découle alors de (i).
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Si E est muni d’une semi-norme || - ||, de pseudo-distance associée d(z,y) = ||z — y||,
sixz, 2’ y,y € E et A € K (le corps valué de définition de E), si z Rpa’ et y Rpy’, alors
d(z,z’) =0 et d(y,y’) = 0, donc

0<dx+Ay,z’ + )=z +dy—a' =X/ —y|| < ||z — || + [\ |ly = ¥|| 0.

Donc z + Ay Rg 2’ + \y/. La structure d’espace vectoriel passe donc au quotient en une
structure d’espace vectoriel sur F.,, qui, par les propriétés de passage au quotient des
applications continues, muni E., d'une structure d’espace vectoriel topologique telle que
T : B — FEgep soit un morphisme d’espaces vectoriels topologiques. L’unicité est immé-
diate.

(iii) Comme deux éléments f,g de F = LP(X, A, 1) coincident presque partout si et
seulement si ||f — g||, = 0, le résultat (iii) découle de la définition de LP(X, A, 1) et de
lassertion (ii).

(3) Puisque H contient H, la projection canonique pz : G — G/ H induit par passage
au quotient une application continue et surjective f : G/H — G/H telle que fopy = pg.
Puisque H est fermé dans G, I'espace topologique quotient G/ H est séparé (voir le corollaire
?7). L’application continue et surjective f induit par passage au quotient (voir (1)(ii)) une
application continue surjective ¢ : (G/H)sep — G/ H telle que ¢ o 7g/a ©pr = f, donc
¢omg/m = pg- Montrons qu'il existe une application continue g : G/H — (G/H)sep telle
que g o f = Tg . Par 'argument d'unicité déja employé en (1) (ix), ceci montrera que
q o ¢ = id, donc que ¢ est un homéomorphisme.

Il suffit de montrer que si *H Rq, yH, alors xy~!t € H. Or l'application f : G/H —
G/H est continue & valeurs dans un espace séparé, donc f(xH) = f(yH), ce qui est
exactement dire que zy~' € H.

(4) (i) L’adhérence de I';,, est un sous-groupe de G = SO(3), qui contient clairement
toutes les rotations d’axe Oz et toutes les rotations d’axe Oy, car 1 et 27 sont rationnelle-
ment indépendants. Pour toute rotation r, montrons que r appartient & F—xy (ce qui montre
que I'y, est dense dans SO(3)).

Soit A 'axe (orienté) de rotation de r. Quitte & conjuguer par une rotation d’axe Oy,
nous pouvons supposer que A est contenu dans le plan Oyz. Quitte & conjuguer par une
rotation d’axe Ox, nous pouvons supposer que A = Oy, et le résultat en découle.

(ii) Soit U un ouvert non vide de SO(3)/I'y,, et 7 : SO(3) — SO(3)/I'yy la projection
canonique, qui est continue. Alors V = 7~ 1(U) est un ouvert non vide de SO(3) invariant
par I'yy. Si 2 € SO(3), alors 'orbite de = par I'y, est dense (la multiplication & gauche
par x est un homéomorphisme), donc rencontre V, donc x € V. Donc V' = SO(3), et
U =7(V) =S0(3)/I'zy. Donc la topologie quotient de SO(3)/I'y, n’a pour ouvert que ()
et SO(3)/T'zy, c’est par définition la topologie grossiére.

(iii) Par (3), les espaces topologiques (SO(3)/I'zy)sep €t (SO(3)/I'y)sep sont homéo-
morphes & SO(3) /T, et SO(3)/T,, donc respectivement & un point par (ii), et a la sphére
So de dimension 2, par le cours (voir I'exemple (4) précédant le théoréme ?7).

L’espace topologique X, est appelé l’espace topologique séparé (canoniquement) asso-
cié a X. Les points (1) (ii),(vii), (viii) disent que I’association & tout espace topologique X
de I’espace topologique séparé X, et & toute application continue f : X — Y de I'appli-
cation continue feep : Xsep — Ysep, €t un foncteur (covariant) de la catégorie des espaces



topologiques dans la catégorie des espaces topologiques séparés. Le point (1) (ii) dit que
Xsep €st « le plus gros quotient » séparé de X.

Le but de cet exercice est de montrer, dans un exemple trés simple, que

la somme directe de deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace vectoriel topologique
n’est pas forcément fermeée.

(1) Commengons par une remarque générale (qui implique que A et B existent bien).

Lemme 0.1 Si E est un espace vectoriel topologique, et A une partie de E, alors il existe
un (et un seul) plus petit (pour Uinclusion) sous-espace vectoriel fermé contenant A. C’est
lintersection de tous les sous-espaces vectoriels fermés contenant A, ainsi que [’adhérence
du sous-espace-vectoriel engendré par A.

Preuve. L’ensemble des sous-espaces vectoriels fermés contenant A est clairement stable
par intersection (quelconque). Donc son intersection est l'unique plus petit sous-espace
vectoriel fermé contenant A. Celui-ci contient bien sur I’adhérence du sous-espace-vectoriel
engendré par A. Nous avons vu que ’adhérence d’un sous-espace vectoriel est un sous-
espace vectoriel (fermé). Le résultat en découle. 0

Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est complet, donc un espace de
Hilbert, et (an)nen (respectivement (by, /|0, ||)nen) est une suite orthonormée, dont ’espace
vectoriel engendré est dense dans A (respectivement B), donc est une base hilbertienne de
A (respectivement B).

Si (a;)ien et (B;)ien sont deux suites de carré sommable telles que >, yoia; =

Zz‘eN Bi bi/||bi||, alors
Z(ai - (1 + ;)71/2@) €9 — Z (1 +(i+ 1)2)—1/2@ S

; 2
i€EN (Z . 1) ieN

Comme (e, )nen est une base hilbertienne de F, et par sommabilité des carrés de la suite
de n-éme terme (1 + (%H)?)*l/zﬁ%q si n est impair, et an — (1 + mylﬂﬁ% si n est
pair, il en découle (par unicité de 1’écriture en base hilbertienne) que 3; = 0 pour tout i,
et donc que a; = 0 pour tout 7. Donc AN B = {0}.

(2) Posons f : (z,y) — x4y et x, = (—an,b,) € AX B (muni par exemple de la norme
produit du maximum). Alors ||z,,|| > 1 et || f(z,)|| = & converge vers 0 quand n tend vers
+o00. Donc la bijection réciproque de f: A x B — A + B n’est pas continue.

(3) L’espace vectoriel engendré par la réunion des bases hilbertiennes de A et B ci-
dessus est égal & 'espace vectoriel engendré par la base hilbertienne (e, )nen, donc est
dense dans F. Si A + B est fermé, alors il est complet, donc 'application (z,y) — = +y
de A x B dans A+ B est une application linéaire bijective continue, entre deux espaces de
Banach, donc est un homéomorphisme par le théoréme de Banach (voir le corollaire ?7),

ce qui contredit (2). On peut aussi trouver explicitement un élément de A x B — A x B :

I’élement 1
Z bn_anzz n——i—l €2n+1
neN neN

de E existe, car (n%rl)neN est de carré sommable, mais il n’appartient pas & A+ B. En
effet, supposons que («;);en et (5;)ien soient deux suites de carré sommable telles que

Mot Y bl =Y

ieN ieN neN
4
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Comme (e, )nen est une base hilbertienne, par unicité de I’écriture en base hilbertienne,

on devrait avoir alors o; = ﬁ et 0 n%rl pour tout ¢, donc en particulier a; = 1

B
n+1)[[bg|]
pour tout i, ce qui contredit le fait que (a;);en est de carré sommable.

(1) La forme linéaire ¢ : F' + Rv — R définie par y — A, oit A est 'unique
réel tel qu’il existe x € F avec y = x + Av, est continue. C’est immédiat si E est de
dimension finie. Mais si ’on suppose seulement que F' est fermé, alors soit d = d(v, F'), qui
est strictement positif, car F' est fermé, et v ¢ F. Pour tout A € R*, pour tout € F, nous
avons —y € I, donc

o+ S = dw, F) = .

et donc |A| < 2|[Av + z||. Par conséquent, la forme linéaire ¢ est continue, de norme au
plus é.

Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire continue sur E prolongeant
£. Son noyau H, qui est un hyperplan fermé de E ne contenant pas Rv, donc suppplémen-
taire & Ru, contient alors £~!(0) = F. L’application (A, z) — Av + = de R x H dans E est
continue, car E est un espace vectoriel topologique, et bijective, d’application réciproque
z— (U(y),y — £(y)v), qui est continue.

(2) (i) Puisque f : V — E est C*°, l’application y — df, de V dans I’espace de Banach
L(F,E) est C®. L'inverse est une application C* de L(F, E) dans L(E,F). Comme la
fonction d’évaluation d’une application linéaire en un point est une application bilinéaire
continue, donc C°, le fait que f*X soit de classe C*>° découle du théoréme de dérivation
des applications composées.

(ii) Pour tout z dans W, si y = g(z), nous avons

(f0.9)" X(2) = (d(f 0 9)-) " (X (£ o9(2)) ) = (dg=) ™" o (dfy) " (X (f()) )
= (dg:) " (£ X (9()) ) = 9" (S X)(2) -

(iii) L’application v : ¢t — fo 90?* +(y) est bien définie sur l'intervalle ouvert conte-
nant 0, qui est le domaine maximal de définition de la solution de I’équation différentielle
2 = f*X(z) valant y en t = 0. De plus, par le théoréme de dérivation des applications
composées,

d

V(t) =dfye, ) <a@?*x(?/)> = dfy. ) (X (Px®)) = X(F(ehx W)

=X (v(t)) .

On montre que v est méme la solution maximale de 1’équation différentielle 2/ = X (z)
valant f(y) & linstant ¢ = 0, en utilisant le fait que f soit un difféeomorphisme local
(par le théoréme d’inversion locale), et la formule f*(¢*X) = X, si g = f~1, étant vraie
localement, par (ii).

(3) (i) Soient H un hyperplan fermé supplémentaire & RX (a), et £ une forme linéaire
continue sur E de noyau H telle que /(X (a)) = 1 (qui existent par la question (I)). Notons
f (R x H) — E lapplication (\,z) — AX(a) + x + a, qui est un C*>*-difféomorphisme,
car son inverse est z — ({(z —a),z — ¢(z — a)X(a)) dont les composantes sont affines,



donc C*. Notons que f(0,0) = a et que (df()) " = d(f ") s(0,0) est 'application linéaire
z+— ((2),z —€(z)X (a)) Nous avons donc

J*X(0,0) = (df0,0) " (X(£(0,0)) ) = (€(X(0)), X (a) ~ £(X(2))X(a)) = (1,0)

(ii) Notons que ®1(t,z) = ¢! (0,z) est bien défini, et de classe C* (car C* en chaque
variable) si |¢| et || || sont suffisamment petits. De plus,

d
(2100 = 37, v (0.0 =Y(0.0) = (1,0) .

et, puisque ¢ (0,z) = (0,z),
VheH, 0x(®1)p0)(h)=I(0,n).

Donc d(®1)(0,0) est l'identité de R x H. Par le théoréme d’inversion locale, il existe des
voisinages ouverts W1, W] de (0,0) dans R x H tels que ®; : W; — W/ soit un C-
diffeomorphisme. De plus,

d(q)l)(t,ar)(lvo) = 81((I>1)(t,ar) - %ng/(ovm) = Y(@%/(Ovm)) = Y((I)l(tvr)) )

ce qui montre le résultat, en appliquant I’inverse de d(@l)(t@) aux deux membres de cette
équation.

N
e e
g " = N0
P —op——— =R
7 X : // :
z a

{N
% / / sectsverse ————— ‘1‘/}— - - - :

|
|

boite a flot | (5, 0)
[
|
|

(iii) Par lassertion (ii) précédente, considérons un intervalle ouvert I} contenant 0, une
boule ouverte Wy de centre 0 dans H, un voisinage ouvert W3 de 0 dans F, et ¢ : W3 —
I} x W5 un C*°-difféomorphisme tel que ¢(a) = (0,0) et

(67X =7,

ou Z: (W4 x I,) — (R x H) est I'application constante valant (1,0). L’application ¢ o S :
W — R x H est de classe C*, c’est une immersion en 0 telle que ¢ o S(0) = (0,0) et
I'image de d(¢ o S)g ne contienne pas R x {0}. Notons 71 : Rx H - Retmy: Rx H — H
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les projections sur le premier et le second facteur, qui sont linéaires continues, donc C*°.
L’application mgo¢oS : W — H est donc, par composition, une application C* d’un ouvert
de H dans H, qui est une immersion en 0 (car le noyau de 7y est R x {0}, qui ne rencontre
Iimage de d(¢ o S)p qu’en (0,0)), d'image de 0 égale & 0. Puisque H est de dimension
finie, 'application linéaire injective d(my 0o ¢p 0 S)y : H — H est une bijection. Donc par
le théoréme d’inversion locale, quitte & restreindre W et Wa (et donc W3), lapplication
meo¢oS: W — Wy est un C*-difféeomorphisme. Posons

f=(mopoS)o(mogpoS)™t: Wy - R
qui est de classe C, et ¢ : (I, x Wy) — (R x W3) Papplication définie par

Alors, quitte a réduire I, et W (et donc W, W3), il existe un intervalle ouvert I contenant
0 tel que l'application 1 : (I} x Wa) — (I2 x W3) soit un C*°-difféomorphisme, d’inverse
(t,z) — (t+ f(x),x). De plus, par construction, 1) envoie ¢ o S(W) sur {0} x Wj.
Remarquons que (wfl)*Z = Z, car si y = ¢(x), alors
1\ * _ —1 —
(W) Z@y) = (d@™h)y) " (27 (Y) = dy(1,0) = ¥, = (1,0)
puisque 1 (t,0) = (t,0). En posant ®3 = 1) o ¢, le résultat découle alors de (1) (ii).

(4) (i) Pour tout h dans E, nous avons

ALah) = i f(a+tf;) — f(a)

>0

— )

par passage a la limite des inégalités. Comme —dL,(h) = dL,(—h) > 0, on en déduit que
dLq,(h) = 0.

(ii) La partie V; est un fermé (comme intersection de fermés) borné dans un espace
vectoriel réel normé de dimension finie, donc est compact. Par continuité de L et puisque
L(a) < s, la partie Vi, contenant I'ouvert B(a,r) N L™Y(] — oo, s[) contenant a, est un
voisinage de a. Pour tout € € ]0,r], application continue L, restreinte au compact B —
B(a,€), atteint son minimum m,, qui en particulier est strictement supérieur a L(a). Si
s € |L(a), m.[, alors V5 C B(a,€). Donc tout voisinage de a contient un V.

(iii) Par continuité de L en restriction au compact S(a, ), nous avons m = min,¢ S(ar) >
L(a). Soient s € |L(a),m[ et z dans V,. L’application ¢ — L o ¢!(z) (définie sur Din-
tervalle maximal I = ]6_,6,[ contenant 0 tel que L o o!(z) existe) est décroissante,
car, par le théoréme de dérivation des fonctions composées, sa dérivée & l'instant t est
dLt(z) (X(¢'(2))), qui est négatif ou nul par hypothése. Donc pour tout ¢ € ]0, [, nous
avons L o ¢'(x) < Lo ¢"(z) = L(x) < s. En particulier, ¢!(z) appartient au compact Vi,
sur laquelle I'application X est bornée et de différentielle bornée. De plus, V; est un fermé
contenu dans le domaine de définition de L et de I’équation différentielle 2z’ = X(z). Par
la propriété d’explosion des solutions maximales d’une équation différentielle, nous avons
donc 0, = +oo et ¢'(x) € V; pour tout ¢t > 0.

(iv) Soient s € |L(a),m| et x dans Vs. Par (iii), I'application ¢ — L(¢'(x)) est une
application décroissante de |0, +oo[ dans R, minorée par L(a), donc est convergente vers
¢ € R quand t tend vers +o00.



Montrons par 'absurde que la seule valeur d’adhérence de t — ¢!(z) quand ¢ tends
vers +00 est a. Par compacité de Vs, dans lequel reste la courbe ¢ — '(x) par (iii), ceci
concluera. Supposons donc qu'’il existe y # a dans Vj et (¢,)nen une suite de réels positifs
tendant vers +oo telle que la suite (gpt” (x))n oy converge vers y. En particulier, L(y) = /.
Pour tout 7 > 0, on a L(¢"(y)) < L(y), donc par continuité, £ = limy_, o L(¢"™ ™ (x)) <
L(y) = ¢, contradiction.

Terminologie des champs de vecteurs sur des ouverts d’espaces de Banach :
Fixons k € NU {oo,w}. Si kK = oo,w, notons k — 1 = k, et on étend l'ordre de N par
w > oo > n pour tout n dans N.

Une application X de classe CF de E dans E est appelée un champ de vecteurs sur U
de classe C*. L’ensemble =;(U) = C¥(U, E) (aussi noté Z(U) si k = co) des champs de
vecteurs de classe C* sur U, muni de I’addition point par point, et de la multiplication point
par point par un réel, est un espace vectoriel réel. Muni de I’addition point par point, et de
la multiplication point par point par un élément de I'anneau CF(U,R), I’ensemble Z;,(U)
est un C*(U,R)-module. Si F est de dimension finie, et de base (ey,...,e,), alors Z4(U)
est un C*(U, R)-module libre, de base les champs de vecteurs constants valant ej, ..., e,.

Si E, F sont des espaces de Banach, et U,V des ouverts de respectivement E et F,
une application f: U — V de classe CF est dite étale si k > 1 et si pour tout = dans U,
I’application df, : E — F est une bijection. Le théoréme ?7 d’inversion locale dit que les
applications de classe C* qui sont étales sont exactement les applications de classe C* qui
sont des CF-diffeomorphismes locaux.

Sik>1,si f:U — V est une application C¥ étale, et si X € Z(V), alors le champ de
vecteurs f*X de classe C*~1 défini par (II) (1) (i) est appelé limage réciproque de X par
f- De plus, l'application f*: X — f*X de Zp(V) dans Z;_1(U) est clairement linéaire.

Le point (2) du probléme montre les résultats suivants. Le premier est un résultat de
forme normale d’un champ de vecteurs au voisinage d’un point non singulier : modulo
changement de coordonnée non linéaire local, on peut se ramener & un champ de vecteurs
constant.

Théoréme 0.2 (Théoréme du redressement) Soient & € (N — {0}) U {oo}, X un
champ de vecteurs de classe C* sur un owvert U d’un espace de Banach E, et a € U tel que
X (a) # 0. Alors il existe un CF-difféomorphisme f:V — V', ou V,V' sont des voisinages
ouverts de a, tel que f(a) = a et f*X soit le champ de vecteurs constant X (a) sur V. O

Théoréme 0.3 (Théoréme des boites a flot) Soient k € (N—{0})U{oc}, X un champ
de vecteurs C* sur un ouvert U d’un espace vectoriel normé de dimension finie E, a un
point de U tel que X(a) # 0, H un hyperplan supplémentaire ¢ RX (a), et S: W — E,
ou W est un voisinage ouvert de 0 dans H, une application de classe C*, qui est une
immersion en 0 telle que S(0) = a et X(a) n’appartienne pas a 'image de dSy. Alors il
eriste un intervalle ouvert I contenant 0, une boule ouverte V de centre 0 dans H, un
voisinage ouvert V' de 0 dans E, et un C®-difféomorphisme W : I x V — V' tel que ¥*X
soit le champ de vecteur constant valant (1,0), et que ¥(({0} x H)NV) =SW)nV'. O

L’image W(I x V') de ¥ s’appelle une boite a flot de X au voisinage de a, et S(W)NV' =
U(({0} x H)N'V) une transversale locale de X en a dans cette boite a flot.



Un point a € U tel que X (a) = 0 est appelé un point d’équilibre de X (ou un équilibre
tout court, ou aussi un zéro du champ de vecteur X). Un point d’équilibre a est dit stable
si tout voisinage V de a contient un voisinage W de a tel que pour tout x dans W et
pour tout t € [0, +oc[, le point ¢'(x) existe et appartient V. Un point d’équilibre a est dit
attractif s’il existe un voisinage W de a dans E tel que pour tout x dans V/,

: ¢
Jim ¢ =a.

Une application L de classe C', d’un voisinage ouvert V d’un point d’équilibre ¢ d’un
champ de vecteurs X, a valeurs dans R, telle que @ soit un minimum strict de L et
dL,(X(z)) < 0 pour tout x dans V (respectivement dL,(X(z)) < 0 pour tout x dans
V —{a}) est appelée une application de Lyapounov (respectivement application de Lyapou-
nov stricte) pour le point d’équilibre a. Le résultat suivant (la régularité C' du champ de
vecteurs suffit) est démontré dans la partie (3) du probléme.

Théoréme 0.4 (Théoréme de Lyapounov) Soit X un champ de vecteurs C! sur un
ouvert d’un espace de Banach. Si un point d’équilibre a de X admet une application de
Lyapounov (respectivement une application de Lyapounov stricte), alors a est stable (res-
pectivement attractif). O



