
���������	��
������� �������������! #"$�&%��('*)!��+�+�� ,-��)#./'10�243�'*��)#'/5

687�9:9<;#=->@?BADC�EFAHGJILKMAONP?QEFRSNTILCVUXWYA[Z

\ �H%]'/^��('/5�5#_`����aV�(_`��5b��'/5bcd��'/5VaV�(_`��5b"$��e�cd��'*���('/5�%]_`��5f"/%]'*gh./^i3<"$j�jY.k%��l�m"n^/_`�daV)i"$���&a#'o��'
a#'*�Bj�5qpsr

�Oe�'*)#^*�(^/'t� \vu rtwx'*aVa#'y)#'*�m"$aV�(_`�
R z cd��'1��_`��5X��_`a#'*)#_`��5 RX

�(_`)#5ic&��'Jj�)#./^*�(5#'*)X�|{}'/5#j<"`^/'
X
'/5Va

��./^/'/5#5i"$��)#' z '/5#a~^*�m"$��)#'*�1'*�&a45V�d�1.*aV)V�(cd��'1'*a~)#.��<'�e���%]'�����_`�('*�da x, y, z ��"$��5 X a#'*�(5tcd��'
xR y

'*a
yR z

����_`��)�a#_`��aH'/5Vj<"`^/'�a#_`j�_`�(_`���(cd��'�5#.*j<"$)#.
Y
'*aqj�_`��)qa#_`��a#'x"$j�j����(^�"$aV�(_`�X^/_`�&aV���d��'

f : X → Y z_`�h"
f(x) = f(y)

^�"$)
xR y

'*a
f(y) = f(z)

^�"$)
yR z z ��_`��^ f(x) = f(z)

��,�_`��^
R
'/5#a-����'

)#'*�m"$aV�(_`�Q��{}./cd����%`"$�('*��^/'��
\ ��r1�d�

X
'/5#a15#.*j<"$)#. z '*a15V� x 6= y z "$�(_`)#5 x �q{}'/5VaBj<"`51'*��)#'*�m"$aV�(_`�l"�%]'/^

y
\ ^�"$)B�|{ �(��'*�&aV��a#.

f = id
��'

X
��"$��5t�|{}'/5Vj<"`^/'Ja#_`jY_`�(_`���(cd��'J5i.*j<"$)#.

Y = X
%].*)V���<'

f(x) 6= f(y)
r��q,�_`��^

R
'/5Va

)#./������a#'~�~�m"����m"$�]_`�<"$�('��'
X ×X z '*a πX

'/5Va�����'-���  V'/^*aV�(_`�b^/_`�&aV���&��' z ^*�m"$��)#'*�1'*�&a�_`��%]'*)Va#' \ ^�"$)
π−1(π(U)) = U

r z ��_`��^ πX
'/5Vat���o3�_`�1./_`�1_`)Vj�3��(5#�1'�� \ �H'1)#./5V����ai"$a���./^/_`���('T"$��5#5#������j�_`���&a

5V����%`"$�da�'*�fj�)#'*�<"$�da
g = id : X → Y = X

�sr
\ ����rB��_`�('*�&a

Z
����'/5Vj<"`^/'Ta#_`jY_`�(_`���(cd��'b5#.*j<"$)#.b'*a

g : X → Z
����'f"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�daV���&��'��

�d�
xR y z "$�(_`)#5 g(x) = g(y) z ��_`��^ g j<"`5#5#'b"$��cd��_`aV�('*�&aJ'*������'f"$j�j����(^�"$aV�(_`� \ ^/_`�&aV���&��'�j<"$)

�('/5�j�)#_`j�)V�(.*a#./5t���hj<"`5#5i"$�]'B"$�ocd��_`aV�('*�&a�r
gsep : Xsep → Z

a#'*���('Jc&��'
gsep ◦ πX = g

����{ �����(^*��a#.
��./^/_`���('t��'^/'*aVa#'���_`)V�t���('X'*a���'�m"45V��)F V'/^*aV��%d��a#.~��'

πX
�

\ ������r~��_`�&aV)#_`��54cd��'
Xsep

'/5Va�5#.*j<"$)#.�����_`�('*�&a
x′, y′ ∈ Xsep

��'*��e�j�_`���&a#5����(5VaV����^*a#5�����_`�('*�&a
x, y ∈ X

a#'*�(5!c&��'
πX(x) = x′

'*a
πX(y) = y′

�:wx_`�B�1'
πX(x) 6= πX(y) z j<"$)���.�������aV�(_`�Q��' R z���H'�e��(5#a#'�����'/5Vj<"`^/'~a#_`j�_`�(_`���(cd��'~5#.*j<"$)#.

Y
'*a�����'t"$j�j����(^�"$aV�(_`�k^/_`�&aV���d��'

f : X → Y z a#'*���('~cd��'
f(x) 6= f(y)

�q�!�(_`)#5�('/5���J"$�]'/5t)#./^*��j�)#_dcd��'/5~j<"$)�|{�"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�&aV���d��'
fsep : Xsep → Y

��'
%]_`�(5V���<"$�]'/5�_`��%]'*)Va#5!���(5F v_`���da#5���'

f(x)
'*a
f(y)

5#_`�&a���'/5�%]_`�(5V���<"$�]'/5�_`��%]'*)Va#5����(5� v_`���da#5���'
πX(x)'*a

πX(y)
��,�_`��^

Xsep
'/5Va�5#.*j<"$)#.��

\ ��%�rx�d�Ya#_`��aL_`��%]'*)Vax��_`��%d�(��'-��'
X
'/5#ax��'*��5#' \ _`��5i"$��axcd��'-^�{}'/5Va��('-^�"`5x5V�

X
'/5#a��|{}'*��5#'*�X���('

R
n �t��������'X�m"ya#_`jY_`�(_`���('B��'B��"$)V�(5V����r z "$�(_`)#5�a#_`��a#'�j<"$��)#'4��{}_`��%]'*)Va#5��_`�k%��(��'/5-��' X '/5Va��{ ���� 

a#'*)#5#'/^*aV�(_`����_`�f%��(��'��:�d�
Xsep

^/_`�daV�('*�&a"$�f�1_`����5���'*��ebj�_`���&a#5 z "$�(_`)#5�j����(5#cd��' Xsep
'/5Va�5#.*j<"$)#. z�('/5tj�)#.*���J"$�]'/5�j<"$)

πX
��'J��'*��eo%]_`�(5V���<"$�]'/5�_`��%]'*)Va#54���(5F v_`���da#5X��'y^/'/5t��'*��eoj�_`���&a#545#'*)#_`�daX��'/5

_`��%]'*)Va#5���_`�y%d�(��'/5x���(5F V_`���&a#5x��'
X z ^/'�c&���:�q{}'/5Va�j<"`5�jY_�5i5V�����('��&,�_`��^ Xsep

'/5#a�)#./������aL�~���Jj�_`���&a
_`�f%d�(��' \ ^/'t��'*)V���('*)�^�"`5�5V�q'*a�5i'*���('*�1'*�&a�5V�

X
'/5Va¡%��(��'�r��

\ %�r��d��j�j�_�5#_`��5�cd��'L��'La#_`��a�)#'/^/_`��%d)#'*�1'*�da�_`��%]'*)Va���'
X z _`�Bj����(5#5#'L'�e�aV)i"$��)#'����45i_`��5v |)#'/^/_`�� %d)#'*�1'*�da������|�Y
!_`��5�%]'*��_`��5���'~%]_`��)!cd��'

Xsep
'/5#a!5#.*j<"$)#.�����_`��a

U = (Ui)i∈I
���Q)#'/^/_`��%d)#'*�1'*�da

_`��%]'*)Va~��'
Xsep

�Y���(_`)#5�j<"$)^/_`�&aV���d����a#.1'*a5V��)F V'/^*aV��%d��a#.4��'
πX z �m"J�|"$�B�����('

(

π−1
X (Ui)

)

i∈I

'/5Va����
)#'/^/_`��%d)#'*�1'*�dax_`��%]'*)Va���'

X
�&�d� (

π−1
X (Uj)

)

j∈J

'*�1'/5#a����15#_`��5v |)#'/^/_`��%�)#'*�1'*�&a������ z "$�(_`)#5 (Uj)j∈j'/5Va¡����5#_`��5v |)#'/^/_`��%�)#'*�1'*�&a������H��'
U z j<"$)�5V��)F V'/^*aV��%���a#.~��' πX

��,�_`��^
Xsep

'/5Va�^/_`�Bj<"`^*a��
\ %d��r��d�

X
'/5#aO^/_`����'�e�' z "$�(_`)#5 Xsep z ^/_`�B�1'L���J"$�]'¡��{ ���1^/_`����'�e�'¡j<"$)O�|{�"$j�j����(^�"$aV�(_`�y^/_`�&aV���d��'

πX z �|{}'/5Va��H¢!./^*��j�)#_dcd��'*�1'*�&a z 5V� Xsep
'/5VaX^/_`����'�e�' z jY_`��)ta#_`��a#'y"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�&aV���d��' f ��' X��"$��5�|{}'/5Vj<"`^/'B���(5#^*)#'*a \ ��_`��^B5#.*j<"$)#.�r
{0, 1} z �|{�"$j�j����(^�"$aV�(_`� fsep

^/_`�daV���&��'J��'��|{}'/5Vj<"`^/'J^/_`����'�e�'
Xsep

��"$��5
{0, 1}

'/5#a�^/_`��5Vai"$�&a#' z ��_`��^ f '/5Va�^/_`��5Vai"$�&a#' z ^/'~cd�����1_`�&aV)#'tcd��' X '/5#a�^/_`����'�e�'��
\ %d����rJ�d�

X,X ′ 5#_`�&aT��'/51'/5Vj<"`^/'/51a#_`j�_`�(_`���(cd��'/5 z '*aJ5#� h : X → X ′ '/5#aB����'�"$j�j����(^�"$aV�(_`�
^/_`�&aV���&��' z "$�(_`)#5 πX′ ◦ h : X → X ′

sep

'/5Va�����'X"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�daV���&��' \ j<"$)�^/_`�BjY_�5#��aV�(_`�Q��{�"$j�j����� 
^�"$aV�(_`��5�^/_`�&aV���d��'/5�r���%�"$�('*��)#5���"$��5¡���f'/5Vj<"`^/'5i.*j<"$)#. z ��_`��^�j<"$) \ ����r�j<"`5#5#'~"$�fcd��_`aV�('*�&a�'*�b����'"$j�j����(^�"$aV�(_`� \ ^/_`�&aV���d��'1j<"$)�('/5�j�)#_`j�)V�(.*a#./5~���hj<"`5#5�"$�]'4"$�hcd��_`aV�('*�&a�r

hsep : Xsep → X ′
sep

a#'*���('

u



c&��'
hsep ◦πX = πX′ ◦h z �����(cd��'Lj<"$)�5V��)F V'/^*aV��%d��a#.¡��' πX

��,�'L�|{ �����(^*��a#. z _`�1��./������a�'*�1j<"$)VaV�(^*�����('*)c&��'y5V�
f : Xsep → Xsep

'/5Vat����'T"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�&aV���&��'Ta#'*���('Tc&��'
f ◦ πX = πX z "$�(_`)#5 f '/5Va

�|{ �(��'*�&aV��a#.t��'
Xsep

�
\ %d������r�� ��'/5VaB^*�m"$��)Jcd��'

idsep = id
'*a15V�

g : X ′ → X ′′ '/5VaB^/_`�&aV���d��' z "$�(_`)#5B�|{}.*�&"$����a#. (g ◦
f)sep = gsep ◦ fsep

��./^/_`���('���'Q�|{ �����(^*��a#.Q'*aT�����|"$��aycd��'
gsep ◦ fsep

'/5#ay^/_`�&aV���d��'k'*aJ%].*)V���<'
gsep ◦ fsep ◦ πX = gsep ◦ πX′ ◦ f = πX′′ ◦ g ◦ f\ ��e�r¡�����(5#cd�q{ ���fj�)#_d������a!��{}'/5Vj<"`^/'/5�5#.*j<"$)#./5!'/5Va�5#.*j<"$)#. z �|{�"$j�j����(^�"$aV�(_`�Qj�)#_d������a

p =
∏

i∈I

πXi
: X =

∏

i∈I

Xi → X ′
sep =

∏

i∈I

(Xi)sep ,

��.������('1j<"$)
(xi)i∈I 7→

(

πXi
(xi)

)

i∈I
z '/5Va~����'T"$j�j����(^�"$aV�(_`� ^/_`�daV���&��' z ^�"$)~j�_`��)~a#_`��a i ∈ I z 5i"

i
  � �1'B^/_`�BjY_�5i"$�da#'1'/5Va

πXi
◦ pri z

_��
pri

'/5Va��m"
i
  � �1'Bj�)#_$ V'/^*aV�(_`� z ��_`��^B'/5Va~^/_`�&aV���d��'1^/_`�B�1'^/_`�BjY_�5V��aV�(_`�b��{�"$j�j����(^�"$aV�(_`��5�^/_`�daV���&��'/5��<,-'!j�����5 z p '/5#aL�X%�"$�('*��)#5x��"$��5L����'/5Vj<"`^/'�5#.*j<"$)#. z ��_`��^j<"$) \ ����r~����������a4j<"$)Xj<"`5i5i"$�]'b"$�ncd��_`aV�('*�&a4����'b"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�&aV���d��'

ϕ = psep
��'

Xsep
��"$��5

X ′
sep z

5V��)F V'/^*aV��%]'�^�"$)
p
�|{}'/5Va z a#'*���('�c&��' p = ϕ ◦ πX

�O��_`�&aV)#_`��5Bcd�q{ ���¡'�e��(5Va#'y����'b"$j�j����(^�"$aV�(_`�
^/_`�&aV���&��'

q : X ′
sep → Xsep

a#'*���('tc&��'
q ◦ p = πX

�

!_`��5-"$��)#_`��5!"$�(_`)#5

q ◦ ϕ ◦ πX = πX z ��_`��^~j<"$)������(^*��a#. q ◦ ϕ = idXsep

�:wx'/^*�q���Bj����(cd��'~j<"$)
�|{ �����(^*��a#.B�1'*�&aV�(_`����./'1'*�k���h��' \ %�����r!c&��'

ϕ
'/5Va����` v'/^*aV��%]' z ��_`��^4���  V'/^*aV��%]' z '*a~c&��'45#_`�k���d%]'*)#5#''/5Va

q
��,�_`��^

ϕ
'/5#a¡�|{ 3�_`�1./_`�1_`)Vj�3��(5V�1'X^i3�'*)#^#3�.��

� �~5�{�"$����a���'k�1_`�&aV)#'*)�c&��'o5#�
(xi)i∈I RX (yi)i∈I z "$�(_`)#5bj�_`��)fa#_`��a i ∈ I z ��_`��5�"/%]_`��5

xi RXi
yi
�H� ��5#���1at��_`��^J��'J�1_`�&aV)#'*) z jY_`��)~a#_`��a i ∈ I

'*aXjY_`��)ta#_`��a#'y"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�&aV���&��'
fi : Xi → Yi

��%�"$�('*��)#5���"$��5¡���f'/5#j<"`^/'~5#.*j<"$)#.
Yi z cd��'���_`��5�"/%]_`��5 fi(xi) = fi(yi)

��
!_`a#_`��5
Y�|{}'/5Vj<"`^/'xa#_`jY_`�(_`���(cd��'�j�)#_�������a ∏

i∈I Yi z c&����'/5VaO5#.*j<"$)#.x^/_`�B�1'�j�)#_�������aO��{}'/5Vj<"`^/'/5�5#.*j<"$)#./5 z '*a f :
∏

i∈I Xi → Y
�|{�"$j�j����(^�"$aV�(_`�fj�)#_�������a ∏

i∈I fi z ��.������('�j<"$) (zi)i∈I 7→ (fi(zi))i∈I
����{�"$j�j����(^�"$aV�(_`�

f
'/5VaX^/_`�daV���&��' z ^�"$)�^#3<"`cd��'T^/_`�Bj�_�5i"$�da#' fi ◦ pri

�|{}'/5#a��H,�_`��^
f((xi)i∈I) = f((yi)i∈I) z ��_`��^��_`��5!"/%]_`��5����('*�

fi(xi) = fi(yi)
j�_`��)¡a#_`��a

i
��"$��5

I
�

\ �]r \ ��rt
-_`a#_`��5
R′ �m"b)#'*�m"$aV�(_`��5V��) X ��.������('yj<"$)

xR′ y
5V�x'*a�5i'*���('*�1'*�&a45V�

d(x, y) = 0
�

wx'*aVa#'y)#'*�m"$aV�(_`��'/5Va�^*�m"$��)#'*�1'*�&aB)#.��<'�e���%]'�^�"$)
d
'/5VaX�&�����('�5V��)��m"����m"$�]_`�<"$�(' z 5V���1.*aV)V�(c&��'T^�"$) d�|{}'/5Va��O�����('�'/5VaXaV)i"$��5#��aV��%]' z j<"$)4�|{ ����.*�&"$����a#.�aV)V�m"$�������m"$��)#'h0�5V� d(x, y) = 0

'*a
d(y, z) = 0 z "$�(_`)#5

0 ≤ d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) = 0
��,-_`��^

R′ '/5VaB����'�)#'*�m"$aV�(_`����{}./cd����%�"$�('*��^/'���
-_`a#_`��5 Y�|{}'/5Vj<"`^/'�a#_`j�_`�(_`���(c&��'�c&��_`aV�('*�da
X/R′ �$�d� xR′ x′

'*a
yR′ y′ z "$�(_`)#5�^/'����*�1'�"$)V�����1'*�&aO��{ ����.*�&"$����a#.aV)V�m"$�������m"$��)#'J�1_`�daV)#'Jcd��'

d(x, y) = d(x′, y′)
�q��{�"$j�j����(^�"$aV�(_`�

d : X × X → R
j<"`5#5#'1��_`��^J"$�

c&��_`aV�('*�daJ'*������'f"$j�j����(^�"$aV�(_`�
d : Y × Y → [0,+∞[ z c&���¡'/5Va4�J"$���&a#'*�<"$�daJ����'����(5Vai"$��^/'���� �'/5Vat�|"`^*���('T��'y%].*)V���<'*)Bcd��'J�m"�a#_`j�_`�(_`���('Tcd��_`aV�('*�&aB5V��)

Y = X/R′ ^/_�����^*�(��'b"/%]'/^T�m"fa#_`j�_`�(_`���('
��.������('~j<"$)!^/'*aVa#'t���(5Vai"$��^/' z ^�"$)!�('/5�j�)#.*���J"$�]'/5-��'/5���_`���('/5�_`��%]'*)Va#'/5���'X^/'*�&aV)#' x '*a���'t)i"/�]_`� rjY_`��)��m"t���(5Vai"$��^/'

d
5#_`�&aL'�e�"`^*a#'*�1'*�daL�('/5���_`���('/5�_`��%]'*)Va#'/5xj�_`��)��m"~j�5#'*����_$  ���(5Vai"$��^/'

d
��'!^/'*�daV)#'

�q{ ���BjY_`)Va#'~cd��'*�qj�_`���&a���'��m"Bj�)#.*���J"$�]'t��'
x
'*a���'�)i"��]_`�

r
�

����j<"$)VaV�(^*�����('*) z Y '/5Va�5#.*j<"$)#.����d�
p : X → Y

'/5VaH�m"�j�)#_$ v'/^*aV�(_`�4^�"$��_`���(cd��' z ����'�e��(5#a#'���_`��^�����'�����(c&��'~"$j�j����(^�"$aV�(_`��^/_`�&aV���&��'
psep : Xsep → Y

��¢�./^*��j�)#_�c&��'*�1'*�da z ^/_`�B�1' πX
'/5Va¡^/_`�&aV���d��' z '*a

Xsep
'/5Va!5#.*j<"$)#. z 5V� d(x, y) = 0 z "$�(_`)#5 πX(x) = πX(y)

\ 5V����_`�
x
'*a
y
"$��)i"$�('*�da��'/5�%]_`�(5V���<"$�]'/5

_`��%]'*)Va#5����(5F v_`���da#5 z ^/'xcd�����q{}'/5Va�j<"`5�j�_�5#5V�����('x5V� d(x, y) = 0
r�� ,�_`��^

πX
j<"`5#5#'L"$�4c&��_`aV�('*�da�j<"$)

R′
'*�T����'~"$j�j����(^�"$aV�(_`�

g : Y → Xsep z ^/_`�daV���&��'j<"$)¡�('/5Lj�)#_`j�)V�(.*a#./5���'!j<"`5i5i"$�]'~"$�bc&��_`aV�('*�da���� ��'/5Va���B�1./���m"$a�c&��'
g
'*a
psep

5#_`�dax���d%]'*)#5#'/5L�|{ ����'���'-�|{�"$��aV)#'���,�_`��^
Xsep

'*a
Y
5#_`�dax3�_`�1./_`�1_`)Vj�3�'/5��

wx_`�B�1'
Y
'/5#a¡�1.*aV)V�(5i"$���(' z ���H'*�f'/5Va���'~���*�1'~��' Xsep

�
\ ����r���_`��)La#_`��5

x, y ∈ E z j�_�5#_`��5 d(x, y) =
∑

n∈N
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