
FIMFA ENS Ulm Lundi 24 novembre 2008 Durée : 2 heuresExamen partiel de topologie, analyse et alul di�érentielDouments et alulatries interditsLes deux exeries sont indépendants.Exerie I Notons R[X] l'espae vetoriel des polyn�mes réels en une indéterminée X, et,pour tout n ∈ N, notons Rn[X] son sous-espae vetoriel des polyn�mes de degré au plus
n. Pour tout k ∈ Z et tout P ∈ R[X], notons

||P ||k = |P (k)| .(1) a) Pour tout k ∈ Z, montrer que || · ||k est une semi-norme sur R[X]. Dans lasuite de la question (1), nous munissons R[X] de la topologie T1 dé�nie par la famille desemi-normes (|| · ||k)k∈Z
.b) Montrer que l'espae vetoriel topologique R[X] est métrisable séparable, non sé-quentiellement omplet.) Montrer que, pour tout n ∈ N, l'appliation de R[X] dans R

n+1 dé�nie par P 7→
(P (0), P (1), . . . , P (n)) est ontinue.d) Montrer que le sous-espae topologique Rn[X] est loalement ompat, pour tout
n ∈ N.e) Pour tout n ∈ N, onsidérons le sous-espae vetoriel QnR[X] de R[X] des mul-tiples du polyn�me Qn = X(X − 1) . . . (X − n). Montrer que la topologie quotient sur
R[X]/QnR[X] de la topologie T1 est la topologie usuelle d'un espae vetoriel réel de di-mension �nie.(2) Pour tout i ∈ N et tout polyn�me P ∈ R[X], notons ai(P ) ∈ R le oe�ient de
Xi dans P (qui est nul si i est stritement supérieur au degré de P ). Munissons R

N de latopologie produit, et notons T2 la topologie sur R[X] telle que l'appliation Φ : R[X] → R
Ndé�nie par P 7→ (ai(P ))i∈N

soit un homéomorphisme sur son image.a) Montrer qu'il existe une suite dans R[X] qui onverge vers le polyn�me nul 0 pourla topologie T2, mais pas pour la topologie T1.b) Montrer qu'il existe une suite dans R[X] qui onverge vers le polyn�me nul 0 pourla topologie T1, mais pas pour la topologie T2.) Montrer que l'adhérene de l'image par Φ du sous-ensemble de R[X] des polyn�mes
P tels que |ai(P )| ≤ i pour tout i ∈ N est ompat.Exerie II Soit X l'ensemble des sous-groupes fermés de R

2 (pour l'addition et le produitsalaire usuel).(1) Soit F un sous-groupe fermé de R
2, di�érent de R

2 et non ontenu dans une droitevetorielle.Montrer que si F ontient une droite vetorielle D, alors F est isomorphe (en tant quegroupe topologique) à D × (F ∩ D⊥) où D⊥ est l'orthogonal de D dans R
2.1



Montrer que si F ne ontient pas de droite vetorielle D, alors il existe deux éléments
e1, e2 de F non olinéaires, tels que ||e1|| = infx∈F, x 6=0 ||x|| et ||e2|| = infx∈F, x/∈Re1

||x||, eten déduire que F = Ze1 + Ze2.En déduire que tout sous-groupe fermé de R
2 est isomorphe (en tant que groupetopologique) à un groupe topologique produit Z

p × R
q où p, q ∈ N et p + q ≤ 2.(2) Pour tout ǫ > 0, notons Bǫ = cB(0, 1

ǫ ) le omplémentaire dans R
2 de la bouleouverte de entre 0 et de rayon 1

ǫ . Pour tout ǫ > 0, notons Vǫ(A) = {x ∈ R
2 : d(x,A) < ǫ}le ǫ-voisinage ouvert d'une partie A de R

2 ; montrer que Vǫ(Vη(A) ⊂ Vǫ+η(A). Pour tous
F,F ′ ∈ X, posons

δ(F,F ′) = inf{ǫ > 0 : F ⊂ Vǫ(F
′ ∪ Bǫ) et F ′ ⊂ Vǫ(F ∪ Bǫ) } .Montrer que δ est une distane sur X. Dans la suite de et exerie, on munit X de ettedistane.(3) Soient F ∈ X et (Fi)i∈N une suite dans X. Montrer que la suite (Fi)i∈N onvergevers F si et seulement si les deux onditions suivantes sont véri�ées :a) pour tout x ∈ F , il existe xi ∈ Fi pour tout i ∈ N tels que xi −→

i→+∞
x dans R

2 ;b) si (ik)k∈N est une suite stritement roissante dans N, si xik est un élément de Fikpour tout k ∈ N, si x ∈ R
2 et si xik −→

k→+∞
x dans R

2, alors x ∈ F .(Pour le sens � si �, on pourra ommener par montrer que si F ∈ X et ǫ > 0,alors il existe y1, . . . ym dans F ∩ B(0, 1

ǫ ) tels que, pour tout x dans F ∩ B(0, 1

ǫ ), on ait
d(x, {y1, . . . ym}) < ǫ

2
).(4) Notons G le groupe topologique GL2(R) des isomorphismes linéaires de R

2. Montrerque l'appliation de G × X dans X dé�nie par (g, F ) 7→ g(F ) est une ation ontinue de
G sur X.(5) Montrer que le sous-espae Z de X formé des sous-groupes isomorphes à R esthoméomorphe à un erle.(6) Montrer que X est ompat.
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