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CORRIGE DE L'EXAMEN PARTIEL

EXERCICE

1. (a) Si f n’est pas continue en a, comme les B(a,1/(n+ 1)) forment une base de voisinages

de a, il existe V voisinage ouvert de f(a) et x,, point de B(a,1/(n+1)) tel que f(z,) € V.
(b) Soit (zn)nen la suite de la question (a). Posons zy = . Supposons construits ng = 0 <
ny < --- < my, tels que les points z; = w,; vérifient f(z;) # f(z;) pour tous 0 <i < j <p.
D’apres 'hypothese et le fait que f(x,) € V pour tout n, on ne peut extraire de la suite
(%n)n de sous-suite constante. Il existe donc n,y1 > ny, tel que f(2n,.,) # f(2;) pour tout
J < p. On pose donc zp41 = Tp, -
(c) Soit pour tout £ > 0, Ky = {f(2x);k > ¢}. Comme la suite (z,), converge vers a,
lensemble {zy; k > £} U{a} est compact. Son image par f, KyU{f(a)} également, grace a
I'hypothese. Comme Ky C X —V, et que X —V est fermé, Ky = (K, U{f(a)}) N (X —-V)
est également compact (et non vide). Alors (), K, est non vide. Ceci est une contradiction,
puisque tout élément b de cette intersection doit s’écrire pour tout £ sous la forme f(zy,)
pour un entier ny > £. Alors la suite de terme général y, = z,, converge vers a, et est telle
que f(ye) = b # f(a), puisque b € V. C’est la contradiction cherchée avec ’hypothese de
(b).

2. Supposons que f n’est pas continue en un point a. D’aprés (b) et (c¢) de la question
précédente, il existe une suite (y,), convergeant vers a, telle que la suite (f(yn))n soit
constante, égale & b pour un b # f(a). Donc y, € f~1(b), qui est fermé. On en déduit la
contradiction a € f~1(b).

PROBLEME

1. Tl suffit de voir que tout ensemble de la forme (U) s’écrit comme intersection finie d’éléments
de la prébase, et que toute intersection finie d’éléments de la prébase peut s’écrire sous la
forme (U). Orsid = (Uy,...,Un), U) = s(U; U;) nm(Uy)N---Nm(Up ). Réciproquement
on peut écrire pour tous ouverts Uy, ..., Uy, s(U1)N---Ns(Uy) =s(UiN---NUy) et si
U, Vi,...,Vy sont des ouverts, s(U)Nm((Vi)N---Nm(Vy) = (U, VINU,...,VxNOU).

2. On peut écrire F(X) —G={F;FN(X—-A) 0} =m(X —A) et F(X)-H={F;F C
X - A} =s(X - A).

3. Il suffit de voir que Z rencontre tout ouvert de la base, soit tout U de la forme Y = {F; F C

Uier Uis FNU; # 0}, ou I est un ensemble fini. Choisissons z; € U; pour tout i. Alors
{zs;7 € I} est un élément de ZNU.
Montrons d’autre part que F(X) — Z,, est ouvert. Tout élément de F(X) — Z,, est un
fermé F' de X contenant au moins n + 1 éléments distincts, soit xq, ..., z,. Comme X est
séparé, il existe des voisinages ouverts U; de x; tels que pour i # j, U; N U; = 0. Alors
(X, Uy, ...,U,) est un voisinage de F, qui est bien contenu dans le complémentaire de Z,,,
puisque tout G € (X, Uy,...,U,) contient au moins n + 1 éléments puisqu’il rencontre
chacun des Uj;.



II.

I11.

. Soit (xg,...,2,) un élément de X™*1. Une base de voisinages de son image {xo,...,2,}

par ®, est fournie par les (Up,...,Uy), ot U; décrit le filtre des voisinages de x;. Alors
Up X - -+ x Uy est voisinage de (x1,...,2zxy) pour la topologie produit, dont I'image par &,
est incluse dans (Uy, ..., U,).

. Si la conclusion est fausse, pour tout a € Y, tout ouvert U appartenant a U/, toute famille

finie Ay,..., Ay d’éléments de A vérifiant a € A1 N---N Ay C U, il existe j avec A; €
UNA. Or U est un recouvrement ouvert de Y. Pour tout point a de Y, il existe donc
U € U tel que a € U. Comme A est une prébase, il existe Ay,..., Ay dans A tels que
a€ A1N---N Ay C U. Par conséquent, d’aprés I’hypothese, il existe un indice j tel que
Aj € AnU. Comme a € Aj, cela montre que 'on peut construire un recouvrement de
Y par des éléments de A NU. On peut, par hypothése, extraire de ce recouvrement un
sous-recouvrement fini. Comme les A; sont aussi des éléments de U/, on a une contradiction
avec ’hypothese de la question 1.

. Si la conclusion est fausse, il existe un recouvrement ouvert de Y duquel on ne peut

extraire aucun recouvrement fini. Comme ces recouvrements sont inductivement ordonnés
par l'inclusion, il existe par le théoréme de Zorn un recouvrement maximal U. La question
précédente détermine alors une famille (A;); d’éléments non vides de A. Comme les A; ne
sont pas dans U, le recouvrement formé par I auquel on adjoint I'un quelconque des A;
n’est plus maximal. On peut donc en extraire un recouvrement fini Uy U- - -UU ,f;j UA;. Alors

;\/:1 U?il UgU(Alﬂ- --NAp) est un recouvrement fini de Y. Mais comme A1N---NAy C U
et que U € U, on a donc trouvé un recouvrement fini extrait de Y. C’est la contradiction
cherchée.

. Soit z un point qui n’appartient pas a F et Ugep E. Pour tout E dans B, x n’est pas

dans E. Comme X est supposé régulier, il existe donc des voisinages ouverts Ug de E
et Vg de x tels que Ug N Vg = (. Alors U e S(Ug) est un recouvrement ouvert de B
pour la topologie 7. On en extrait un sous-recouvrement fini s(Ug,) U --- U s(Ug, ). Soit
V=Vg N---NVg,. Cest un voisinage de z et VN (Ug, U---UUg,) =0. Or,siy € F, il
existe I € Bavec y € E. Comme s(Ug,)U- - -Us(Ug, ) recouvre B, il existe j avec £ C U, .
Donc Ug, U---UUg, recouvre F'. Par conséquent, le voisinage V' de = ne rencontre pas F,
donc F' est fermé.

. Par hypothese, X est séparé. Soit (Uj);ecs un recouvrement ouvert de X. Alors (m(Uj))jer

est un recouvrement ouvert de F(X). On en extrait un recouvrement fini (m(Uj));es. Si
xz € X, {z} est ans I'un des m(U;), donc = € U;. Donc (Uj);es est un recouvrement fini
extrait du recouvrement donné.

. Soient F,G deux éléments de F(X) avec F' # G. 1l existe alors (par exemple) un point

qui est dans F' — G. Comme X est séparé, pour tout point y de G, il existe V,, voisinage
ouvert de y, et U, voisinage ouvert de z, avec U, NV, = 0. Par compacité du fermé G de
X, on peut extraire du recouvrement par les V, un sous recouvrement fini (Vyj )jzl,._,, N-
Si on pose U = m;\/:l Uy, et V = Uj»vzl Vy;, on obtient deux ouverts d’intersection vide.
Alors s(V') (resp. m(U)) est un voisinage ouvert de G (resp. F) pour la topologie T avec

s(V)nm(U) = 0.



4. (a) Montrons d’abord qu'il existe ig tel que X — U;, C Ujes Vj. Si c’est faux, pour tout
i€ I, (X =Ui)NNjes (X =V;) # 0. Cela signifie que pour tout i € I, N;c (X —V;) & s(Ui),
donc d’apres I'hypothese de la question, ;¢ (X — Vj) € U;jeym(Vj), ce qui est absurde.
Il existe donc ig tel que X — U;, C U,je; V. Par compacité de X — U, on en extrait un
sous-recouvrement fini.

(b) Si F' € F(X) et F' & Uje m(Vj), alors F' N (Ujesr V) = 0, donc par la question
précédente F' C U;, soit F' € s(Uj,).

5. La question précédente montre que I’on peut extraire de tout recouvrement par une famille
d’ouverts de la prébase de la topologie 7 un sous-recouvrement fini. D’apres la partie II.
et la question 3, il en résulte que F(X) est compact.



