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CORRIGE DE L’EXAMEN

PROBLEME 1

1. (a) Montrons que cq est fermé. Si x = (z,,),, est dans 'adhérence de ¢p, on consideére une

suite ¥ = (2F),, de co convergeant dans /> vers . Pour tout e > 0 fixé, choisissons & tel
que sup,,|tF — z,| < €/2. 1l existe ng tel que pour n > ng, |z%| < ¢/2. La conclusion en
résulte.
(b) Tl est évident que tout élément de ¢! détermine une forme linéaire continue sur co.
Réciproquement, soit ¢ € ¢{. Si e, désigne I’élément de ¢y dont toutes les composantes
sont nulles sauf la n-éme qui est égale & 1, posons a, = {(e,). Alors SN (lan,| =
(N enen)| < [14][c; , ot €, désigne un nombre complexe de module 1 tel que enan = [an|.
On obtient donc un élément de ¢, qui détermine une forme linéaire continue sur cg, coin-
cidant avec la forme donnée sur le sous-espace de ¢y donné par les suites a support fini.
Comme ce sous-espace est dense dans ¢y, on obtient ’égalité entre £ et la forme linéaire dé-
terminée par a. La démonstration montrant en outre que ® est isométrique, la conclusion
en découle.

2. On sait que (£1)" = ¢°°, donc ¢} = (*°. Si x = (x,,), est dans la boule unité de >, et si on

pose N = (xnlln<N)n, on obtient une suite de la boule unité de ¢y telle que pour toute

suite a € 1, 370 0 anTh — S0 20 anTy lorsque N — +o00. Donc zN converge vers z pour

la topologie faible-* lorsque N — 4o00.

3. Le sous-espace G est de codimension finie p. On peut toujours supposer que 61,...,6,
est une base de Vect (61,...,0y) C F*. On note m : F' — F/G la projection naturelle et

: F/G — R l'unique apphcatlon telle que 6; = 0; o m. Alors (0y,...,0,) est base de
F/G donc il existe des scalaires \; tels que 6 = Z 1A 9 Alors 6 — Z§:1 Ajd; =0
puisqu’elle est nulle par hypothese sur G, et sur un supplementalre de G par construction.

4. (a) Si z € F vérifie j,(z) =0, on a £(x) = 0 pour tout £ € F’. Par le théoréeme de Hahn-
Banach (ou 'un de ses corollaires), on sait que cela entraine x = 0.
(b) Soit ¢ € (F.). Alors ¢ est une forme linéaire continue sur F’ muni de la topologie
o(F', F). 1l existe donc un voisinage de 0 pour cette topologie contenu dans ¢~ 1(] — 1, 1)
ie. il existe 6 > 0 et x1,...,xNy € F tels que

{te Fi;Jl(z))| < 0} € o7 — 1,1].

Alors ﬂ;vzl Ker g, C {f € F';|p(0)] < 1}.
(c) Comme le membre de gauche dans 'inclusion précédente est un espace vectoriel, on
a ﬂév 1 Kerp,;, C Kerg. D’apres la question 3., ¢ est combinaison linéaire des ¢, i.e.

¥ = .]O'(Z 1)‘ JI])

5. Comme on peut écrire E” = (E')', Bg» est la boule unité du dual d’un espace vectoriel
normé. Elle est donc compacte pour la topologie faible-x par le théoréeme de Banach-
Alaoglu. Or By C Bgr, done V est un fermé du compact By pour la topologie o(E", E'),
donc V est compact pour cette topologie.



. On vient de voir que V est compacte pour la topologie o(E”, E"). D’autre part, {¢} est
fermé puisque cette topologie est séparée. Comme de plus la topologie o(E”, E') est locale-
ment convexe, on peut appliquer le théoreme de Hahn-Banach géométrique qui affirme qu’il
existe 6 forme linéaire continue sur £” muni de la topologie faible-* qui sépare strictement

Vet {¢}.

. Posons F' = E’. Alors 6 est une forme linéaire continue sur £’ muni de la topologie faible-
%, i.e. un élément de (F)". Par la question 4., il existe un élément ¢ de F' = E’ tel que
0 = j, (). Alors 0(p) = j,(£)(p) = ¢(£). En outre, pour tout v € V, #(v) = v(f). On a
donc pour tout v € V l'inégalité p(¢) > o > v({). En particulier, pour tout x € By C V,
l(z) < a < (). On en déduit ||{||g = sup,ep, ((7) < a < p(f).

. Puisque ¢ € B, on a Uinégalité p(¢) < ||¢|le ||l < ||€]| g7, qui contredit la conclusion
de la question précédente. L’hypothése de la question 6. V' # Bgr est donc absurde.

PROBLEME 2

. Soit v € I". Comme ||7(0)|| =0 et ||y(1)]| > p, par le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe o € [0,1] avec ||y(0)|| = p d’ott F(vy(0)) > « et la conclusion cherchée.

. Le dénominateur de g ne s’annule jamais puisque si x+ € H — N on a nécessairement
|F(z) —¢| > 2¢ ou ||VF(z)|| < e. La fonction est donc bien définie, et est localement
lipschitzienne puisque x — d(z, H — N) et x — d(x, M) le sont.

. Pour obtenir 'existence locale et I'unicité du flot, il suffit de vérifier que le théoreme de

Cauchy-Lipschitz s’applique. Or g(a:)”:ﬂig;“ est bien défini puisque si g(z) # 0, on a

x € N, donc |VF(x)|| > e. Comme |I§£23H est localement lipschitzienne au voisinage de

N, X(z) également. Sur 'ouvert H — N, on a X (x) = 0. Pour vérifier que les solutions
sont globales, il suffit de remarquer que le champ X (x) est borné par définition.

. Soit v un élément de I'. Pour vérifier que pour tout réel ¢, ®(¢,7v(-)) est dans I', on doit
montrer que ®(¢,0) = 0, P(¢,v) = v. Comme F(0) =0 et ¢ > 2¢, on a 0 ¢ N. Par consé-
quent g(0) = 0, donc la fonction identiquement nulle est solution de I’équation différentielle
avec condition initiale nulle. Par unicité, elle doit coincider avec ®(¢,0). De méme, comme
F(v) <0,o0na|F(v)—c| >2¢ dottv ¢ N, ce qui entraine X (v) = 0 et encore par unicité
O(t,v) = v.
. Ona
1 g 1 .

P(®(1,2)) - F@(t,2)) = [ T F(@(r.2))dr = [ DF(®(r.2))b(r,2)dr

(**) t T t

= [ IVE@ ()o@ ) b

L’hypothese F(x) < c+e€ et I'inégalité précédente avec t = 0 entrainent F(®(1,z)) < c+e.
Supposons F(®(1,x)) > c—e¢, donc |F(®(1,z)) —¢| < € et montrons que 'on aboutit & une
contradiction. Soit o la borne inférieure des t € [0, 1] tels que pour tout 7 € [t, 1] on ait
|F'(®(1,2)) —c| < €. Pour tout 7 €]tp, 1], on a |F(®(1,z)) —¢| < €, donc grace a ’hypotheése
|\VE(®(7,x))|| > 2¢. En particulier, ®(7,z) € M donc g(®(7,z)) = 1. L’'inégalité (xx)
donne donc F(®(1,x)) < F(P(tg,x)) — 2¢(1 —tg). Si tg > 0, on a F(P(tg,z)) = c — € et



1I.

I'inégalité que 1’on vient d’obtenir contredit ’hypothese. Si tg = 0, on obtient F(®(1,z)) <
F(®(0,2)) —2¢ < ¢— € puisque F(z) < c+¢, d’ou encore une contradiction. La conclusion
en résulte.

. Si la conclusion est fausse, pour tout x dans H, soit |F(x) — ¢| > ¢, soit ||VF(z)|| > 2e,

donc I’hypothese de la question 5. est satisfaite. Par définition de ¢, il existe v € T tel
que pour tout s € [0,1], on ait F(y(s)) < ¢+ e. On a donc pour tout s € [0, 1] soit
F(y(s)) < ¢ —¢, soit [[VF(y(s))|| > 2e. D’apres 5., on a alors F(®(1,7(s)) < ¢ — € pour
tout s. Soit 4(-) = ®(1,~(+)). D’apres la question 4., c’est un élément de I'. On en déduit
la contradiction sup,cpo 1) F(7(s)) <c—e<c

. 11 suffit d’appliquer la question précédente avec € = 1/(n + 1).

. (a) On a ||v/]jo < ||lu||1 pour tout u € P. Comme E° est complet, comme fermé du complet

L?, et que P est dense dans E' par définition du complété, le résultat découle du théoreme
de prolongement des applications linéaires continues définies sur un sous-espace dense.

(b) Si u € P, on peut écrire puisque u(0) = u(27), u(z) = %[foz W/ (t)dt — [27 (1) dt},

d’ott I'inégalité sup,egr |u| < [0 |/ (t)] dt < 2r||[u/|lo < V2 ||v/||1. On applique encore le
théoréme de prolongement.

(c) On doit d’abord vérifier que siu € P, 0, 'u est 2m-périodique de moyenne nulle.
Or 97 u(z) = [Fuly)dy + 27T 027r yu(y) dy. La 2m-périodicité en résulte puisque u est
de moyenne nulle. De plus, par calcul direct, [J" 9, u(z)de = [ (21 — y)u(y)dy +

fo yu(y) dy = 0. Enfin, par Cauchy-Schwartz, on a pour tout x, |9, u(x)| < C||ullo d’ott
10z ully < C”lullo-

. Compte-tenu de la continuité de d;! de E° dans E!, il suffit de vérifier que l'injection

de E' dans E° est compacte. Or, si n # n' € Z, il est immédiat que e™™* et e sont
orthogonaux, aussi bien pour le produit scalaire (-,-)g que pour le produit scalaire (-,-);.
Si Py désigne la projection orthogonale sur le sous-espace de E° ou de E' engendré par

Ree™ 0 < |n| < N, on a pour tout élément u = Y g, < Reane™ de P, ||[(I — Py )ullf =

47 ZN<”<M|an| < N2+1 ZN<”<M(1 + |n|?)|an|* = N21+1 |u|2. Donc I est la limite dans
L(E!, E%) de la suite d’opérateurs de rang fini (Py)y, donc est compacte.

. Onalv+hlg=®+hv+h)=|v|3+2{v,h)o+ ||h||2. Comme h — (v,h)o est linéaire

continue et que [|k||3 = o(||k[lo), h — 0, on voit que Fy(v) = 3||v||3 est dérivable sur E°
de dérivée DFy(v) - h = fozﬂ v(z)h(x) dz. Comme ;! est linéaire continue de E° dans E*
elle est différentiable en tout point de EY. Il reste donc & voir que w — fo% a(z)wM du
est différentiable sur E'. Soit h € E', de norme majorée par 1 dans cet espace. Posons
q(z,2) = a(z)z™. Par la formule de Taylor, on a pour tout

182

ol () + () —g(ar u(w)) = L)) ha)+ [ L ue)+eh(@) (1 1) di-h(z)

< 0

Comme d’aprés 1. (b) E' s’injecte continiiment dans C{, on a pour tout z |u(x)| <
|lul|1, [R(x)] < ||R|l1. Si on intégre 'égalité précédente de 0 & 2, on obtient

27r8

27 27 q 9
/ o(z, u(@) + h(z)) dz —/ a(wyu(@))de— [ L@ u(@) - hlw) do| < I
0 0 0 z

Par conséquent, F' est différentiable et

= / u ) da — 02”Ma(a;)(a;%(x))M—la;lh(x)da;



pour tout h € E°.

. On applique la partie I. Comme F est C2?, v — VF(v) est lipschitzienne. Par construc-
tion, F(0) = 0, et comme M > 4 et que par 1. (b) et (c) sup|d; v(z)| < Clv|jo, on a
f027r a(x)(9; 1v(x))M dz = O(||v||}) lorsque |Jv]jo — 0. Si p = ||v||o est assez petit, on a donc
F(v) > 3p* — O(p®) > 1p?. De plus, si vy est fixé non nul et si R — +o0,

27
F(Ruo) = —RM /0 a(2)(0: Yoo)™ d + O(R?),

donc pour R assez grand, F'(Rvg) < 0 (puisqu’on suppose a strictement positif et M pair).
La condition (%) de la partie I. est donc satisfaite, ce qui permet d’applique la question 7.
de cette partie.

. On a les égalités

Flon) = llnlly = [ of)(0 enla)) ™ da
DEGn) n = enlly = M [ a) 0 ena) -

De plus F'(vn) — c et |[DF(vy)|| (g0, poy — 0. Alors, pour tout e > 0, il existe ng tel que

sin > ng
€

2m _ 1
| a@)@; @) do < pllvall+ 57 ol

Comme F'(vy,) est majorée par une constante C, on en déduit

€

1
[allg < €+ 7 l1allc + 55

M

1
5| Jonll.

On peut touours supposer ||vy,|lo > 1 (sinon la conclusion est triviale) et déduire de I'inéga-

lité précédente (% — ﬁ — ﬁ) |on |2 < C, qui donne le résultat si € est assez petit, puisque

M > 2.

. D’apres la question précédente la suite (vy,), est bornée dans E° et d’aprés la question 2.
0, ! est compacte de E? dans lui-méme. On peut donc extraire de (vy,), une suite telle que
Lon)n converge.
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