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1 Introduction

L’apprentissage supervisé est un domaine dont l'objectif est de pouvoir prédire une sortie (par exemple la
race d’un chien) & partir d’une entrée (par exemple une photo de chien). Pour ce faire, un algorithme apprend
une fonction de prédiction a partir d’'un nombre fini d’exemples de couples entrée-sortie (c’est pour cela que
lon parle d’apprentissage supervisé).

Le cadre théorique de I’apprentissage supervisé a été développé a partir des années 90 dans le cadre statistique
habituel d’un dilemme biais-variance : il s’agit en effet d’apprendre avec un modéle suffisamment complexe pour
que le biais ne soit pas trop grand, i.e. que le modéle ne soit pas trop simple, et en méme temps que le modéle
ne soit pas trop gros par rapport au nombre de données, sans quoi les observations ne seraient plus significatives.

Cependant, a ce cadre statistique vient s’ajouter un probléme d’optimisation : en effet, il s’agit de pouvoir
calculer de maniére effective une fonction de prédiction ; le temps et la complexité en mémoire de ce calcul est
donc également a prendre en compte.

De maniére générique, il s’agit donc de traiter simultanément trois problémes.

1. Tout d’abord un probléme de modéle : quel est Perreur liée au modéle ? A la paramétrisation ? Quelle est
la complexité du probléme d’apprentissage et comment la caractériser ?

2. Ensuite, un probleme statistique lié a la variance au sein de ce modéle. Ce probléme, tout comme le
précédent, est abordé par des moyens de statistiques classiques, inegalités de concentration, analyse non-
asymptotique...



3. Enfin, un probléme d’optimisation : comment trouver un bon prédicteur de maniére computationellement
efficiente 7

Cette introduction au domaine de recherche vise a introduire la cadre théorique de I’apprentissage supervisé
et & essayer, dans le cadre des méthodes & noyaux, d’identifier des quantités théoriques qui caractérisent la
difficulté du probléme. Il s’agira ensuite de montrer comment ces quantités impactent la difficulté statistique et
algorithmique du probléme.

Cette introduction au domaine de recherche sera organisée en trois parties. Dans la partie, nous présenterons
une partie de la théorie de I'apprentissage supervisé ainsi que les grands domaines qui y sont liés. Dans la
deuxiéme partie, nous verrons le cadre des méthodes & noyau, ainsi que les objects qui permettent de caractériser
la difficulté d’un probléme dans un cas simple. Dans la troisiéme partie, nous situerons notre travail de recherche
et en décrirons, dans les grandes lignes, les objectifs.

2 Théorie de 'apprentissage

Dans cette partie, nous parcourons de trés loin une partie la théorie de ’apprentissage ainsi que ses principaux
enjeux : proposer une cadre a la rencontre des statistiques, de I’analyse fonctionnelle et de I'optimisation pour
modéliser et controler la complexité a la fois statistique et computationnelle d’un algorithme d’apprentissage.

2.1 Apprentissage statistique

L’apprentissage supervisé a été théorisé a partir des années 1990 (voir les travaux de Vapnik [18] ou encore
le livre de référence par Hastie et al. [9]) ; il s’agit de prédire une sortie Y € Y a partir de données X € X que
I’on suppose liées. On différencie habituellement :

e les problémes de classification, ot ) est un espace discret et ol I'objectif est d’associer & chaque donnée
x € X une catégorie y € Y (on se place trés souvent dans le cadre de la classification binaire on ) =
{_17 1}) 5

e les problémes de régression, o Y C R.

Nous nous plagons dans une cadre probabiliste ot nous supposons que Z = (X,Y’) est une variable aléatoire
de loi p. 11 s’agit ici de trouver une bonne fonction de prédiction f € M(X,Y) ou M(X,)) désigne ’ensemble
des applications mesurables de X' dans ). Pour mesurer la qualité de cette fonction de prédiction, on introduit
le plus souvent une fonction de perte

0:ZX M(X,Y)— Ry

ot Z =X x Y, Uz f) = L.(f) = Ly (f) est une mesure de Perreur entre f(x) et y. Le risque ou encore
risque de généralisation ou risque en espérance est lespérance de la perte lorsque (z,y) suit la loi de (X,Y)
que l'on note R(f) := E.z [,(f)]. L’objectif général de lapprentissage supervisé est de trouver une fonction
de prédiction f de risque petit, c’est a dire tel que
R(f) ~ inf R
(D=, nf  R()
Si I'infimum est atteint en une fonction f,, 'objectif est donc de calculer f,. Les fonctions de pertes les plus
utilisées sont le plus souvent de la forme £, (f) = I(y, f(z)) o l: Y x Y — Ry, et on a les exemples suivants :

e la perte quadratique (((z,y), f) = 3|y — f(z)|?

e la perte binaire £((z,y), f) = 1j)», en classification. Cette perte est souvent relaxée dans le cadre
de la classification binaire et on préfére des pertes plus lisses comme la perte logistique ¢((z,y), f) =
log(1+4exp(—yf(x))) ou plus généralement des pertes de la forme ¢(yf(x)) ou ¢ est convexe décroissante.

, qui sert surtout en régression;

En apprentissage comme en statistiques, nous avons accés a la loi du couple (X,Y’) uniquement a travers
un nombre fini n € N d’observations (zy,yx)1<k<n € (X x Y)". On fait 'hypothése que ces observations
sont indépendantes et identiquement distribuées selon la loi du couple (X,Y’). Formellement, un algorithme
d’apprentissage est une statistique sur X x ), soit la donnée, pour tout n € N, d’une application mesurable

fo (X X V)" = M(X,Y) (ou la classe des espaces probabilisés sur M (X, )))

qui & tout échantillon de taille n (zk, yx)1<k<n associe une fonction (X,Y’) mesurable fn ((@k, Yk)1<k<n) €
M(X,)), (potentiellement elle-méme stochastique ; formellement, il faut associer un espace probabilisé et une
variable aléatoire sur cet espace & chaque échantillon). Ainsi, I'algorithme peut étre vu comme une suite de
variables alétoires f,, sur (X x Y)", p®") a valeurs dans M(X,)).



2.2 Minimisation du risque empirique et dilemme biais-variance

Etant donné n échantillons (ks Yk )1<k<n, le premier probléme pour définir une bonne statistique f,, est que
nous n’avons pas accés a la fonction de risque R & minimiser, mais uniquement & la fonction de perte £. On
minimise donc le plus souvent le risque empirique comme substitut du vrai risque :

focarg i Ralf)i= S (), )
i=1

FEM(X,Y)

Pour la perte quadratique, c’est la régression des moindres carrés, introduite formellement par Legendre en 1805
[11] et Gauss en 1809 [8] dans leur travaux sur les corps célestes.

Minimiser sur 'espace M (X, ) est beaucoup trop fort ; toute fonction telle que f(z;) = y; est un minimiseur
du risque empirique, et peut avoir un trés mauvais comportement en risque en espérance. Il s’agit donc de
régulariser le probléme. Cette régularisation peut prendre les deux formes suivantes (qui sont en fait équivalentes
a la deuxiéme).

e Elle peut passer par la restriction de la minimisation du risque empirique & un sous-ensemble F C M(X,))

de fonctions de X dans Y : .

A A 1

fn € arg?gg Rn(f) = E l_zlg(@jlvyl)? f)
Ce sous-ensemble de fonctions F est souvent défini comme un modéle linéaire. Pour cela, on se donne
une représentation ou changement de représentation ¢ : X — H qui est une application qui envoie les
données X' dans un espace de Hilbert H dans lequel, la géométrie euclidienne de H restreinte a ¢(X') est
discriminante pour 'estimation de la sortie Y. On identifie ensuite I'espace F a ’espace de Hilbert H
en posant f(z) = (0,¢(-)) ou 6 € H. Ainsi, f est une projection de la représentation des données dans
une direction particuliére #. En minimisant le risque, on cherche alors la direction la plus discriminante
pour estimer la sortie Y. Lorsque X = RY, et que la représentation ¢ est donnée, on parle de modéle
paramétrique car on représente alors les données X par un nombre fini d de paramétres. Comme nous le
verrons plus tard, il est également possible de définir implicitement la représentation ¢ ; on est alors dans
un cadre non-paramétrique.

Ce qui peut paraitre étre un simple modéle linéaire pour les fonctions f peut étre trés complexe; cette
complexité dépend de celle de la représentation ¢ des données. Depuis les années 2010, c’est 'apprentissage
d’une bonne représentation qui est au coeur de la partie expérimentale de 'apprentissage par réseaux de
neurones profond, ou I'objectif est d’apprendre une représentation ¢ parmi une classe paramétrée de
représentations (¢o); l'algorithme minimise alors le risque empirique £ 3" | I((x4,:), (8, ¢a(:))2) non

seulement en fonction de # mais aussi en fonction de «, afin de trouver a la fois la meilleure représentation
¢ et la direction 6 la plus discriminante.

e La régularisation peut également passer par la pénalisation des fonctions au mauvais comportement avec
un régulariseur Q : F — Ry

fir € avgmin Ry (f) i= Bu(f) +20()

) peut étre une norme ou une norme au carré (norme L' si 'on souhaite des fonctions parcimonieuses,

norme L? si on souhaite des fonctions de faible variance...). Ce régulariseur ajoute un biais & notre
estimateur qu’il faut controler grace au parameétre .

Dans tous les cas, il s’agit de se restreindre a des fonctions dotées d’une certaine régularité, et donc en un
sens a des espaces de fonctions plus petit. Dans ce qui suit, nous allons motiver un peu plus le besoin de définir
des notions de régularité et de taille des ensembles de fonctions sur lesquels nous voulons travailler.

Dilemme biais-variance

Supposons que nous ayions calculé notre estimateur f; comme minimiseur du risque empirique (régularisé)
sur une classe de fonctions F :

n

fir € argmin Ry(f) = %Zﬁ((ﬂci,yi), )+ 2(f)

i=1

et que nous voulons maintenant borner son risque. Une conséquence des définitions est I'inégalité suivante :



Proposition 1 (décomposition de l’erreur).

A : . A : PN : A
R(f7) _feﬁﬁi,y)mf) < flngR (f) —feﬂlAr&y)R(f)JrR (fn)—flg;R (f)

erreur d’approximation

0t R = R+ A\Q et on a également la borne suivante :

A £ : A N
R (fn)—;gffR (f) < 221615)r R(h) — R, (h)

erreur de fluctuation

e l'erreur d’approximation est l’erreur que ’on commet en se restreignant a F et en régularisant par A ; elle
décroit au fur et & mesure que la "taille" de F augmente et que A diminue;

° est erreur que ’on commet en minimisant le risque emprique (régularisé) et non le
vrai risque. Cette erreur a tendance a croitre au fur et 4 mesure que la taille de F augmente, comme le
suggeére la borne;

e lerreur de fluctuation est une borne uniforme sur la différence entre le vrai risque et le risque empirique
‘RA — Rf‘b‘ : il croit donc au fur et & mesure que la taille de F augmente.

Nous avons donc ici un dilemme biais-variance ou biais-fluctuation ; il faut faire un arbitrage entre les deux pour
que ces deux termes soient idéalement du méme ordre. Lorsque 'erreur de fluctuation est trop importante, on
parle de sur-apprentissage ; le minimiseur "colle" trop aux données sans capturer la régularité du phénoméne
sous-jacent qui va permettre de bien généraliser. Lorsdque 'erreur d’approximation ou erreur de modéle est
trop importante, c’est que le modéle est trop simple.

2.3 Bornes sur ’erreur de fluctuation

De maniére générale, I’étude de 'erreur de fluctuation comprend deux éléments :

e une notion de "taille" /"dimension" /"complexité" du modéle, liée a la classe de fonction F et au régulari-
seur A);

e au nombre d’échantillons n.

Le premier exemple trés simple est de considérer que 'espace H est fini et que la perte [ est & valeurs dans
0,1]. Une application directe du lemme de Hoeffding (voir par exemple [5]) montre que pour tout § > 0
g

log(|F]) + log 2

P (max ’R(h) - Rn(h)‘ > e) <16, avece® = :
n

heF

Cette borne trés naive contient pourtant deux éléments essentiels : en effet, I'erreur de fluctuation, et

donc a fortiori 'erreur d’estimation, serait de l’ordre 4/ % avec forte probabilité. De maniére, générale,
la majoration de l'erreur d’estimation par une borne uniforme meéne & ce que l'on appelle des tauzx lents,
typiquement de l'ordre de /1/n.

De fagon plus générale, pour obtenir des taux lents, on a le résultat fondamental suivant (voir par exemple

[4])

Théoréme 1. Supposons ici que l’on se place dans le cadre de prédicteurs linéaires f(x) = f-¢(x) ovp: X — H
avec H un Hilbert, que la fonction de pertel est de la forme l(y, f(x)) et est G—lipschitz en la deuziéme variable,
que les données sont bornées (||o(X)|| < R) et que l'on minimize le risque empirique en ajoutant la contrainte
[|fll% < D, c’est & dire sur lespace des fonctions F :={f | ||f|lu < D} , alors avec forte probabilité, on a

- < GRD

Jsflelg R(f) - Rn(f) — \/ﬁ

Démonstration. Le premier element essentiel de cette preuve est d’introduire la complexité de Rademacher, outil
essentiel pour mesurer la taille de I’espace de fonctions et pour borner 'erreur de fluctuation. On définit cette
complexité de la facon suivante

R, =E

1 n
sup (n Zekfzk (f))] ou les e, ~ 2B(1/2) — 1 sont i.i.d. et indépendantes des Zj := (X, Y%)
FeF\"im1



Pour controler 'espérance du terme de fluctuation (voir par exemple [4]), on utilise une méthode de symé-
trisation pour obtenir

E |sup [R(f) ~ Rulf)]| < 2R,
fer
Ensuite, on utilise le lemme de Ledoux-Talagrand ([10]) pour borner la complexité de Rademacher R,, < R\%D

en sortant la constante de lipschitz de ’espérance.

Enfin, on controle 'écart de sup ;¢ »

R(f) — Ru(f )’ 4 sa moyenne en utilisant une inégalité de concentration
du type MacDiarmid (voir [5]). O

Ici, la complexité de Rademacher remplace y/log|F|/n pour définir la taille de la classe de fonctions F par
rapport aux données; il existe d’autres fagcons de mesurer cette taille comme ’entropie de Vapnik (voir [18]),
ainsi que des fagons d’incorporer la régularization par pénalité comme nous le verrons plus loin.

Les taux de décroissance de ’erreur de fluctuation l'ordre de ﬁ sont qualifiés de "lents" ; en effet, ils peuvent
étre obtenus sans hypothése particuliére sur les fonctions de perte R. En particulier, dés lors que 'on suppose
que la fonction de risque est p-fortement convexe (on dit que F' est u-fortement convexe si F' — £|| - |2 est
convexe), alors on obtient des taux rapides de I'ordre de O(5L-) (voir par exemple [6]). Ainsi de fagon générale,
lobjectif général est de trouver des conditions de régularité sur la classe de fonctions F et sur la fonction de
perte [ telle ques que I'on obtienne de meilleurs taux de décroissance.

2.4 Optimisation

En apprentissage statistique, la dimension de I'espace de fonction F peut étre trés grande, du méme ordre
que le nombre d’échantillons, voire infinie dans le cas d’un espace de Hilbert, et le nombre d’échantillons n peut
étre lui aussi trés grand, de I'ordre de 10° 108. Cela rend le calcul exact du minimiseur du risque empirique trop
couteux comme le montre ’exemple suivant.

Placons-nous dans le cas simple d’un modéle linéaire en dimension d; on se donne ¢ : X — R? une repré-
sentation des données. Supposons que l'on se place dans le cadre de la perte quadratique. Si ® € R™*? est
la matrice dont la i-éme ligne est la représentation ¢(x;)? du vecteur z;, le risque empirique est de la forme

R.(0) = ISy - ®0],)° et donc son minimiseur est 0, = (@Tq))fl Ty,

Nous voyons bien que si d est grand, I'inversion de matrice a une complexité de O(d?) ce qui est beaucoup
trop dés lors que d est de 'ordre de n. Ainsi, il faut trouver une alternative a la simple minimisation du risque
empirique et trouver des estimateurs aux bonnes propriétés statistiques qui ont également de bonnes propriétés
computationnelles. Dans [?], Bottou et Bousquets rappellent deux grands principe : que 'objectif n’est pas de
minimiser le risque empirique mais bien ’erreur de généralisation et qu’il est inutile d’optimiser au dela du taux
statistique.

Dés lors que la fonction de perte est convexe en 6, les problémes de minimisation du risque et du risque
empirique sont des problémes convexe : le probléme de minimisation du risque empirique est donc un probléme
d’optimisation convexe.

Les problémes d’optimisation venant de 'apprentissage supervisé ont deux caractéristiques particuliéres :
1. Tls sont en trés grande dimension.
2. Il ne faut les résoudre que jusqu’au moment ol 'on atteint I'optimum statistique.

Ces deux propriétés ont induit un changement de paradigme majeur : tandis qu’avant, les algorithmes étaient
des méthodes du second ordre faisant intervenir la Hessienne, les algorithmes pour ’apprentissage ne peuvent pas
se permettre de faire rentrer la Hessienne en mémoire et donc sont majoritairement des algorithmes du premier
ordre. Nous ne nous étendrons pas sur toutes ces méthodes mais mentionneront simplement deux approches
majeures.

1. La premiére est apparu dans les années 1980 dans 1’école russe d’optimisation emmenée par Nesterov et
Nemirovski. Elle a visé a donner un cadre théorique a la convergence des méthodes d’optimisation convexe,
comme les méthodes de Newton ou les méthodes de gradients. Par exemple, un résultat typique est le
suivant



Proposition 2 (Voir [14]). Soit f € F}(R?) l’ensemble des fonctions conveze L-lisse, c’est a dire deuz-fois
dérivables et dont les Hessienne sont magjorées par Ll;. Alors si étant donné 0y, on définit

1
on = '9n—1 - Efl(en—l)

Alors cette méthode de gradient satisfait

2L||10g — 6.||
f(0n) — f(0:) < Taid

De plus, si on rajoute de la stricte convezité de parameétre p, alors les mémes itérées convergent linéairement
vers 'optimum :

100 = £6.) < (1= 2" (7(60) - 1(60.))

Le but est donc de trouver des critéres de régularité des fonctions convexes pour pouvoir contréler leur
convergence. Ces méthodes peuvent étre accélérées (voire également [14]).

2. La deuxiéme approche majeure est I’approximation stochastique. Elle a d’abord été introduite par Robbins
et Monroe ([?]) et consiste & construire la suite aléatoire suivante :

071 — 9n—1 — Tn (h(an—l) + 671)

ou l'on a une filtration F,, associée a 6, ; on suppose que E[e,|F,—1] = 0. Dans el cas de la minimisation
d’une fonction convexe, on prendra typiquement h = f’ méme si le cadre de ces méthodes ne se limite pas
du tout aux fonctions convexe. Dans cas, on parle de descente de gradient stochastique (SGD).

Ces deux approches sont évidemment reliées et ont formé un duo trés puissant pour s’attaquer a la mini-
misation de fonctions de perte de la forme f(0) = %Z?:l fi(9), omni-présentes en apprentissage (comme on le
voit, le risque empirique prend naturellement cette forme). Cela a mené a de nombreux algoritmes de descente
de gradient stochastique comme SGD, SAG, SAGA (voir par exemple [?]).

3 Meéthodes a noyaux

Dans cette partie, nous présentons les méthodes & noyaux qui forment une classe importante de méthodes
d’apprentissage non-paramétriques. Nous commencerons par définir ce qu’est un espace & noyau, puis nous
regarderons comment le probléme de minimisation du risque empirique se traduit dans ce cadre. Nous verrons
ensuite, dans le cadre spécifique de la régression linéaire, une maniére de mesurer la taille de ces espaces ainsi
qu’une fagon de définir une notion riche de régularité des fonctions dans ces espace. Enfin, nous mentionnerons
et fairont 1’ébauche des bornes que 'on peut obtenir sur 'erreur d’apprentissage en fonction des différents
paramétres de régularité que nous aurons introduit avant.

3.1 Espaces a noyau reproduisant (E.N.R.)

Afin d’avoir une erreur d’approximation faible, il est important de pouvoir minimiser le risque empirique sur
une classe de fonction suffisamment grande mais qui posséde une certaine régularité. Les modéles paramétriques,
ot la classe de fonction est de la forme (fj)sco ot © C R? sont parfois trop restrictifs ; en un sens, la régularité
est trop forte ou du moins trop dépendante de cette paramétrisation. Une autre approche pour avoir des espaces
de fonctions H réguliers est de considérer des espaces de Hilbert de fonctions : ils sont plus riche et la régularité
n’est pas conditionnée par la paramétrisation. Plus specifiquement, nous allons ici considérer des espaces de
Hilbert particuliers, les espaces a noyau reproduisant (ENR).

Ces espaces et leur définition peut étre abordée de plusieurs maniéres. Le premier point de vue est le suivant :

Définition 1 (ENR par la continuité de 1 ’évaluation). Soit X un espace, H C RY un espace de Hilbert de
fonctions de X a valeurs dans R. On dit de H qu’il est a noyau reproduisant si

Vee X, L, : f € H f(x) est continue

De maniere équivalente,
K, € H, Vf e H, {f,K,) = f(z)

et Uon a ||Ly||- = || Kzl



e La fonction K : (z,y) € X X X — K, (y) € R est appelé noyau ou noyau reproduisant associé a l’espace
H et est symétrique définie positive, c’est & dire que pour tout (z,2') € X2, K(x,2') = K(a',2) et pour
tout (x1,...,x,) € X" et (a1, .., ap) € R, 330 @i K (w5, 25)e5 > 0.

e La fonction ¢ : x € X — K, € H est appelée représentation de X dans H.

Par exemple, les espaces de Sobolev H*(R%) pour s > g sont des espaces & noyau reproduisant. Ce point
de vue est centré sur les espaces de Hilbert de fonctions eux-méme, et se sert de ces propriétés d’espaces a
noyau comme outil pour étudier ces espaces de fonctions. On les voit par exemple apparaitre dans les travaux
de Bergmann ([3]).

L’autre point de vue est de partir d’'un noyau K : X x X — R, c’est a dire une fonction & deux variables
symétrique semi-définie positive comme dans la définition précédente.

Définition 2 (ENR par le noyau semi-défini positif). Supposons que l'on ait un noyau semi-défini positif
K: X xX — R et définissons
Ve, Ky, :ye X — K(z,y) €R

Soit Vi Uespace vectoriel {35_, a; Ky, | p €N, (a;) € RP, (x;) € XP} le sous-espace vectoriel de RY par en-
gendré par (K;)zex que Uon muni du produit scalaire suivant

p q
> iKY BiKy, =Y aiK(xi,y;)B;
i=1 j=1 @]

Alors le théoréme d’Aronszajn [1] motre qu’il existe un unique espace ¢ noyau reproduisant de noyau K (4
isomorphisme pres) et que c’est le complété de Vi .

Ici, le point de vue est centré sur les noyaux eux-méme : ’objectif est de construire, & partir de K que 'on
peut voir comme une mesure de similarité sur X, un espace de Hilbert qui refléte cette mesure de similarité
sur les données. Géométriquement, cela signifie que I'on plonge X dans un espace ou la géométrie Hilbertienne
refléte cette mesure de similarité. Les noyaux semi-définis positifs ont d’abord été introduits et tudiés par Mercer
[12] et l'existence d’un unique Hilbert a tout noyau a été prouvée dans le cas général par Aronszajn en 1950
(voir [1]).

Les exemples les plus classiques de noyau sur R% sont les suivants :

e les noyaux linéaires, K (z,y) = (z-y)" ,m € N;

e les noyaux exponentiels K (z,y) = exp (—@) avec o > 0;

2
e les noyaux gaussiens K (x,y) = exp (f@) avec o > 0.

3.2 Minimization du risque empirique dans les espaces & noyau

Supposons maintenenant que la fonction ¢ de perte soit de la forme £,(f) := l(y, f(z)) ou I : (y,y') €
R x R — R, est une application convexe en la deuxiéme variable et placons nous dans le cas oil ’espace de
restreint de fonctions F est un ENR A de noyau K. Le probléme de minimisation du risque de généralisation
s’écrit toujours

inf  E[I(Y, f(X
et (1Y, f(X))]

La facon la plus classique de trouver des estimateurs est de consdiérer la minimisation du risque empirique
régularisé (par régularisation de Tikhonov aussi appelée régression Ridge) :

. 1 A
inf () =~ 1w (f Ka) + 5113

feu i=1
On a alors la propoissition suivante :
Proposition 3. [ existe un unique minimiseur du risque régularisé f;L\ De plus, il appartient o H, =
span(Ky, )1<i<n-

Démonstration. L’existence d’un unique minimiseur vient du fait que le probléme régularisé est fortement
convexe. Le fait que la solution soit dans H,, vient du théoréme de représentants, c’est a dire que si Py, désigne
le projecteur orthogonal sur H,,, pour tout f € H et 1 <i <n, f(z;) = Py, (f)(xi) et Py (f)(zi) =0, de qui

montre que R, (f) = Rn(Py, (f)). -



Cette proposition montre que le probléme de minimisation du risque empirique régularisé est en fait un
probléme de dimension finie : si on cherche la solution sous la forme f} = 3" | a;K,,, alors a est la solution

au probléme
1 A
min — le(yi, [Knnal;) + gaTKnna (1)

a€R™ N 4

ou K, est la matrice K, := (K(xi,xj))1<ij<n.

Perte quadratique

Dans le cas de la perte quadratique I(y,y’') = %|y — /|2, on peut faire les remarques suivantes.
e Si Y admet un moment d’ordre deux, i.e. E[|Y|?] < oo, alors le probléme de généralisation

inf E[|Y — f(X)|?
el Y = f(X)]?]

admet une solution f, = E[Y|X] qui est 'espérance conditionnelle de ¥ sachant X. De plus, cette solution
[, est dans L?(X, px) ol px est la loi marginale de p sur X.

e Le minimiseur & du risque empirique (solution de (1)) est de la forme & = (Kpn + AnI) 'Y, ou ¥V € R™
est le vecteur des ;.

Deux questions se posent alors naturellement dans ce cas simple :

e Quelle sont les erreurs d’approximation et d’estimation des estimateurs ]‘2‘ ? Plus précisément, comment
choisir le bon A7

e Est-il possible de faire un algorithme efficace pour calculer une approximation de f,i‘ aux bonnes propriétés
statistiques ? Plus spécifiquement, peut-on faire mieux que O(n?®) que 'on aurait en résolvant naivement
le systéme précédent ?

3.3 Theoréme de Mercer et opérateur de co-variance

Continuons de nous placer dans le cadre de la perte des moindres carrés. Comme nous ’avons vu, le probléme
de généralisation a, sous certaines conditions simples sur Y, une solution dans L?(X, px). La premiére question
naturelle est de savoir si H est dense dans L?(X, px) ; c’est le point de vue des noyaux universels, voir [13]. Plus
généralement, on souhaite comparer les espaces H et L?(X, px), et ceux pour deux raisons : 1) pour caractériser
la régularité de la solution f, de fagon plus subtile que juste savoir qu’elle est dans L? et 2) pour comprendre
précisément comment la norme de H se comporte vis-a-vis de la norme de L2

Dans cette partie, on suppose que X est séparable, et que K est continu et borné. Cela implique que ’espace
H s’injecte continuement dans L*(X, px) en posant S : f € H — f- Ky € L? et que application conjuguée

S0 € X px) = [ D@)Kodpx € H T LA(Xpx)

est une application surjective continue de L?(X, px) dans H. Pour comprendre le lien entre L2(X, px) et H,
il est naturel d’introduire des espaces d’interpolation entre ces deux espaces, c’est a dire une suite (H")o<r<1
d’espaces de Hilbert tel que H® < H", s < r et tel que H® = L?(X, px) et H'/? = H. Ainsi, plus r est grand,
plus les éléments de H" sont réguliers et donc H" est en un sens petit.

On utilise 'opérateur de noyau K T pour définir ces espaces :
T =255" tel que T(¢) =z +— / Y(x)K(x, z)dpx
x

Définition 3. En supposant toujours que K est borné et que X est séparable, on a les propriétés suivantes :
— T est auto-adjoint et compact ;

— Le suppléntaire orthogonal Ker(T)* du noyau de T dans L*(X,px) admet donc une base orthonormée
de vecteurs propres (¢;)icr € L*(X, px) associés aux valeurs propres (p1;)ic; > 0 que l’on peut supposer
rangées en ordre décroissant (en effet on peut prendre I = [1,n] si T est de rang fini et I =N sinon) ;

— T= Zie[ 1ii Qr2 ¢
— Les %q&i forment une base orthonormée de ‘H



Pour r €]0,1], on définit T" :
" 4p= Z%‘@ €L — ZM?%‘@
icl il
et H' :=Im(T") = {Zie[ a;idi | D er % < oo} muni du produit scalaire induit par T". De plus, H = H'/2.
Grace & ces espaces d’interpolation, on peut caractériser la régularité de la fonction objectif f, pour ensuite

montrer 'influence de cette régularité sur les taux statistiques des estimateurs ainsi que sur la complexité des
algorithmes.

Hypotése 1 (Condition de source). On fait souvent ’hypothése suivante :

feH" pour un certain r € [0,1]

Cela revient donc a faire une hypothése de régularité sur la solution au probléeme de généralisation.

Si f, € L?, cela correspond a r = 0. Si f, € H, alors la condition de source sera vérifiée pour r = %

Remarquons que l'opérateur C' = S*S = E[Kx ® Kx| € L(H) est caractérisé par la relation suivante :
Vf7 g€ H, <f7 Cg>7~[ = <f7 g>L2(X,pX)

et que 'ona C =3, (iq’)i) Rn (Hi(bz) On voit que les p; caractérisent la taille de 'espace H vis & vis

de L?; un grand pu; correspond & une direction ¢;/ju; dans H ayant une grande influence sur la norme L? alors
que de petits p; correspondent & des directions dans #H ayant peu d’impact sur la norme L2.
Il est donc naturel de caractériser la taillle de ’espace H par rapport & L? par la condition suivante :

Hypotése 2. Le taur de décroissance des valeurs propres p; est de lordre p; < %j pour une parametre o €
[1,4+00]. Alternativement, on peut voir cette condition de la maniére suivante :

Tr((C + AI)710) < Q2A~Y/«
L’introduction de 'opérateur T" et des epaces H" est donc motivé pour deux raisons :

— pour trouver une fagon simple de caractériser la taille de ’espace H grace au parameétre «; ceci est lié &
I’étude du terme de fluctuation ou d’estimation ;

— pour trouver une fagcon simple de caractériser la régularité de la solution au probléme de généralisation
grace au parameétre r; ceci est liée a I’étude du terme d’approximation.

3.4 Reésultats et fluctuations

Ces critéres de régularité ont permis d’obtenir des taux dans le cas de la régression des moindres carrés avec
régularisation. Soit R* le risque régularisé et f* le minimiseur de ce risque.
Dans ce cas, 'estimateur

R 1 n

A : 2 2
€ — D=yl A

fa € argmin i§1|f(9€) yil” + Al ]

a les caractéristiques suivantes :
— le biais ou erreur d’approximation R(f*) — R(f,) est de I'ordre de A\?"
— Terreur d’estimation R (f)) — R (f*) est de lordre de n=1A~1/@
Donnons une idée des "preuves" de ces résultats.
Démonstration. 1. Etablissons une décomposition biais-variance un peu différente de celles énoncées pré-

cédemment. Remarquons d’abord que le risque R peut s’exprimer de la maniére suivante (grace a la
caractérisation de lespérance conditionnelle) :

VF € 12X, px), RU) ~RUp) = IIf ~ FollEapn)

Et donc 1 1
Vf € H, R(f) = R(f,) = SI1Sf = follie = 5(f.CHwu — (f. 5" foln



On peut donc obtenir la décomposition biais-variance suivante :

N / N R
(R ~RUN) " <118 (2 = ) lle + 185~ Fllae < 107 (72— 1) 1+ 1S5~ Fylles
. N /
<@ AN (22 = PY 4 ISP~ Follee = (R -RM) " + (RGN - R()

1/2

ou C' est U'opérateur de co-variance.

2. Pour borner I'erreur d’approximation, on remarque simplement que f* = (C + \I)~1S* fp, ce qui montre
que vu comme une fonction de L2(X, px), on a f> =T(T + \)~Lf,.
Puis :

_ _ P -
12 = Foll 2 oy = NTHN)TIT = follie = NXITHAD T IP < N2 ([T +ADT Tl < A1l e

3. Pour borner lerreur de fluctuation, on remarque que la dimension effective du probléme est Tr((C +
A)~1C), et donc que les I'opérateur de co-variance régularisé C+\I et 'opérateur de covariance empirique
régularise C,, + A = 1 3™ | K, ® K,, sont proches dés que n > Tr((C'+AI)~'C) (on utilise une inégalité
de concentration sur les opérateurs au moyen de leur dimension effective). C’est dans l'estimation de
lopérateur C + A par C,, + M que la quantité n~ITr((C + M )~1C) apparait.

O

En combinant ces deux erreur et en optimisant en A\ pour qu’elle soient du méme ordre, on voit que 'on
— . _ _2ra
peut espérer, pour A\ = n~ 2ra+1 et donc un exces de risque de 'ordre de n~ 2re+1

Dans [7], Caponnetto et De Vito montrent que ces taux sont optimaux (au sens du minimax), c’est a dire
qu’avec les hypothéses considérées, avec n données, on ne peut pas faire mieux que n~zat1. L'estimateur du
minimum du risque empirique est donc optimal. Cependant, comme expliqué plus haut, son calcul est trop
couteux a priori. Il est donc nécéssaire de concevoir des estimateurs qui ont les mémes propriétés statistiques,
mais dont le calcul est plus aisée.

4 Domaine de recherche, travaux et directions futures

Dans cette partie, nous montrons le point précis ou se place notre domaine de recherche actuel. Dans la
premiére partie, nous introduisons une méthode algorithmique qui permet de guarantir une bonne complexité
dans le cadre de la partie précédente, sous réserve que l'on ait > 1/2. Dans la deuxiéme et troisiéme partie,
nous présenterons les travaux actuels (inachevés) et direction futur pour étendre certains résultats statistiques
a une classe plus vaste de fonctions de perte ainsi que de trouver des algorithmes performants atteignant ces
taux.

4.1 Algorithmes rapides dans le cas r > 1/2

Rappelons que dans le cas de la régression Ridge, ’estimateur f{l\ minimisant le risque empirique régularisé
est optimal pour un certain A bien choisi. Rappelons que cet estimateur est de la forme

fé‘ = Zaini ou (Kpn+nl)a=74
i=1

Résoudre ce systéme de maniére exacte est beaucoup trop cotiteux. Le point de départ de notre stage de M2
a été larticle [16] qui propose un nouvel estimateur atteignant les mémes taux que celui-ci mais calculable en
temps raisonnable. Cet algorithme repose sur deux idées.

1. La premiére est de réduire la dimension de l’espace dans lequel on optimize par projections aléatoires (ou
projections de Nystrom, voir par exemple [15] ou [17]). Le principe est de tirer un sous-échantillon de taille
M des données aléatoirement (Z;)i<j<n et de minimiser le risque régularisé sur I’espace vectoriel H s
engendré par les Kz, . On peut interpréter cette m éthode comme une méthode de projection des données
(K,,) sur un espace de dimension plus petite M << n. Le probléme devient alors le suivant :

M
fa = Z%‘Kczj ot (Kl yKun + MnKyn) o=KLy
=1
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ot Ky est la matrice des K(Z;,%;) et K, est la matrice des K(z;, ;). Remarquablement, cet esti-

mateur a les mémes propriétés statistiques que ffl‘ sous réserve que M soit assez grand, typiquement de
l'ordre de % Dans ce cas, on peut montrer qu’avec forte probabilité, on a

1(C 4+ AD)M2(1 = Pyp)? < 27

Cette inégalité montre que l'erreur induite par cette projection est essentiellement du méme ordre que
celle induite par le régulariseur, ce qui ne change donc pas l'erreur finale.

2. La deuxiéme est de résoudre le systéme précédent de maniére efficace; en effet, si on résoud le systéme
directement, le calcul de la matrice K1, K, a un cout de Pordre de nM? qui est donc de 'ordre de n?
lorsque I'on se place dans le cadre statistique a taux lents (A = n='/2, R(f}) =~ n~1/?).

L’idée est de ne pas résoudre directement ce systéme mais de le résoudre par une méthode iterative, i.e. de
voir le systéme Az = b (ot A € S;")comme la minimisation de la fonctionnelle quadratique 27 Az — 2b7 z,
que lon peut chercher & minimiser par descente de gradient (le gradient en x est ici Az —b). Ces méthodes
ont I'avantage de ne pas devoir calculer la matrice A explicitement mais uniquement des produits de la
forme Az, ce qui nous permet d’éviter le probléme précédent. En revanche, le nombre d’itérations de cette

méthode de gradient dépend du conditionnement de la matrice A, c’est & dire le rapport entre sa plus
Tmax (A

Omin(A)”
A, c’est & dire de trouver une matrice B telle que BT AB ait un bon conditionnement. Ensuite, il suffit de
résoudre le systéme BT ABz’ = BT'b rapidement et de recouvrir la solution approximative x au probléme

initial en posant xz = Bx'.

grande et sa plus petite valeur propre Cond(A) := Il s’agit donc de pré-conditionner la matrice

Ceci est faisable dans notre probléme si I’on utilise comme matrice B une approximation de la racine carrée
de (K,:LFMKnM + )\nKMM), que l'on obtient en prenant la racine carrée de (%K&MKMM + )\nKMM).
On a alors, avec forte probabilité, une borne sur le conditionnement du nouveau systéme ce qui garantit
la convergence de Palgorithme en temps fini. Le cout devient donc de lordre de nM, soit ny/n dans le cas
des taux lents.

Cette accélération significative et optimal de la régression ridge nous pousse a nous intéresser a de nouveaux
problémes a noyaux. Notamment, nous nous posons deux questions principales 1) est-il possible d’obtenir des
taux pour les estimateurs obtenus par mininisation du risque empirique pour des pertes convexes plus générales 7
2) Est-il possible de créer des algorithmes qui atteignent rapidement ces taux ?

4.2 Généralisation des taux a d’autres fonctions de perte

Il est possible de montrer que les estimateurs obtenus par minimisation du risque empirique régularisé pour
certaines fonctions convexes ont des propriétés proches de celles de la mininisation de la perte des moindres
carrés. Le probléme principal est que le risque ne peux plus s’écrire comme une fonction quadratique, et donc qu’il
n’y a plus forcément de fonction de co-variance naturelle. Cependant, en se placant au voisinage de ’optimum,
on voit que certaines classes de fonctions convexes se comportent comme des fonctions quadratiques et que 1’on
peut donc définir des parameétre semblables & ceux définis plus haut.

Par exemple si I'on fait les hypothése suivantes :

Hypotése 3. e La fonction de perte est de la forme l(y, f(x)) ou | est trois fois dérivable et I®) < Cy1"
o | est My lipschitz et sa Hessienne est My lisse

e La fonction qui minimize le risque de généralisation R(f) = E[I(Y, f(X))] f, est dans H. H désigne la
Hessienne de R vu comme fonction sur H a Uoptimum f,

e La fonction f, satisfait une condition de source de la forme ||H™ " f,||2 = R < 0o pour un r € [1/2,1].
e Les données sont bien conditionnées par rapport & H, c’est & dire qu’il existe o € [0,1] tel que ||(H +
NTV26(X))3, < Q2\~= (analogue de la décroissance des valeurs probres de l'opérateur de covariance)

alors on a le théoréme suivant, qui montre les mémes taux que dans le cas de la régression des moindres
carrés :

Théoréme 2. Soit § > 0. Soit C := R + 4QM; log %. Supposons que l'on ait de la régularité, c’est a dire que
2ra. > 1. Alors il existe un ng tel que pour tout n > ng, avec probabilité supérieure a 1 — 20,

2ra

R(fr);) - R(fp) < 71020 Trera

La méthode de preuve, plus technique, se base sur des propriétés d’estimation des fonctions convexe proche
de 'optimum, en controlant les variation de la Hessienne grace au controle sur la dérivée troisiéme.
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4.3 Trouver des algorithme rapides qui atteignent ces taux

La méthode présentée dans [16] et profondémment quadratique; un premier pas de notre travail a été de

généraliser cet algorithme a n’importe quelle perte quadratique. Ceci peut étre exploitable si I’on minimize le
risque empirique par une méthode d’ordre deux, c’est & dire en calculant des pas de Newton successifs. Le
probléme de ces méthodes est qu’elles ne convergent vite que dans une petite région de I’espace autour de 'opti-
mum ; nous souhaiterions donc trouver une fagon intelligente de se retrouver dans une bonne région rapidement,
en appliquant un algorithme de descente de gradient stochastique avant se faire un pas de Newton, comme
expliqué dans l’article de Bach et Moulines [2]. Nous espérons pouvoir arriver a des complexités en temps de
I'ordre de ny/n ou du moins inférieures a n?.
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