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Présentation

Lors d’expériences scientifiques, les chercheurs sont souvent amenés & propo-
ser des modeles pour décrire les phénomenes étudiés. Pour discuter de la validité
de ces modeles les statistiques fournissent des outils permettant de décider en
un certain sens si I'un d’entre eux est plus valable que d’autre. On s’intéresse ici
4 un test statistique, dit du x?, qui permet de justifier des lois discrétes. Nous
le présenterons aux travers de sa construction et d’exemples liés a la génétique.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Rappels et notations

1.1.1 Variables aléatoires gaussiennes

Si X est une variable aléatoire de carré intégrable, nous noterons E(X)
son espérance et V(X) sa variance. Si sa loi est £, nous écrirons X ~ L.
Rappelons qu’une variable aléatoire gaussienne réelle est une variable aléatoire
X ~ N (m,c?), avec m € R et o > 0, dont la fonction caractéristique vaut

52 0.2
2

E[e®X] = exp (ifm - ) ,VEeR
De simples calculs montrent que E(X) = m et V(X) = o%. De fagon plus
générale, on a la définition suivante :

Définition: Soit X une variable aléatoire a valeurs dans F = R"™. On dit que X
suit une loi gaussienne (ou que X est gaussienne) si pour tout a € E, la variable
aléatoire réelle

n
(0, X) £ Z ;i X;
i=1
est gaussienne.

Si e est une base de F et si e* est sa base duale, cette définition entraine que
(ef, Xy = X; est gaussienne réelle pour tout i et donc de carré intégrable. Via
la norme euclidienne || X||? = X2 + --- + X2, on voit que X est L?. On notera
m sa moyenne et A sa matrice de covariance (que 'on notera Cov(X)) qui est

par définition la matrice symétrique (Cov(X;, X;))1<i,j<n avec
CO’U(Y&, YQ) = E(Yl Yg) — E(Yl )E(Yg)

Dans la suite, on notera A/ (m, A) cette loi. Rappelons la proposition suivante
sur les gaussiennes :

Proposition 1.1 Soit X une gaussienne sur E de moyenne m et de covariance
A. Si F est la matrice dans la base canonique d’un endomorphisme de E, alors
FX est gaussienne de moyenne F'm et de covariance FAF* ot F™* est la matrice
duale de F.
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1.1.2 Rappels probabilistes

Nous rappellerons ici les deux théoréemes tres importants en probabilités et
en statistiques que sont la loi des grands nombres et le théoréme central limite.

Théoréme 1.2 (Loi forte des grands nombres) Soit (X;)i>0 une suite de
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Si E(]X]) < oo alors

S X)) BT E(X)

Une conclusion plus faible de la loi des grands nombres est évidemment la
convergence en probabilité.

Théoréme 1.3 (Théoréme central limite) Soit (X;);>0 une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans un espace
vectoriel E de dimension finie. On suppose que a = Cov(X) existe et on note
m =E(Xy). Alors

L
\/Lﬁ(Xl-i—----i—Xn—nm) —— N(0,a)

Un autre théoreme utile pour prouver une convergence en loi est le suivant :

Théoréme 1.4 (Théoréme de Lévy) Soit (Xi)r>o une suite de variables
aléatoires a valeurs dans E, alors

V¢ e R?, klim E(e’€X%) = B(eX) <= X}, converge en loi vers X
k— 00

1.1.3 Définitions des outils statistiques

Dans cette partie nous définirons les notions de statistique que nous allons
utiliser pour construire le test du x?2.

Définition: On appelle modele statistique la donnée d’un triplet (2, A, (Py)sco)
ol 2 est un ensemble, A est une tribu et (Py)gco est une famille de probabilités

sur (2, A).

Pour notre exposé, on se limitera & © C R¥ | on parle alors de statistique pa-
ramétrique. Si P € {Py;0 € O}, on appelle parameétre de P la valeur 6 telle que
P = Py. En statistique, le but est d’obtenir des informations sur les parametres
qui définissent un phénomene aléatoire a partir d’observations de ce phénomene.
Si ce phénomene prend ses valeurs dans ’espace mesurable (X', B(X)) et que 'on
a une famille de probabilités (ug)eco sur (X, B(X)), il existe une facon cano-
nique de construire un modele statistique pour cette expérience. En effet, si on
on observe n fois le phénomene aléatoire, considérons 2 = X'™ et les applica-
tions X; : Q@ — X de projection qui & un élément w = (z1,...,z,) de Q associe
X;(w) = x;. Chaque X; correspond & une observation du phénomene, on les sup-
pose indépendantes. Si on note A = o(X;;1 < i < n) = B(X)®" et Py = p",
alors on a un modele statistique que I'on appelle n-échantillon.

Dans la suite les quantités indicées par € seront, par définition, définies sous
la loi Py (par exemple Ey (X) est 'espérance de X calculée avec Py). Pour cher-
cher des informations sur les parametres d’une loi il semble naturel de travailler
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avec des quantités qui approche "bien” le parametre. C’est ce que formalise la
définition ci-dessous.

Définition: Soit g : © — R?. On appelle estimateur de g(d) au vu de I’obser-
vation X = (Xi,...,X,) toute variable aléatoire o(X)-mesurable T : 2 — RZ.
Si By (|T']) < o0, on appelle biais de 'estimateur la fonction

bT : 0 —>]Rd
0 — Eg (T) —g(0)

On dit que T est sans biais si by = 0.

Il n’y a pas a priori de regle pour construire un estimateur, cependant on
distingue deux méthodes particulieres :
— Méthode des moments : si Py est une loi p-intégrable et que g(f) est
une fonction continue des p premiers moments de cette loi, alors

— -

On estime g(6) par g(8), = (X},...,X%) ol

Ces quantités s’appellent les moment empiriques, pour k = 1 on parle de
moyenne empirique. ¥ étant supposée continue, la loi des grands nombres
donne

9), — 27, g(0)

n — oo

On dit que la suite d’estimateurs (g(6),,)n>0 est fortement consistante ou
asymptotiquement sans biais.

— Méthode du maximum de vraisemblance : Soient (2, A4, (Py)gco)
un modele statistique et m une mesure o-finie sur ({2,.4). On dit que
le modele est dominé par m si V8 € ©, Py < m. Dans ce cas on pose

Ly = % la dérivée de Radon-Nicodym que I’on appelle vraisemblance.

On dit que 8 est un estimateur du maximum de vraisemblance de 8 si

Ly (w) = max Ly (w)

Dans le cadre d’un n-échantillon, on verra plus tard que sous des hy-
potheses raisonnables, I'estimateur du maximum de vraisemblance 6,, est

tel que
Vi, —8) £ N(0,0°(6))

avec 02(#) optimal dans un certain sens.

1.1.4 Tests d’hypotheses

Le principe général est somme toute assez simple. On se place dans le modele
statistique (2, A, (Py)gco). Soient ©g et O deux sous-ensembles disjoint de O,
en observant w, on veut tester 8 € Q¢ contre 6 € 0.
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On appelle Hy : 70 € ©py” I’hypothese principale ou 'hypothese nulle et
Hy : 76 € ©,” ’hypothese alternative.

Définition: On appelle test toute variable aléatoire d : @ — {0, 1}.

Un test s’utilise grace a une regle de décision :
On accepte Hy <= d(w) =0
On rejette Hy <= d(w) =1
Pour discuter de la qualité des tests, introduisons les quelques définitions
suivantes :

Définition: La fonction puissance d’un test d est 8 : ©; — [0,1] définie par
B(6) = Py(d = 1).

On dit que d est de niveau « si

sup Pp(d=1) < «
AEBy

A priori, un test ou un estimateur dépendent du nombre n d’observations.
Ainsi on parlera de niveau asymptotique « si

sup ( lim Py(d = 1)) <a

§€O@ \TO

La puissance représente la probabilité de rejeter Hy sous Hi. Il semble donc
normal de demander & la puissance d’un test d’étre aussi prés de 1 que possible.
Le niveau quant a lui représente une majoration de la probabilité de rejeter Hy
sous Hy, cette quantité doit donc étre plutot faible. Le niveau traduit I'idée de
confiance que l'on pourra avoir dans les résultats du test. Il est important de
remarquer qu’un test n’est pas symétrique, en effet un test de Hy contre H;
sera en général différent d’un test de H; contre Hy.

1.2 La loi du x?

1.2.1 Laloi v,,

Définition: La fonction gamma est définie sur {z € C[R(z) > 0} par

+0o0
[(z) = / R
0

Proposition 1.5 On a I'(1) = /7.

Preuve: On a I'(3) = f0+°° 2 2e “dr. En faisant le changement de variable
2
u = /2, on obtient I'(3) = \/§f0+00 e Tdu=1
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Proposition 1.6 (Formule des compléments) Soient a,b > 0.

1
R B S G A L
T(a+b) /0 ( )

Preuve: En posant ¢t = u? on obtient
+oo +00 5
I'(a) :/ t*tetat :/ u?* 2™ 2udu
0 0

Les intégrandes dans I'(a) et T'(b) étant positives, le théoréme de Fubini-Tonelli
nous donne

+oo oo -
L(a)'(b) = 4/ / e~ (WD) 201y 20— gy dy
0 0

Puis, par un changement de variables polaires, on a

3 oo
C(a)L'(b) = 4/0 /0 e p?at2=2gin2e=1(9) cos®*=1(9) pdpdf

+oo R 5
= 4/ prati—le=r dp/ sin?¢71(9) cos?*~1(#)dh
0 0

+oo dt ! dz
= 4/ ta“’*le*t—/ 2 (1 —2) o ——= 1.1

1
= T(a+ b)/ t2 11— 1)’ Ldt
0

L’égalité 1.1 provenant des changements de variables t = p? et sin(f) = /7.

Définition: Soient p et a des réels strictement positifs. On appelle loi gamma
de parametre de forme p et de parametre d’échelle a, notée v, ,, la mesure de
probabilité sur R} =]0,+oo[ qui admet pour densité par rapport a la mesure
de Lebesgue la fonction

1 _ T, _
() = gy eap(— ) o el (0)

En choisissant les parametres d’une loi 7, , il est possible de retrouver un
grand nombre de loi de probabilités classiques comme les lois exponentielles
(prendre p = 1 et a > 0 pour avoir une loi £(a)), ...

Proposition 1.7 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles
que X ~ypq et Y ~ 7y 4. Alors X +Y ~ vpiq4.
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Preuve: Notons dx iy (z) la densité par rapport a la mesure de Lebesgue de
laloi de X +Y. X et Y étant indépendantes, on obtient cette densité par
convolution des densités des lois de X et Y :

+oo
deiv(®) = [ pal@iigale - oo
1 : Feo
= WC_;G_(I)—H]) / Q?p_l(Z — m)q_11m>01z>mda:
1 2 # T
— -2 —(p+aq) ,q—1 p—1lr1 _ Z\g-1
F(p)F(q)e a z /0 P (1 z) dz1yo 100 (2)
1 : !
= —2q-(P+a) pta—1q / p=1(1 _ 4)4=1q
e aq z +oo[(Z Y Y Y
NEINE) oeel(2) oy (=)
1 _ Z, _
= 7F(p+q)zp+q 1eXP(—E)a (p+Q)1]0,+oo[(Z)

La derniere égalité venant de la formule des compléments et I’avant-derniere du
changement de variable y = Z. On reconnait la densité d’une 10i v,44,4, d’ot le
résultat.

1.2.2 La loi du x?

Proposition 1.8 Soit (Z;)1<icn une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant une loi normale centrée réduite N'(0,1). La
loi de Z} + -+ + Z2 est une loi Yz 2, appelée loi du X2 @ n degrés de liberté,
notée x2(n).

Preuve: Pour n = 1, on se donne Z ~ N'(0,1) et f une fonction borélienne
positive sur R.

+oo 1 P

Ef(2%)] = / )

+oo 1 2
2/ JiGa) ez dt
0

@

Donc Z% ~ x*(1).
Ce résultat ainsi que la propriété 1.7 donne alors

Zi+ -+ Zy ~ X (n)
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Théoréme 1.9 Soient E = R™, H un sous-espace vectoriel de E de dimension
p<netZ = (Z,....,7Z,) ~ N(0,I,). Notons Il la matrice dans la base
canonique de la projection orthogonale de E sur H. Alors ||IL(Z)||* ~ x%(p).

Preuve:

Comme II est un projecteur orthogonal, d’apres la proposition 1.1 on obtient
que I1Z ~ N(0,IIIT*) = N(0,1I)
Soit u une base orthonormale de E telle que que (u1, ..., u,) forme une base de
H et soit U la matrice de changement de base de la base canonique & la base u.

Alors UNLZ ~ N (0, UTIU*) ou UTIU* vaut { Ié’ 8 ]

On pose UNLZ = (Z1,. .., Zy,0,...,0) ot Z1,..., Zy ~ N(0,1).

—~2 —~2
INZ||? = \UNZ|* =2, +---+ 2,

Donc [|[TIZ|| ~ x*(p).



Chapitre 2

Test du y? d’une hypothése
simple

2.1 Comportements asymptotiques

Soient F un ensemble fini de cardinal K et X une variable aléatoire & valeurs
dans E. Notons ay, k € {1,...,K}, les éléments de E et

p=P(X =ar), ke{l,...,K})

le vecteur des probabilités. Des considérations extérieures donnent pour ce vec-
teur une certaine valeur :

pOZ (pg’ ke {]‘""’K})

On dispose d’un n-échantillon (X3, ...,X,,) de variables aléatoires de méme loi

que X.
Posons N* = Card{k|Xy = a;}, Vie {1,...,K}.

Définition: On appelle fréquences empiriques les quantités
— Ng

n

et on note p” = {1/7?, k =1..K} le vecteur des fréquences empiriques.

Définition: On définit la distance du x? entre des lois sur E par

2 _ < (pk_Qk)2
X(pg) =) ———

i=1 Tk
ou p et ¢ sont les vecteurs des probabilités relatifs & des lois sur E.

Remarquons que cette distance n’en est pas une & proprement dit puisque
elle n’est pas symétrique mais elle traduit néanmoins une idée de ”proximité”
entre lois. Nous allons ainsi pouvoir comparer p* et p°. Pour cela il nous faut

10
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étudier la loi de x2(p”,p°) qui dépend a priori de K, de p° et de n. Le théoréme
suivant montre que, asymptotiquement en n, cette loi ne dépend en fait plus
que de K.

Théoréme 2.1 Supposons pi, #0, Vk € {1,...,K}.

Si on note e e
pr—m Pk — PK
U, =+n ey
" < VP1 VPK >
Alors
L

P1 VPip2 ...  +/P1PK
ot \/ﬁ\/l—)T: \VP1p2 p2 :

VPIPE .-+ .- DK

. ) ) 1ix.cpr—p . .
Preuve: Posons Z' = (Z})1<r<i avec ZE = %. Etant fonction des X;,

les Z? sont indépendantes et identiquement distribuées. On a :
i 1
E[Zy] = (pr) 2 (P(Xs = k) —pi) =0
—————

=Pk
i2 1 2 2
E[Z;, ]:p_k(pk +or° = 2p17) =1 —py

Pour k # k', E[Z} Zi.] = (pkpr) 2 (0 + prprr — PkPr — DkPi) = —/PrDi
Par le théoreme central limite, on a

n i L

Lemme 2.2 Soit Z ~ N(0,Q) ot Q est la matrice d’un projecteur orthogonal.
Alors || Z|]” ~ x*(rg(Q))-

Preuve: C’est un corollaire du théoreme 1.9. En effet, () étant une projection
orthogonale, on a Q* = Q? = @ et donc, si on prend Y ~ N(0,I,,,) ot m est la
dimension de ’espace entier on peut écrire

Z=QY ~N(0, Q@)
~——
—Q2=Q
On conclut par le théoreme 1.9 : || Z]]? ~ [|QY||* ~ x*(rg(Q))

Utilisons maintenant ce lemme pour démontrer le résultat important sui-
vant :
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Théoréme 2.3 Sous Uhypothése Hy = {p = po}, si Vk € {1,..., K}, p% #0,
alors

— L
nXQ(pn:pO) TS oo Xz(K - 1)

L’hypothese de non nullité des p) n’est pas restrictive car dans la perspective
d’un test il n’est pas nécessaire de considérer des événements de probabilité nulle
pour la "bonne” valeur de p.

Preuve: En reprenant les notations du théoréme 2.1 on a nx2(p?,p°) = ||U,||2
Cette norme étant continue, le théoreme 2.1 donne :

— L
nXZ(pn)pO) W ||Z||2

ou Z ~ N(0, I'x — /Doy /pOT). Montrons que la matrice Ix — ,/po,/poT est celle
d’un projecteur orthogonal de rang K — 1, le lemme précédent permettra alors

de conclure. Notons (,/pg,/pgT)2 = (¢ij)i<i,j<K, On a

K K
Vie{l,...,K}, cii =Y pipk =Dpi »_ Pk = pi
k=1 k=1
——
=1

K
Vi#je{l,...,K}, cij = \/PiD; Y Pk = /Pibj

k=1

Donc (/Poy/Po )* = Boy/Po. et (Ix = /Boy/Po’ )* = I = \/Poy/Po - Cest
bien la matrice d’un projecteur. De plus on a
(I = v/Bov/Po' )V/Fo = V/Po — Vo y/bo' v/bo =0
——
=1

Donc Vect(/po) C ker(Ix — 1/po,/poT). De plus, soit = (z1,...,zx) € RK,
on note

K
Y = (Ix = Pov/Po ' )z :x_\/p_Oin\/;g
P

Alors Y\/po = x/po — x/po = 0, d’ou I'image de Ix — VPov/Po ' est inclue
dans Vect(,/pol) qui est de dimension K — 1, le théoreme du rang permet de
conclure.

Théoréme 2.4 Sous lhypothése Hy = {p #po} et siVk € {1,...,K},p} #0
alors :

2(rn 40 p-s
Preuve: La loi des grands nombre donne p %) p. Donc si p # p°, on

a
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sy .S
X0 %) — 22 P (0.0°) #0

= .S
Donc nx2(p™, p°) ni—oo} +00.

Illustration numérique du théoreme 2.3

Nous nous proposons dans cette section d’illustrer numériquement la conver-
gence donnée par le théoreme 2.3 sur un n-échantillon de Bernoulli de parameétre
0.25. Nous utilisons le programme MAPLE pour réaliser cette illustration.

On s’intéressera surtout a la question : ” A partir de quand n vaut-il +00?”. Il n’y
a & ce sujet aucun résultat théorique précis. Cependant des considérations heu-
ristiques basées sur des simulations font qu’en général on considere que I'approxi-
mation asymptotique est satisfaisante dés que inf{np; £k =1,..., K} > 5. Ici
inf pp = i, donc le critere nous proposerait de choisir n > 20. Nous détaillerons
le code du programme pour le cas n = 25, puis nous considérerons les résultats
pour n = 15 et n = 20.

Tout d’abord, on se donne la fonction v, ,(z) ainsi que des procédures per-
mettant le calcul de la distance du x? et le tracé d’une courbe & partir d’une
liste :

> restart;

c:=1/(GAMMA (p)) *1/a"p*x~ (p-1)*exp(-x/a):
c:=unapply(c,a,p,x):

d:=proc(p,q)

local i,K,s;

K:=nops(p);

s:=0;

for i from 1 to K do
s:=s+(plil-ql[il)~2/q[il]

od;

return s;

end:

lisse:=proc(l,pas)

local r,i;

r:=[[0,b[111];

for i from 1 to nops(l)-1 do
r:=[lop(r), [i*pas, (L[i]1+1[i+1])/2]1];

od:

return r:

end:

Nous allons illustrer la convergence en loi via la convergence de la fonction de
répartition de nx?(p™, p?) vers celle d’une loi x?(1), & un degré de liberté car ici
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K = 2. Pour cela on se donne le vecteur p0 des probabilités d’une loi de Bernoulli
de parametre 0.25 ainsi que p n-échantillons tirés suivant une loi de Bernoulli
de parametre 0.25 grace auxquels nous estimerons la fonction de répartition de
nx2(p™,p°) (ici p=99 et n=25) :

> p0:=[0.75,0.25]:

n:=25:
p:=99:
a:=[]:

for k from 1 to p do
L:=[stats[random,binomiald[1,0.25]](n)]:
M:=[0,0]:
for i from 0 to 1 do
for j from 1 to n do
if L[j]l=i then M[1+i]:=M[1+i]+1l:end if:

od:
M[i+1]:=M[i+1]/n:
od:
a:=[op(a) ,n*d(M,p0)]:
od:
b:=[]:

for k from 1 to 48 do
b:=[op(b),0]:
for i from 1 to nops(a) do
if al[il<k/8 then b[k]:=b[k]+1:end if:
od:
b[k] :=b[k]/nops(a):
od:
En tracant sur un méme graphe la fonction de répartition d’un loi x?(1) et
Iéstimé de celle de ny2(p”,p°), on obtient :

> plot([int(c(2,1/2,u),u=0..x),lisse(b,1/8)],x=0..6,color=[wheat,black]);

FiG. 2.1: n=25
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La méme procédure nous donne pour n = 15 et n = 20 :

o i 2 3 a 5 [3 0 i 2 3 2

x x

Fic. 2.2: n=15 Fic. 2.3: n=20
Ces simulations semblent donc en accord avec le critéere vu précédemment et
n = 20 parait bien étre un seuil.

2.2 Test du x? d’une hypothése simple

Les théoremes de la partie précédente permettent de construire un test de ni-
veau asymptotique a €]0,1[ de Hy = {p = po} contre H; = {p # po}. On se
donne x2 (K —1) le fractile 1 —a de la loi x?(K — 1), c’est-a-dire le réel vérifiant
PX<Y2(K-1)=1-aou X ~}(K-1).

On construit ce test par la regle de décision suivante :

Si nx2(p”,p°) < X2 (K — 1), on accepte Hy.
Si nx2(p",p°) > x2(K — 1), on rejette Hy.
Cela définit bien un test de niveau asymptotique « car
Pr, (Rejeter Ho) = P, (nx2(p7, p°) > x2 (K — 1))
et le théoreme 2.3 donne la convergence de cette probabilité vers
Py (X (K — 1) > xa (K — 1)) =«

car ]x2 (K — 1), +oo[ est un borélien dont la frontiere est de mesure de Lebesgue
nulle. De plus, la puissance de ce test tend vers 1 quand n tend vers I'infini, en
effet le théoreme 2.4 donne

Py, (Rejeter Hy) = Py, (nx2(1/)5,p0) > x2(K - 1)) —— 1

Illustration numérique de la convergence de la
puissance

Reprenons les fonctions crées lors de la premiere simulation. En se replacant
dans le cas d’un n-échantillon de Bernoulli de parametre %, nous allons mainte-

nant regarder le comportement de la fonction f : 6 — Py(n)? (ﬁ,po) > x2(1))
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quand n — oco. La théorie donne que f(6) tend vers 1si 6 # % et vers le niveau
du test a pour § = %. Nous faisons les simulations pour les valeurs de n=25, 100
et 500. Elles consistent a se donner 1000 n-échantillons comme précédemment
puis d’estimer Py(nx2(p?,p°) > x2(1)) par la quantité

1000
1

1000 2 125 (nx2(@ p0) >x2 (1))
j=1

> N:=1000:
graph:=[[1,[1,[1]:
alpha:=0.05:

F:=fractchi2(alpha,l):
for t from 0 to 2 do
n:=25-175%t/2+(325%t"~2)/2:

for z from 0.05 to 0.95 by 0.025 do

pO:=[1-z,z]:
1st:=[]:
res:=0:

for j from 1 to N do
Obs:=[stats[random,binomiald[1,0.25]](n)]:
pM:=[0,0]:
for k from 1 to n do

if O0bs[k]=0 then pM[1]:=pM[1]+1:end if:

od:
pM[2] :=n-pM[1]:
pM:=pM/n:
1st:=[op(1lst) ,n*d(pM,p0)]:

od:

for j from 1 to N do

if 1st[j]>F then res:=res+l:end if:

od:

res:=res/N:

graph[t+1] :=[op(graph[t+1]), [z,evalf(res)]]:

od:
od:

Puis on trace les résultats sur un méme graphe avec le niveau « :

> plot([graph[1],graph[2],graph[3],0.05],x=0..1,1linestyle=[SOLID,DASH,DOT,DASHDOT],
color=[red,red,red,black]);
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Fiac. 2.4: En continue pour n=25, en discontinu intermédiaire pour n=100 et
en discontinu pour n=>500

2.3 L’expérience de Mendel

Gregor Mendel est reconnu comme le pere fondateur de la génétique. Il a en
effet découvert au milieu du X7.X°€ siecle les lois de transmission des caracteres.

Pour ses expériences, il choisit de travailler sur des pois comestibles présentant,
sept caractéres dont chacun peut se retrouver sous deux formes différentes,
aisément identifiables : forme et couleur de la graine, couleur de I’enveloppe,
forme et couleur de la gousse, position des fleurs et longueur de la tige. La
premiere expérience qu’il décrira dans son article consiste & étudier les résultats
d’hybridation obtenus pour ’une des paires de caractéres seulement.

Pour cela, il croise deux variétés dont l’'une présente des graines lisses et
l’autre des graines ridées. Les résultats montrent que tous les hybrides pro-
duits (génération F1) ont des graines lisses. La saison suivante, Mendel séme les
graines hybrides lisses et obtient, par auto-fécondation, une génération F2 qui
présente a la fois des graines lisses et des graines ridées dans les proportions de
3 pour 1. Du fait que le caractere "ridé” soit réapparu a la seconde génération,
sans intervention externe, Mendel déduit qu’il était resté présent dans ’hybride
de maniere latente. Comme le caractere ”lisse” avait pris le pas sur le caractere
’ridé”, il appelle le premier ”dominant”, noté A, et le second ”récessif”, noté a.
11 conclut que les hybrides recoivent un facteur (allele) de chacun des parents et
rejette ainsi définitivement la notion d’hérédité par mélange : les caracteres des
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végétaux sont des quantités discretes. Mendel déduit que la génération hybride
F1 présente un génotype Aa (phénotype = caractére dominant) alors que le
génotype de la génération F2 sont AA Aa ou aa (en proportions i, % et i) ce
qui correspond & une répartition en phénotype : 2 dominant, § récessif.

pois ridé

. @

pois lisse

@

l

gamites @

%bn’daﬂy
génération . Aa . Aa
F1

\
©_®

e
autofdcondation / -
[ =l -\L

e @ @ @ @
F2

AR Aa Aa aa

OLN

phénotype 3 . 1 .

. 1488
génotype 1 aa
2Aa

Fia. 2.5: Hybridation

Il s’intéresse ensuite & la transmission de plusieurs caracteéres et énonce la
deuxieme loi de Mendel :les caractéres sont transmis de maniére indépendante
selon les mémes rapports que ceux trouvés précédemment. Mendel veut confir-
mer ces lois par une expérience.

Pour cette expériences, dite de dihybridisme, Mendel passe tout d’abord
2 ans & sélectionner des races pures, c’est-a-dire des plantes qui, croisées entre
elles, transmettent toujours le méme caractere & leur descendance. Il croise deux
variétés pures de pois différant par deux caracteres. L’une était lisse et jaune,
l’autre était ridée et verte. La premiere génération F1 donne des pois tous iden-
tiques, lisses et jaunes. La seconde génération F2 donne quant & elle des pois de
couleur et de forme différentes. La premiere génération montre que le caractere
jaune (J) est dominant sur vert (V) et lisse (1) sur ridé (r).

On peut donc résumer les résultats théoriques de ’expérience par le tableau
suivant :

J1 Jr V1 Vr
Jl | JJU=J1 | JJ1Ir—=J1 | JV 1-=J1 JV Ir—J1
Jr | JJ1Ir—=J1 | JJrer—=Jdr | JV Ir—=J1 | JV rr—Jr
V1| JVI=Jl | JVIr—=J1l | VV1I-VI | VV Ir—VI1
Vr | JVIr=J1 | JVrr—Jr | VV Ir—=V1 | VV rr—Vr

Les résultats obtenus par Mendel sont les suivants :
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Nombre de pois jaune et lisse | Nj; = 315
Nombre de pois vert et lisse | Ny; = 108
Nombre de pois jaune et ridé | Ny, =101
Nombre de pois vert et ridé Ny, =32

Notons py; = 15,25, = 16, PV = 16: PVr = 15 €6 2° = 091> DIy > PV P,)-
On veut tester Hy = {p = p°} contre H; = {p # p°} en utilisant le test du x>.
On se fixe un niveau a = 0.05 et on lit sur les tables du x? la valeur du frac-
tile associé (ici K=4) : x2(3) = 7.815. Dans I’expérience de Mendel il y avait
n = 556 pois et donc un vecteur des fréquences empiriques égal a :

pto= (05, P DYy )
— (0.566, 0.182, 0.194 , 0.058)

Le calcul de la distance du x? donne :

(0.566 — 0.5625)> N (0.181 — 0.1875)? N (0.193 — 0.1875)2
0.5625 0.1875 0.1875
(0.057 — 0.0625)>
0.0625
= 8924.107*

(") =

Donc ny2(p”, p°) = 0.496 < 7.815, on accepte Ho.

Ici inf{npy; &k = 1,...,K} = 34.75 > 5 donc le niveau asymptotique est
acceptable. On sait aujourd’hui que le modele de Mendel est correct (comme le
confirme le test), mais les résultats obtenus sont sujets & discussion. En effet, les
expériences de Mendel portaient en fait sur 7 caracteres différents. Or le pois ne
possede que 7 paires de chromosomes (soit 14 chromosomes) et les genes liés aux
expériences de Mendel étaient précisément portés chacun sur une paire de chro-
mosomes différente. Mendel a pu avoir de la chance mais il se peut aussi qu’il ait
fait d’autres expériences dont les résultats était moins facilement interprétables.
Ceci est, directement lié & ’hypothese sous-entendue de I'indépendance entre la
transmission du gene de la couleur et celle du gene de la peau a laquelle Mendel
ne pouvait pas pensait car, a l’époque, la notion de gene était inconnue. D’autres
raisons d’ordre génétiques poussent aussi & penser que Mendel n’aurait publié
que les résultats en accord avec sa théorie (ou simplement truqué ses résultats...)
pour que celle-ci soit acceptée. De plus, d’un point de vue probabiliste, la valeur
de ny? (ﬁ,po) = 0.496 est surprenante car, si on considere que n est assez grand
pour que la loi de ny2(p?, p°) soit assez proche de celle d’un x2(3), on a

. | .
P(nx?(p"*,p°) <0.5) = / ————e" 2y/xdx
(nx* (p™,p") ) NENE VT

e~ 5 /xdz

0.5
B /0 2v/21
~ 0.04055

2

Une probabilité si faible et donc une telle proximité avec p° sont suspectes, mais
cependant Mendel reste connu pour avoir été le premier a proposer ce modele
de transmission des caractere.



Chapitre 3

Test d’indépendance

3.1 Motivations et notations

On observe deux caracteres, 'un, X a valeurs dans {1, ..., I'} et 'autre, Y & va-
leurs dans {1, .., J}. Le couple (X,Y) est donc a valeurs dans {1, ..., 7} x {1, .., J}
et suit la loi P(X =4i,Y = j) = p;; . L’hypothese nulle que l'on désire tester
correspond a l'indépendance entre les variables X et Y.

On désire réaliser un test asymptotique de notre hypothese. Ici, on ne peut
plus évaluer la distance x? entre la fréquence empirique et la valeur théorique.
On va essayer de mesurer une distance x? entre les fréquences empiriques et ’hy-
pothese nulle. On va ainsi étudier la distance entre les fréquences empiriques et
le maximum de vraisemblance.

L’hypothese nulle peut s’exprimer de la facon suivante :

P € 0 :={(pij)i=1.1,j=1..7;Pij = Pi+P+j}

ou la notation “+4”signifie la somme sur l'indice remplacé, par exemple

J
Dit+- = Zpij
j=1

On peut parametrer 'ensemble © par a; ; i=1,I; b;; j=1,J avec ) a; =1,
>.bj =1et p;j = a;b;. On note encore N/% I'effectif de la combinaison ij sur n
observations indépendantes.

Etudions maintenant le maximum de vraisemblance d’un n-échantillon.
Lemme 3.1 Sous 'hypothése Hy : p € O, l'estimateur du maximum de vrai-
_ (NZNE))

semblance pij de p;; vaut p;; = —5

Preuve: En prenant comme mesure de référence la mesure de comptage, on
obtient la vraisemblance (& une constante pres) :

V”(al...al, ble)(w) = Haiijinj = H(IiNinJr H ij‘T'L'j

On peut donc rechercher a; indépendamment de b~]
On remarque que si NJ (resp. N;) est nul pour un certain i (resp. j), le

20
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maximum est atteint pour a; = 0 (resp. b; = 0). On peut donc supposer que
tous les N}, N, a;, b; sont non nuls.

Remplagons ay (resp. by) par 1 — Zf:_ll a;(resp. 1 — Z]J:_f b;) dans l’expression

de la variance .En dérivant par rapport & a;, on obtient

V() _ e N NE
da; Vv (p)(a—i - a—z)
En dérivant par rapport a b;,
ovn N, NE
(p) — Vn(p)( +i +J)
0b; b; by

par résolution de systéme, on obtient :

n n
_ N~ NY
G=—t b=

n n

On veut maintenant étudier la loi limite de la statistique du x? suivante ny> (g/ﬁ, ﬁ)
qui mesure la distance entre la fréquence empirique et Hy.

Remarque : Le choix d’une telle statistique sera justifiée dans un cadre
plus général dans le chapitre 4.

3.2 Changement de variable dans le théoreme
central limite
Commencons par démontrer deux lemmes généraux sur les convergences de

variables aléatoires. Ils seront utiles aussi bien pour le changement de variables
dans le théoréme central limite que pour la généralisation du test du 2.

Lemme 3.2 (Slutsky) Soient X,, et Y, des variables aléatoires a valeurs dans
RF et R

Si X, %) XetY, %} Y ou Y est constante alors
L
Preuve: Soit ¢ € RF+!
E(e(Xn Ya)y — E(e#(Xn Y)) L F(e(Xn ¥a) _ gi€(Xn,Y))

_ ei€2Y (i1 Xn) | (61 Xn (gi2(Ya) _ git2(Y)))

|E(ei Xn ei2(Ya=Y))| < F([ei€2(Yn) — ¢i€2(Y)])
Or ¢z — |e®2(®) — ¢#2(Y)]| est continue bornée donc le deuxieme terme de la
somme tend vers zéro
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De plus E(e#1%Xn) ——— E(e’*1X) (théoreme de lévy)

On obtient alors E(e’€(Xn-Yn)) &Y [R(gi1X) = F(eX(XY))

n — o0
Une nouvelle application du théoréme de 1évy nous donne, (X, Yr,) %) (X,Y)

Lemme 3.3 Soient X, et Y, des variables aléatoires réelles qui vérifient les
hypothése du lemme précédent alors ;

L(XatY,) 5, X4y

L
2. XnYn — XY
De plus si Y=0 alors Y, X —>(P) 0
L T

Preuve: Les deux premiers résultats s’obtiennent en appliquant le lemme 3.2
et en remarquant qu’une fonction continue borné composée avec la fonction
somme (resp. multiplication) est toujours continue bornée.

Démontrons le troisieme résultat : en appliquant la premiere partie du lemme,
on obtient que Y;, X, converge en loi vers 0. Or, la fonction qui a x associe |z|A1

est continue bornée donc E(|X,, Y, | A1) ———— 0 ce qui est équivalent & la

convergence en probabilité de X,,Y,,.
[ |

L’étude de la convergence en loi de nx?(p", p"*) va nécessiter des convergences
en lois plus complexes que le théoréme central limite. On va donc utiliser le
théoreme suivant :

Théoréme 3.4 (Changement de variable dans le théoréme central limite)

Soit T,, une suite de variables aléatoires d valeurs dans RF telle que

VT, -m) £, N(O,T) (3.1)

ot m est un point de R* et T une matrice (k,k). Soit g une fonction d’un voisi-
nage U de m vers R de classe C?, a dérivées secondes bornées. On note D, la
matrice jacobienne de g en m. Alors en définissant de maniére quelconque g en
dehors de U :

L
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Preuve: Supposons dans un premier temps que g est a valeurs dans R et soit
x € U que l'on peut supposer étre une boule ouverte. On écrit la formule de
Taylor Lagrange :

g(z) — g(m) =<z —m, Dy > +3(x —m)TD2(mx)(z — m)
ol m* appartient au segment [z, m] qui est inclus dans U. On en déduit
\/ﬁ(g(Tn) —g(m)) = Vn < Ty, — m,Dg > 17, cv +
1
iﬂ(Tn - m)TDg(mn*)(Tn —m)l7,cv +

Vn(g(T,) — g(m) 1, ¢u
= (A, + Bn)lr cu + CanngéU (3.2)

+
_|_

Comme D? est borné dans U, |By| < (cste)ﬁﬂ\/ﬁ(Tn —m)||? tend vers zéro

en probabilité en utilisant I’équation (3.1) et le lemme 3.3
De méme du lemme on tire

(P) (P)
|T, — m)| _ 0 et donc 11, ¢v _ 0

D’apres le lemme 3.3, v/n(g(T,, —m)) converge donc en loi vers la méme limite
que < /n(T,, —m),Dy(m) >. Or, on a
L

<Vi(Tn-m),Dy> — =, N(0,D,TD])

ce qui donne bien le résultat recherché.
Dans le cas général ou g est a valeurs dans R™, en considérant h =< v,g >
pour tout v € R™, on obtient :

L

\/ﬁ < (g(Tn) - g(m)),v > W) N(07UDQFD‘31UT)
Ce qui en appliquant le théoreme de Lévy en £ = 1 donne
. D,TDTyT
Elexp(iv/ < (g(T) — gm),v >) ——, eap(~ 20"
ce qui donne d’apres le théoreme de Lévy :
L
Vilg(To) — g(m) — =, N(0,D,IDT)

Appliquons maintenant ce théoréme pour étudier la convergence de nx? (ﬁ,ﬁ)

3.3 Test d’indépendance

On utilise ici les notations définis au début de cette partie. En étudiant la
distance nx2(p™,p™), on va essayer de réaliser un test du méme type que dans
la premiere partie.

Théoreme 3.5 Supposons qu’aucune des probabilités p;; n’est nulle.

1. Sous Hy, Pe O,
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(@) 2 (- 1) - 1)

2. Sous Uhypothése générale H, P¢ ©

(P
M) s oo

Preuve:

1. Le principe de cette démonstration est le méme que la démonstration du

x?2 simple : B

_ , . P?j _P?j

on démontre la convergence en loi de \/ﬁ(—m
centrée N (0,T)

- on démontre que T est un projecteur orthogonal de rang (I —1)(J — 1)

et on conclut en prenant la norme ||.||2

)ij vers une normale

Remarque : Dans cette démonstration, les vecteurs seront de taille I.J,
et les matrices carrées de tailles I.J x I.J.

soit g : R = R (245) = (zig24))

On a bien p = g(p)

Calculons sa diférentielle au point (p;; = a;b;)ij; Xa; = Lb; =1
Pour ce faire appliquons g a ((gij)ij = (Pij + hAj)i;-

On obtient ¢;+ = pi+ + hAir;  ¢4+; = pyj + hA+j et donc
Qi+ q+j = Pi+P+j + it Aqj + hpjAiq + o(h).

Ce qui montre que la différentielle de g est ’application

(Agj)ij = (@i Aqj + bjAi+);;

Notons  la matrice de cet opérateur et Q = I'd — Q

D’apres le théoreme central limite,

VAR = pi)ii ——=y N(0,D(Id - \/p\/p")D) ot D = Diag(\/p7;)

n — oo
et /b= (/Dij)ij
En appliquant le théoreme 3.4 a h = id — g, on obtient

VAWE = P ——=—, N(0,QD(Id — /p/p")DQT)

n — oo
71, c 15 T -
donc v/n("22);; =, N(0,D7'QD(Id — \/p/p")DQD™)

Il reste encore & montrer que D~ 'QD(Id — \/ﬁ\/z_)T)DQTD’1 est bien un
projecteur orthogonal de rang (I — 1)(J — 1).

Etudions d’abord D='QD sur (/p") :
— C’est un projecteur : (D 1QD)?*=D"'QD
soit u € \/ﬁJ_, Du = (\/p_”um)m = (Zij)ij vérifie Zij Zij = 0
Soit t = (@245 + bjziy)ij = Qz alors tiy = @244 +2ip = Zit;
——

=0
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tij =bjziy +24j = 24 ce qui prouve que Qt = t c’est adire D'Q?*D ! =
~—

=0

D='QD™!

— image En notant toujours Du = z, "image est I’ensemble des %

Ce)

ou z;4 et z;; peuvent prendre des valeurs quelconques sous la contrainte
> Zik =2 ;%45 =0
En effet, pour obtenir les deux vecteurs (v;); et (w;); quelconques
vérifiant ces contraintes il suffit de poser z;; = (v;/I) + (w;/J). L'image
est donc un espace de dimension (I — 1) + (J — 1). Cela montre aussi
que(\/z_)L) est stable par D~'QD

— noyau Notons toujours Du = z. Remarquons que si z;4 = z4; =
0;ViVj; alors Qz = 0. Le noyau contient donc tous les vecteurs u tels

que :

Vi Zuij\/pij =0 H V] Z’U,ij,/pij =0 (33)
J i

avec p;j = a;bj. Ces vecteurs u sont tous des éléments de \/ﬁL. On a un
systéme a [ + J équations, ’espace des solutions est donc de dimension
supérieures & (IJ —1) — (I + J) = (I — 1)(J — 1). Par application du
théoreme du rang, on a obtenu tout le noyau.

— orthogonalité Soient u appartenant au noyau et v appartenant a l'image,

vij = %, avec) ;¢ =3 ;d; =0

icj+bid;
<u,v >:E u”ac;b \/(lz Ez] C] )Uzg\/ b _0
en utilisant la relatlon (3.3).
On a montré que D~1QD vu comme opérateur sur (\/;T)l) est un projec-

teur orthogonal de rang (I — 1) + (J — 1). De plus vect(,/p) est stable
par D~'@D. On obtient donc que D~'QD(Id — \/ﬁ\/z_)T)DQTD*1 est un
projecteur orthogonal de rang IJ —1—((I-1)+(J—1)) = (I -1)(J—1).

En utilisant le lemme 2.2, on obtient bien

2(pn on £ _ —
2. Sous P ¢ 6, on a par la loi forte des grands nombres
— p.s.
Phij oo P

~ p.s.
P4 o Yok Dik 2k Pkj = Qij

N
2(7n Tn (P) 2

donc x*(p*,p") —=—— X°(p,9),

et on obtient nxz(l/)ﬁ,ﬁ) % oo

Remarque : La encore, ’hypothese aucune des p;; est nulle n’est pas trés
contraignante.
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Regle de test Le théoreme 3.5 permet de construire un test asymptotique
de 'hypothese H, contre H; par la régle de test suivante : Soit a € [0,1] le
niveau recherché et x2 ((I —1)(J — 1)) le fractile 1-« de la loi x?((I —1)(J — 1)),

1. si nx2(p", p) > x2((I — 1)(J — 1)), on choisit H,
2. sinon, on choisit Hy

Comme pour le test du x? simple, on voit bien que le niveau asymptotique est
« et la foncrion puissance tend vers 1 sur A°.



Chapitre 4

Test de modeles réguliers

On cherchera dans cette partie & généraliser le test du x? & des tests de
modeles plus complexes. De maniére intuitive, on va essayer de définir une sorte
de distance entre nos fréquences empiriques et notre modele. On va ainsi les-
timer par la distance x? entre les fréquences empiriques et le maximum de
vraisemblance.

Cependant ces résultats ne seront vrais qu’a certaines conditions sur le
modele. On introduira pour cela la notion de modele régulier et on démontrera
certaines propriétés de 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Ce test permettra de redémontrer les résultats du chapitre 3 ou de construire
un test statistique sur une modélisation du crossing-over.

4.1 Modeles réguliers

Soit © une ensemble parametré et, pour tout # € ©, Fy une loi sur (E,£).
On observe une suite (X,),>1 d’observations indépendantes, de loi Fyp : on
peut prendre (Q, A, Py) = (E, &, Fp)", On suppose que pour tout 6, Fy
est dominée par une loi F' sur (E,£). Soit fp une vraisemblance, alors on a
EP™ = fE"F®" en notant f3"(21,...,25) = fo(x1)...fo(z,). Dans la suite on
notera L, (0) = f5"(X1,..., Xp)

Remarque : Dans la suite, tous les modeles que nous considérerons seront
dominés par la mesure de comptage car E sera fini.

4.1.1 Définition

Définition: Modele régulier
Le modele précédent oit © est un ouvert de R¥ est dit régulier, si 'on peut
choisir une vraisemblance (L) satisfaisant les hypothéses suivantes :

— H1) Pour tout w, 8 — Ly(w) est deux fois continiment différentiables sur

0.

27
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— H2) Pour tout 0 € ©, grad log L(6) est une v.a. centrée de carré intégrable
pour Py. Pour 1 <i,j < ket f=(6,..04):

0 0 0?
Ep | = logL(8)=—log L(8) )| = —Ep (== log L(6
o (g7 18 L(6) 357 108 L(8) ) = B (g log L)
Cette quantité est notée I%(6). La matrice I(8) = {I%(0)}1<i <k est
appelée matrice d’information de Fisher en € a l'instant n.
— H3) I(#) est inversible pour tout 6

Remarque : L’hypothese H2) est vérifiée si on peut échanger dérivations et
intégrations de la log vraisemblance par rapport a P

Remarque :Dans le cas que nous considérerons ot la variable aléatoires prend
un nombre fini de valeurs (||E|| < c0), le modele est régulier si :
— La vraisemblance est de classe C? (la paramétrisation est bien réguliere)
— Les vecteurs (9;p;j(#))1<;<r sont linéairement indépendants (on vérifie que
le modéle est non redondant)

4.1.2 Echantillon d’un modele régulier

Dans cette partie, on s’intéresse a la convergence du maximum de vraisem-
blance pour un n-échantillon, n tendant vers l'infini.

Considérons un modele régulier en 0, (E, &, (Fy)aco) dominé par F (Fy)aco sa
vraisemblance et I(6) son information de Fisher en 6. On observe un échantillon
canonique de ce modele régulier; on note donc (Q, A, Py) = (E, &, Fp)N et
X, la p®™¢ coordonnée. Soit

In(0) =log Ln(0) = > log f(6,X,)

p=1

Soit ¥, = 0iln(0) = Sy ZHEE, Vi = (Vi)i<ick = grad 1,(6)

Proposition 4.1 Dans le cadre des hypothéses précédentes, on a :

%Yn(e) LN AG0)

2:f(0,Xp)
: : 70, Xp) 7=t . .
indépendants : Si on peut échanger dérivation et intégration, on obtient, en

dérivant la fonction 8 — Eg (1) identique & 1 : Ey (%):0.

De plus, la matrice de covariance de K, est I(f). Le théoreme central limite
vectoriel donne le résultat.

Preuve: Les vecteurs aléatoires K, = ( )i<i<k sont pour p > 1 centrés
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Proposition 4.2 Soit un modéle (E, £, (Fy)aco) régulier en 0, d’information
de Fisher I(0) et de vraisemblance f. On suppose qu’il existe un voisinage V de
0 et une v.a. h sur (E,£), Fy-intégrable, et telle que, pour tout z € E, a €
V,1<i,j<k:

|0:0; log f(a, z)| < h(x).

On observe alors un échantillon de ce modéle régulier. Si 8, est un estimateur
du mazimum de vraisemblance qui converge en Py-probabilité vers 6, on a :

Vil = 0) — 5 NO,T7(9))
1O, — 62) — ——grad 1,(9) — P, 0

n — oo

Vn
Pour la démonstration, on se référera a l'ouvrage de Dacunha-castelle.

Remarque : Dans le cadre de notre étude ou la variable aléatoire ne prend
qu’un nombre fini de valeurs (E < 00), les hypotheses suivantes suffisent :

— le modele est régulier en 6

- 5,: est consistant

Preuve: Comme le modeéle est régulier en 8, 0;0; log f(«, ) est définie et conti-
nue sur un voisinage de 6, donc bornée sur un voisinage par h(z). h(z) est
fo-intégrable car E est fini.

4.2 Test du y? généralisé

Grace a ces théoremes de convergence du maximum de vraisemblance, on va
pouvoir construire des tests plus élaborés sur le principe du test simple.

Théoréme 4.3 Soit © C R" o2 © est un ouvert et 8 — p(6) = (p;(0))1<j<k
une fonction de © dans l’ensemble des probabilités sur {1,2, ..., K'}. On suppose
que le modéle est régulier pour tout 8 € O, et que les p;(8) sont tous non nuls.
alors la matrice d’information de Fisher est I(6) = B(0)B(0)T, ou B(f) est la
matrice r X K suivante :

1
B(f) = (73%(9))
p;(0) 1<i<r1<j<K

Si de plus 5;, estimateur du mazimum de vraisemblance est consistant pour tout
0, on obtient que sous Hy, P € O :

n — o0

N™ ~ L
"X2 <7,P(9n)> _— X2(K —1-r)
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Preuve: Soit 8 € ©

Notons Z,(6) = (%)gigl{-

Le principe sera le méme que précédemment : On va d’abord démontrer que
Zn(é;) converge en loi vers une normale centrée de matrice de covariance A.
Puis on montre que A est un projecteur orthogonal et on termine en appliquant
le lemme 2.2 On calcule 'information de Fisher :

K
1) = ZPUOW; 1(0) = BO)B(®)"

Ici on a [,(0) = E]K:l N}logp;(8) donc

rarad 1,(6) = (ﬁ;Nu Pu(6) )199

Remarquant que By./pg est nul, on a :

%gmd 14(6) = B(6) Z.(6)

De plus par le théoreme central limite, Z,,(6) ;) N-(0,T(6))

n — oo
T
avec ['(9) = I, — /p(8)\/p(6) .
Définissons g : RE — RE*T" 2 (2,1 1(9)B(0)z). g est bien de classe C? a
dérivées secondes bornées. On peut donc appliquer le théoreme de changement
de variable (3.4). g(Z,(0)) = (Zn(ﬁ),I_l(G)ﬁgmd 1,(0)) donc :

(20(0). 17 O)Z=gradia(6) — s Nictr(0.0(0)

Comme on est bien dans les hypotheses du théoreme 4.2 : (modele régulier et
estimateur consistant)

a1 -~ P
1(0) 1%'97@(””(9) - \/ﬁ(an - 9) S oo 0
Par le lemme 3.2 de Slustky, on obtient :
= L

On calcule maintenant C(f) :

I 1 _
00 = || T I | 2070 )= |yt

On cherche maintenant a étudier :

(W) — Z.(0) + V7 (\/pi(a) _ i) )
wil0) )ik Pi0) )\ cicx




CHAPITRE 4. TEST DE MODELES REGULIERS 31

Soit h: (z1, ...k, T X (2 — PilEr1 - 2r4n)40)
( 1, KyLK+1 K+T) ( i \/m i<k

h est bien de la classe C? et & dérivées secondes bornées au voisinage (1/pi(6),0)
car le modele est régulier. On a h(#{(ﬁ’a -6, = <%\/%§")> i et
h(v/pi(6),0) =0

La matrice jacobienne D(6) de h en (1/p;(#),0) est la matrice K x (K +r) :
DO) =[ I | -BO" ]

pep” =[ i | 8" ] [yt | [

"Bl | I _B
I,

=[ T -BTI'B | BTI7' - BTI™! ] [?} =I-B"I"'B
Donc en réappliquant le théoréeme de changement de variable 3.4 a (4.1) ,on
obtient que

Ni* = npi(0n) £ Nk(0,DCDT)
np:(0) Lciex n — 0o

Comme pp(ga")) tend vers 1 en P probabilité, on obtient :

ZaBn) — ) N (0,1 — /pOVp(0) — BOI(6)B(6)

Soit E(f) = B()I 1(6)B(f). En remarquant que B'BE = BT B et sachant
que le rang de BT B vaut r et celui de E est inférieur ou égal a r, on obtient
que E est de rang 7. De plus, E(8)E() = E(6). C’est un projecteur symétrique
donc positif. Cette matrice est donc diagonalisable dans une base orthonormée
et r de ses valeurs propres valent 1, les (K —r) autres valent 0; 1/p(6) est dans
le noyau de E(f). Soit (V;...V,) une base orthonormée du sous-espace propre
pour 1 et V.41 = 1/p(0) le vecteur orthogonal a V;...V.

Soit M(0) = I — \/p(O)\/p(H)T — BO)I1(0)B(0); (vi....vp41) est une base
ortho/n\ormée du noyau du projecteur orthogonal M. D’apres le lemme 2.2, on a
1Z(0)]] converge en loi vers la loi x2(K —r — 1).

Remarque : Comme précédemment, on peut remplacer ’hypothese régulier
en 6 par les hypotheses ici équivalentes : les p;(#) sont de classes C?, non nulles
et (0;p;(6))1<j<k sont linéairement indépendants.

Proposition 4.4 Sous les hypothéses précédentes, si ’échantillon suit une loi
P tel que P ¢ A ou A= {p(6)|0 €0}, on a :

5 (N? D-S.
nx Tap(en) ——— +

n — oo
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Preuve:
Comme P ¢ A, il existe k > 0 tel que VO € ©,x%(P,p(6)) > k

Par la loi forte des grands nombres, NT" np_;s Oo

—

On obtient p.s, lim infx2(P,p(f,)) > k donc,

N™  —~ 5.
_7p(0n)) bs

+ 00
n n — 0o

nx*(

Remarque : Il reste encore a étudier le comportement a la frontiere de A.
On n’a pas de résultat général, cependant dans la pratique, ce sont des cas
pathologiques qu’on discrimine assez bien (par exemple : cas ol I'une des pro-
babilités est nulle).

Ces théoremes et propositions permettent ainsi de créer un test statistique de
la méme forme que dans le chapitre 2.

4.3 Cohérence avec le test d’indépendance

On va maintenant redémontrer les résultats de la partie précédente.
Rappelons les notations : le couple (X,Y") est a valeurs dans {1..., T} x {1....J} et
suit laloi (P(X =1i,Y = j)) = ps;. L’hypothese nulle correspond & I'indépendance
entre les variables X et Y. Elle se traduit de la facon suivante :

p€ b :={piji=1.1,j = 1..J;pij = pi+P+;}

On peut parametrer § par a;; i =1,1;b;;j=1,J avec Y a; =1, > bj=1et
pij = a;bj
On voit bien que ® ¢ R/*/~2. On considere O, S qui correspond 4 I’hy-
pothese ou aucune des probabilités n’est nulle. R
L’estimateur du maximum de vraisemblance est toujours 6§ = (
Cet estimateur converge p.s. vers 6.
Il ne reste plus qu’a montrer que le modele est régulier :
L(6)(w) = [1;5 (a;* =) Ty (037 ) (1= 035 @) =t (1= 3077 by)temn)
L est donc bien deux fois différentiable pour tout 6
Reste & vérifier que () est inversible :

Nip = Nejy
n n /°

8logL(6) o ]-w:i,. _ 1w:17- 810gL(9) _ lw:_J _ 1w:.,J

8ai a; ar ’ 6bJ - b]' bJ

. [ A]O
Ici I(0) = { R }
ou A = a%[l] + Diag(aii)izl,,[,l et B = %[1] + Diag(bij)jzl,,J,l On obtient
bien que I(f) est inversible pour tout 6 € ©; (H3).
En appliquant le théoréme précédent, on obtient bien que nXQ(%ﬁ;) converge
en loi vers x2(IJ —1— (I +J+2)) =x*((I - 1)(J = 1)).
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4.4 Modélisation du crossing-over

On réitére ’expérience de Mendel avec deux caracteres (V,v) et (C,c) codés
par le méme chromosome. On sélectionne deux races pures (V,C) et (v,c) qu’on
croise. Puis, on étudie le croisement de deuxieme génération. La loi de trans-
mission devrait étre celle d’'un unique caractere :

c c
i VA V.
C C c C o
VA V.
C c c
VA V.
—_—e
c C c c
\Y V.
Ci c C

<

— e

FiG. 4.1: Hybridation

Cependant, des expériences montrent l'obtention de phénotype (V,c) ou
(v,C). De fait, un brassage intrachromosomique est assuré par les crossing-over.
1l s’effectue lors de la premiere division de la méiose. Des échanges de segments
de chromatides homologues peuvent alors intervenir. Les produits issus des chro-
matides ayant subi le crossing-over sont recombinés quant aux associatons de
genes : ils sont dits recombinés.Ceux n’ayant pas subis le crossing-over sont dits
parentaux.

2a

2 1a

2 o D
2h

= — 2a

P

2b

quaire dromafides diférenfes

FiG. 4.2: crossing-over

On voit bien qu’on va obtenir deux chromatides parentaux et deux chroma-
tides recombinés. Bien entendu, le crossing-over n’agira dans notre expérience
que si il alieu entre les deux genes et que si les génes en question sont hétérozygotes.
De plus, s’il y a polusieurs crossing-overs, cela n’agira pour le génotype en ques-
tion si il y a un nombre impair de crossing-over entre les deux genes. Dans la
suite, on appellera chiasma un tel événement.

L’hypothese Hy qu’on désire tester est que le crossing-over justifie & lui seul
cet écart aux lois de Mendel, c’est & dire que les caracteres suivent la loi suivante :
Parametrons H, par 7 moitié de la probabilité d’avoir un chiasma pendant la
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méiose, 1 est aussi la probabilité qu’un gamete ait un chromatide recombiné
(pour ¢ ou v).

Avec probablhte —n)? il n’y pas de chromatide recombiné :

(1
on a (C.OV,V) :1, (COVY) L, (o)) i}
Avec probablhte 277(1 7), 11 y aun chromatlde sur un des deux parents :
(CONVY) :E, (COVY) 4, (€0)wV) :, (€C)(vv) 4
Avec probabilité n?, les chromatides sont recombinés chez les deux parents :
(c,c)(V,V) 11, (Co)(Vyv) 13, (C,O)(v,v) 5
Finalement, on obtient en terme de phénotype :
P1= (C V) 77 + %
p2=P(c,V)=5n — 177
p3=P(C, ) 30— 30
pa=P(c, V) ( -n)?

On peut reparametrer par u = (1 —n)2, on a alors
1 1 1 1 1

11
= — — —— — —— [ — 1
€) {(4u+2, 4u+4, 4u+4,4u),u €]0,1[}

L’estimateur du maximum de vraisemblance @ vérifie alors

ce qui est équivalent a

u’n +U(—Ni +2(N3 + Na) + Ny) —2N;s =0

La premiere égalité montre qu’il existe un zéro entre 0 et 1 (théoreme des valeurs
intermédiaires) et la deuxieme que autre zéro est négatif. & est donc bien défini.

De plus, I'équation @? +u(—py + 2(ps + p2) + ps) — 2ps = 0 admet u comme
solution. Donc comme A;n converge p.s vers p; et comme la fonction qui a
(b,c) (c < 0) associe I'unique zéro strictement positif du polynoéme (z? + bz + c)
est continue, % converge p.s vers u.

Les p; sont de classes C?. calculons maintenant I(u) :

1
+1y=4 lOg(_u

1 1
w=3log(—7ut7 Y

1 1 1
=)+1y—2 log(—1u+— +1 4)

1
log Ly (w) = 1y=1 log(Su+ 4)

4 2

0 1 2 2 1
—log L =—1,_ — 1, —1,- —1,-—
Bu B u(@) u+2 L‘)714_11—1 w72+u—1 w73+uw74

Calculons I(u) = —]E(aa—;logLu) = %(u—w + =+ ) qui est strictement

positif pour 0 < u < 1
On peut donc appliquer le théoreme du x? généralisé :

e (p@), ) = 3)

n — o0

On peut donc définir un test de niveau asymptotique « et de puissance asymp-
totique 1 en prenant le fractile de la loi x?(2).
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Fréquence des crossing-overs : Habituellement, un chromosome subit au
moins un crossing-over. De facon générale, plus un chromosome est long et plus
il subit de crossing-overs. Chaque type de chromosome dans une espéce donnée
se caractérise par un nombre moyen de crossing-over. De méme, on peut ca-
ractériser I’espace situé entre deux geénes d’'un méme chromosome (entre deux
loci) par la fréquence des crossing-over qui s’y produisent. Plus cette distance
est grande, plus la probabilité qu’un chiasma ait lieu entre ces points est grande.

Le nombre d’échantillon nécessaires pour ce test dépend fortement des genes
choisis. Si les deux genes sont suffisament éloignés on pourra se contenter d’un
vingtaine d’échantillon, par contre si ils sont tres proches ce nombre peut ex-
ploser et tend vers 'infini.

Application : On teste la tansmission des caracteres H(hairy) et ST (scar-
let) chez la drosophile. On notera les genes H et ST (qui sont dominants), les
genes récessifs associés seront notés +. Apres 200 hybridations de deuxieéme
génération, on trouve :
145 (H,ST), 6 (+,ST), 3 (H,+), 46 (+,+)
on obtient =0.9103 et nx*(@, X&) = 1.01.
Pour un test de niveau 0.05, le fractile est 5.05 donc I’hypothese Hy est acceptée.
Cependant, d’autres hybridations montrent qu’il n’y a en fait des crossing-over
que chez la femelle drosophile. Cela montre I'insuffisance de notre modele qui
aurait di prendre deux parametres 71 et 7s.

Pour conclure, certes 'intervention de la statistique en biologie est impor-
tante pour valider des hypotheses, mais la modélisation et les expériences restent
prépondérantes.
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