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1 Introduction

Une approche classique des châınes de Markov consiste à étudier la conver-
gence de la distribution du processus lorsque le temps tend vers l’infini. Or,
dans le cadre d’une châıne avec états absorbants et sous certaines conditions,
la distribution limite est concentrée sur l’ensemble des états absorbants, ne
nous fournissant aucune information sur le comportement avant extinction
de la châıne. L’étude de la distribution d’un processus conditionné à la non-
extinction répond à ce manquement, avec pour objet limite recherché les
distributions quasi-stationnaires (DQS) : ce sont les distributions initiales
invariantes pour le processus conditionné à la non-extinction.

L’idée d’étudier le comportement avant extinction d’un processus sto-
chastique est assez ancienne, portée par une interaction forte avec l’étude
des populations en biologie ou en écologie. L’étude des DQS peut être ra-
menée à un problème de théorie spectrale complexe, ne permettant de les
calculer que dans les cas les plus simples. En 1996, K. Burdzy, R. Holyst, D.
Ingerman et P. March [2] ont proposé à travers des conjectures une nouvelle
méthode d’approche des DQS utilisant des objets du type Fleming-Viot : ce
sont des processus à plusieurs particules basés sur un algoritme facile à implé-
menter. En faisant tendre le nombre de particules vers l’infini, on s’aperçoit
que, dans le cadre d’un mouvement brownien tué à une frontière, la mesure
empirique des distributions stationnaires tend vers la DQS du système. Cette
méthode a été reprise avec succès par P.A. Ferrari et N. Maric̀ [8] en 2006
dans le cadre d’une châıne de Markov à espace d’états discret montrant alors
l’existence d’une DQS.

2 Les distributions quasi-stationnaires

2.1 Le théorème de Yaglom

La pensée à l’origine de l’étude des DQS peut être attribuée au travail du
mathématicien russe A.M. Yaglom, qui a montré en 1947 que la distribution
conditionnée à la non-extinction du nombre d’individus de nème génération
d’un arbre de Galton-Watson admet toujours une limite dans le cas sous-
critique :

Définition 2.1 Un processus de Galton-Watson (Zn)n≥0 est une châıne de
Markov sur les entiers positifs. Sa fonction de transition est définie en fonc-
tion d’une probabilité {pk; k = 0,1,2,..}, avec pk ≥ 0,

∑

pk = 1, par

P (i,j) = P (Zn+1 = j|Zn = i) =

{

p∗ij si i ≥ 1, j ≥ 0
δ0j si i = 0, j ≥ 0

(1)
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où δij est le symbole de Kronecker et {p∗ik ; k = 0,1,2,..} est la i-ème convolu-
tion de {pk; k = 0,1,2,..}.

Théorème 2.1 (Théorème de Yaglom)
Soit (Zn) un arbre de Galton-Watson, tel que m =

∑∞
n=0 npn ≤ 1. On a

alors extinction presque-sûre du processus, c’est à dire, avec probabilité 1, il
existe n ≥ 1 tel que Zn = 0.

Dans le cas sous-critique, c’est à dire m < 1, la suite P (Zn = j|Zn > 0)
converge quand n → ∞ vers une mesure de probabilité b dont la fonction
génératrice B vérifie

B (f(s)) = mB(s) + (1 − m) (2)

où f est la fonction génératrice de la mesure de probabilité {pk, k = 0,1,2...}.

2.2 Le cas de marches aléatoires sur N

Les résultats présentés dans cette partie sont dus à J.A. Cavender [5]
et concernent les processus de naissance et de mort. Nous considérons un
processus de naissance et de mort sur N de taux de naissance λi et de mort
µi strictement positifs, excepté λ0 = 0 (l’état 0 est absorbant). L’étude de ce
type de processus nous permettra d’étudier le cas des marches aléatoires sur
N, pour lesquelles le nombre de distributions quasi-stationnaires est infini ou
nul suivant le paramètre choisi. Nous noterons pn(t), n ∈ N la distribution
au temps t du processus, où l’on suppose

∞
∑

n=0

pn(0) = 1, p0(0) < 1 et pn ≥ 0. (3)

Cette distribution vérifie l’équation

d
dt

p0(t) = µ1p1(t)

d
dt

pn(t) = λn−1pn−1(t) − (λn + µn)pn(t) + µn+1pn+1(t), n = 1,2,..
(4)

Définissons maintenant qn(t) la distribution conditionnée à la non-extinction
du processus,

qn(t) =
pn(t)

1 − p0(t)
, n = 1,2,.. (5)

D’après l’équation (4), nous obtenons l’équation différentielle suivante,

d

dt
qn(t) = λn−1qn−1(t) − (λn + µn)qn(t) + µn+1qn+1(t) + µ1q1(t)qn(t). (6)
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Une famille vérifiant cette équation permet de reconstituer de manière uni-
voque une solution de (4) vérifiant (3) et (5), mais l’on n’est pas assuré alors
de trouver une famille pn(t) vérifiant, pour tout t ≥ 0,

∞
∑

n=0

pn(t) = 1. (7)

L’étude des solutions de (4) vérifiant (3), montre qu’il existe des conditions
sur les familles (µn) et (λn) telles que (7) soit satisfait.

Les distributions quasi-stationnaires sont définies à partir de la relation
d
dt

qn(t) = 0 :

Définition 2.2 Une distribution quasi-stationnaire est une famille (qn)n≥1

telle que
λn−1qn−1 − (λn + µn)qn + µn+1qn+1 + µ1q1qn = 0 (8)

pour tout n ≥ 1 (on suppose ici q0 = 0).

Remarquons que l’on n’exige pas pour l’instant de ces distributions d’être des
probabilités et qu’il existe donc toujours au moins la solution identiquement
nulle.

Nous définissons la famille de polynômes (fn(x))n≥1 qui va nous permettre
de paramètriser l’ensemble des distributions quasi-stationnaires :

f1(x) = x

fn(x) =
λn−1fn−1(x) + µ1x

(

1 −
∑n−1

k=1 fk(x)
)

µn

Théorème 2.2 Il existe un réel a ≥ 0 tel que
{

(fn(x))n≥1 , 0 ≤ x ≤ a
}

soit l’ensemble de toutes les distributions quasi-stationnaires.

Pour finir, et avant de passer à l’exemple, on établit un lien entre le
processus réfléchi (c’est à dire le processus de naissance et de mort pour
lequel l’état 0 est effacé, ainsi que λ0 et µ1) et l’existence de distributions
quasi-stationnaires qui soient des probabilités :

Théorème 2.3 Si le processus réfléchi n’est pas récurrent positif, c’est à
dire s’il existe une distribution initiale (pn(0)) telle que pn(t) → 0 lorsque
t → +∞, alors il n’existe pas de distribution quasi-stationnaire telle que

∞
∑

n=1

qn = 1.
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Exemple Nous considérons ici un processus de naissance et de mort parti-
culier : une marche aléatoire sur N. C’est à dire λi = λ et µi = 1, ∀i ≥ 1. Cet
exemple de processus, proposé par J.A. Cavender, présente l’intérêt d’avoir
des distributions quasi-stationnaires explicitement calculables. Dans le cas
λ ≥ 1, le processus réfléchi n’est pas positif récurrent, et il n’existe alors pas
de distribution quasi-stationnaire qui soit une probabilité. Supposons main-
tenant λ < 1. L’équation (8) devient

λqn + (q1 − λ − 1)qn+1 + qn+2 = 0, n ≥ 1

On obtient donc

qn =
q1

c

[(

λ + 1 − q1 + c

2

)n

−

(

λ + 1 − q1 − c

2

)n]

où c = [(q1 − λ − 1)2 − 4λ]1/2. Pour 0 < q1 < λ + 1 − 2λ1/2, c est réel, donc
qn>0 pour tout n ≥ 1. De plus, 0 < (λ + 1 − q1 ± c)/2 < 1, donc

∞
∑

n=1

qn =
q1

c

(

2

1 − λ + q1 − c
−

2

1 − λ + q1 + c

)

= 1

En définitive, dans le cas d’une marche aléatoire sur N, il existe une infinité
de distributions quasi-stationnaire pour λ < 1 et aucune lorsque λ ≥ 1.

3 Les processus de Fleming-Viot

Nous venons de voir un exemple où l’ensemble des DQS du processus peut
être explicité. C’est un cas de figure qui se présente rarement. Le type de pro-
cessus dont on cherche la distribution quasi-stationnaire peut par exemple se
présenter sous la forme d’une solution à une équation différentielle stochas-
tique correspondant à l’évolution dune population, cas où l’existence même
de DQS pose problème, or les démographes, biologistes et écologistes ont be-
soin de leurs valeurs numériques. La suite présente une nouvelle méthode qui
permet d’obtenir dans certains cas la DQS comme limite hydrodynamique
d’un processus à plusieurs particules..

Considérons un processus markovien qui s’éteint en temps fini presque
sûrement. Le processus de Fleming-Viot à N particules associé est un sys-
tèmes de N particules évoluant indépendamment selon la loi du processus
Y jusqu’à l’extinction de l’une d’entre elles. A chaque absorbtion, la parti-
cule tuée saute à la position d’une des N − 1 particules restantes. Entre les
absorbtions, les particules se déplacent indépendamment selon la loi de Y .
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Les processus de Fleming-Viot ont été introduits en 1996 dans le cadre
de l’étude des distributions quasi-stationnaires par K. Burdzy, R. Holyst, D.
Ingerman et P. March [2]. Certaines conjectures établies dans cet article ont
été démontrées en 2000 par K. Burdzy, R. Holyst et P. March [3].

3.1 Cas continu

3.1.1 Construction du processus de Fleming-Viot

Soit un ouvert D ⊂ Rd et N ≥ 2. Soit Xt =
(

X1
t ,X2

t ,..,XN
t

)

un processus
à valeurs dans DN et dont l’évolution est construite de la manière suivante.
Au temps initial, X0 ∈ DN . Les processus X1

t ,..,XN
t évoluent comme N

mouvements browniens avant le premier temps τ1 auquel une particule, disons
Xj, atteint Dc. À ce moment, l’une des particules restantes est choisie au
hasard, de manière uniforme et, en notant Xk cette particule, le processus
Xj saute à la valeur Xk

τ1
au temps τ1. Puis les particules évoluent comme

N mouvements browniens indépendants jusqu’au temps τ2 > τ1 auquel une
particule atteint Dc. A cet instant, la particule concernée saute à la position
d’une des autres paricules choisie au hasard. Et ainsi de suite, définissant
l’évolution de Xt, processus de Fleming-Viot à N particules.

Notons que l’existence du processus de Fleming-Viot n’est pas évidente,
il est facile d’imaginer un cas tel que le nombre de sauts soit infini presque
sûrement en temps fini.

Dans le cas du mouvement brownien, le résultat suivant nous assure l’exis-
tence de ce processus pour tout t ≥ 0, c’est à dire

Théorème 3.1 Nous avons τ∞
déf
= limk→∞ τk = ∞ presque-sûrement.

Nous avons, toujours pour le mouvement brownien, le résultat suivant,

Théorème 3.2 Avec probabilité 1, il existe t < τ∞ tel que tous les processus
Xk appartiennent à une même composante connexe de D au temps t.

3.1.2 Convergence du processus de Fleming-Viot

Soient Yt un processus de Markov sur Rd et D ⊂ Rd un ouvert borné,
tels que le processus de Fleming-Viot est bien défini (les arguments donnés
pour le mouvement brownien [3] ne sont pas spécifiques et semblent être
généralisables à une large classe de processus). Le résultat obtenu par K.
Burdzy, R. Holyst et P. March pour le mouvement brownien se généralise de
la manière suivante :

Supposons que l’hypothèse (H) suivante est vérifiée
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1. ∀δ > 0, ∃ limt→0 supx Px (|Yt − x|) > δ) = 0.

2. ∀A ⊂ Rd ouvert et ∀s > 0, x 7→ Ps(x,A) est continue sur D.

3. ∀A ⊂ D ouvert, ∀s > 0 et ∀x ∈ D, Ps(x,∂A) = 0

où PD est la probabilité de transition pour le processus Yt tué au temps
d’atteinte de Dc.

Étant donné une mesure de probabilité µ0(dx) sur D, on définit pour tout
t > 0 la mesure µt du processus conditionné à la non-extinction par

µt(A) =

∫

D
PD

t (x,A)µ0(dx)
∫

D
PD

t (x,D)µ0(dx)
(9)

pour A ⊂ D mesurable. Nous noterons XN
t (dy) = (1/N)

∑N
k=1 δXk

t
(dy) la

distribution empirique du processus Xt, où Xt est le processus de Fleming-
Viot à N particules défini à partir du processus Yt.

Théorème 3.3 (K. Burdzy, R. Holyst, P. March (2000)) Soit µ0 une mesure
de probabilité sur D, µt défini en (9). Supposons que pour tout N , la distribu-
tion initiale XN

0 est une mesure non-aléatoire µN
0 . Si la mesure µN

0 converge
vers µ0 quand N → ∞ alors ∀t > 0 la mesure empirique XN

0 converge vers
µt au sens où ∀A ⊂ D, la suite XN

t (A) converge vers µt en probabilité.

Enfin, on obtient le résultat suivant sur la limite hydrodynamique du
processus de Fleming-Viot :

Théorème 3.4 (K. Burdzy, R. Holyst, P. March (2000)) Supposons que
D ⊂ Rd est un ouvert borné satisfaisant la condition de la boule intérieure.

Soit XN
M

la distribution empirique stationnaire et soit ϕ(x) la première
fonction propre du Laplacien dans D avec les conditions au bord de Dirichlet,
normalisée de telle sorte que

∫

D
ϕ = 1.

La mesure aléatoire XN
M

converge quand N → ∞ vers la mesure (non-
aléatoire) de densité ϕ(x), au sens de la convergence faible des mesures aléa-
toires.

3.2 Cas discret

Je fais ici l’exposé de l’article de P.A. Ferrari et Nevena Maric̀ [8]. Les
idées qui y sont contenues sont largement inspirées de l’article fondateur de
K. Burdzy, R. Holyst et P. March [3]. L’utilisation des processus de Fleming-
Viot permet d’obtenir une condition suffisante à l’existence d’une distribution
quasi-stationnaire quand, sous cette même condition et en cas d’existence
d’une distribution quasi-stationnaire, S.D. Jacka et G.0. Roberts [11] en ont
prouvé l’unicité.
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3.2.1 Construction du processus de Fleming-Viot

Considérons une châıne de Markov irréductible Zt dont la matrice des
taux de transition est Q = (q(x,y)), pour x,y ∈ Λ ∪ {0}, où Λ est au plus
dénombrable et 0 est un état absorbant, c’est à dire q(0,x) = 0 pour tout
x ∈ Λ. Nous faisons l’ hypothèse que q̄ := supx

∑

y∈0∪Λ\{x} q(x,y) < ∞, que

Pt(x,y) > 0 pour tout x,y ∈ Λ et t > 0, enfin que le temps d’absorption est
fini presque sûrement quelque soit l’état initial.

Posons, pour z ∈ Λ,

α(z) = inf
x∈Λ\{z}

q(x,z).

On définit le coefficient d’ergodicité

α = α(Q) :=
∑

z∈Λ

inf
c∈Λ\{z}

q(x,z), (10)

puis le taux maximal d’absorption de Q par

C = C(Q) := sup
x∈Λ

q(x,0). (11)

Le générateur d’un tel processus est défini sur l’ensemble des applications
f : Λ{1,..,N} 7→ R par

LNf(ξ) =
N
∑

i=1

∑

y∈Λ\{ξ(i)}

[

q(ξ(i),y) + q(ξ(i),0)
η(ξ,y)

N − 1

]

(

f(ξi,y) − f(ξ)
)

(12)

où ξi,y = y pour j = i et ξi,y = ξ(j) autrement, et

η(ξ,y) :=
N
∑

i=1

1{ξ(i)=y}. (13)

Nous noterons ξt le processus sur Λ(1,..,N) de générateur (12) et ηt(x) = η(ξt,x)
le nombre de particules à l’état x au temps t. À partir d’une probabilité µ
sur λ, on note ξN,µ

t le processus dont la position initiale est distribuée selon
N variables indépendantes de loi µ (ξN,µ

0 ,i = 1,..,N), et ηN,µ
t (x) le processus

correspondant.

Construction du processus de Fleming-Viot Pour chaque i = 1,..,N ,
on définit des processus de Poisson (PP) marqués indépendants sur R :

– Temps de régénération, PP de taux α : (ai
n)n∈Z de marques (Ai

n)n∈Z
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– Temps internes, PP de taux q̄ − α :
(bi

n)n∈Z de marques ((Bi
n(x),x ∈ Λ),n ∈ Z)

– Temps de vote, PP de taux C :
(ci

n)n∈Z de marques ((Ci
n(x),(F i

n(x),x ∈ Λ)),n ∈ Z)
Les marques sont choisies indépendantes et de lois marginales :
– P (Ai

n = y) = α(y)/α, y ∈ Λ.
– P (Bi

n = y) = (q(x,y) − α(y))/(q̄ − α), x ∈ Λ, y ∈ Λ\{x} ;
P (Bi

n = x) = 1 −
∑

y∈Λ\{x} P (Bi
n = y).

– P (F i
n(x) = 1) = q(x,0)/C = 1 − P (F i

n(x) = 0), x ∈ Λ.
– P (Ci

n = j) = 1/(N − 1), j 6= i.
Notons (Ω,F ,P ) l’espace probabilisé sur lequel sont construits les proces-

sus de Poisson marqués décrits ci-dessus. Étant donné ω ∈ Ω, on construit
le processus ξN,ξ

[s,t] dans l’intervalle de temps arbitraire [s,t] comme une fonc-

tion des processus de Poisson (temps et marques) et de la configuration ξ au
temps s.

Puisqu’à chaque particule i, on associe trois processus de Poisson de taux
C, α et q̄ − α, le nombre d’événements dans l’intervalle [s,t] est de loi de
Poisson de moyenne N(C + q̄). Ainsi les événements peuvent être rangés par
ordre d’arrivée.

Au temps s la configuration est ξ. On procède alors événement par évé-
nement :

La configuration reste inchangée entre chaque événement.
À chaque temps de régénération ai

n, la particule i saute sur la particule
Ai

n, quelle que soit la configuration.
Si lors du temps interne bi

n, la particule est à l’état x, alors elle saute sur
l’état Bi

n(x)), quelle que soit la configuration.
Si au temps de vote ci

n, la particule i est à l’état x et F i
n(x) = 1, alors elle

saute sur l’état de la particule Ci
n ; si F i

n(x) = 0, alors la particule i reste en
x.

La configuration obtenu après avoir utilisé tous les événements contenus
dans [s,t] est ξN,ξ

[s,t].
Nous obtenons ainsi le processus recherché :

Lemme 3.1 Pour tout s ∈ R, le processus (ξN,ξ
[s,t],t ≥ s) est markovien de

générateur (12) et de condition initiale ξN,ξ
[s,s] = ξ.

3.2.2 Convergence du processus de Fleming-Viot

Nous avons le résultat suivant :

Théorème 3.5 Si α > 0, alors, pour chaque N , le processus de Fleming-
Viot à N particules est ergodique.
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La loi du processus Zt de distribution initiale µ et conditionné à la non-
absorption avant le temps t est donnée par

ϕµ
t (x) =

∑

y∈Λ µ(y)Pt(y,x)

1 −
∑

y∈Λ µ(y)Pt(y,0)
, x ∈ Λ. (14)

L’un des principaux résultats est le suivant, similaire au théorème 3.3
dans le cadre continu :

Théorème 3.6 Soit µ une probabilité sur Λ. Nous avons, pour tout t > 0 et
x ∈ Λ,

lim
N→∞

E

(

ηN,µ
t

N
− ϕµ

t (x)

)2

= 0. (15)

Enfin, on obtient :

Théorème 3.7 Supposons que α > C, alors il existe une probabilité ν sur
Λ telle que pour tout x ∈ Λ,

lim
N→∞

E

(

ηN(x)

N
− ν(x)

)2

= 0.

De plus, ν est l’unique mesure quasi-stationnaire pour la châıne Q.

4 Conclusion

La structure générale du problème peut être résumée par le diagramme
suivant

XN
t

(1) N→∞
//

(2) t→+∞

��

µt

(3) t→+∞

��

MN
(4) N→∞

// DQS

où l’on a noté XN
t la mesure empirique du processus de Fleming-Viot, MN

sa mesure invariante et µt la distribution du processus étudié conditionné à
sa non-absorption.

Dans le cadre discret, l’existence d’un mesure quasi-stationnaire pour le
processus de Fleming-Viot est très générale, ainsi que les convergences (1)
et (2). La limite (4) est établie dans un cadre restreint mais permet alors
de montrer l’existence d’une DQS. D’une manière générale, la condition sous
laquelle le processus de Fleming-Viot converge vers une DQS semble être une
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condition sur la corrélation maximale des N particules le constituant ; cette
piste nous permettra de trouver de nouvelles conditions sous-laquelle (4) a
lieu, que l’existence d’une DQS soit connue ou non, puisque l’on montre en
passant la convergence (3).

Dans le cadre continu, le problème est plus complexe. Pour le cas spéci-
fique du mouvement brownien tué à la frontière d’un ouvert borné de Rd, les
quatres types de convergence ont été ibtenu, avec des résultats plus fins, no-
tamment l’estimation du nombre de sauts des particules dans le processus de
Fleming-Viot, et la convergence dans la topologie de Skorokhod des processus
à valeur mesure concernés. Nous espérons, avec Sylvie Méléard, généraliser
ses démonstrations à d’autres processus plus complexes, généralement décrits
par des équations différentielles stochastiques, qui peuvent résulter du pas-
sage à la limite d’équations (à états discret) vérifiées par des poupulations
d’organismes vivant.

En définitive, les valeurs numériques des DQS sont essentielles pour les
applications, mais l’on ne peut que très rarement les obtenir par des méthodes
de théorie spectrale (leur existence même est un problème qui n’est résolu
que dans de rares cas). La facilité avec laquelle l’algoritme sous-jacent aux
processus de Fleming-Viot peut être implémenté laisse espérer, en plus de
résultats complètement nouveaux d’un point de vue théorique, l’accès aux
valeurs numériques des DQS pour de très nombreux processus. Le but de
cette thèse, encadrée par Sylvie Méléard, sera donc d’explorer en détail et
dans la plus grande généralité possible les liens entre processus de Fleming-
Viot et distributions quasi-stationnaires.
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