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1 Introduction

1.1 Modélisation

Le problème à plusieurs corps est très difficile, celui à trois corps, le pro-
blème de Poincaré, a déjà une énorme complexité. Mais quand le nombre de
particules dans le système devient très grand, on pourra passer du discret
au continu, ce qui nous offre de nombreuses méthodes de résolution.

Ici nous considérons un système dont la force d’intéraction dérive d’un
potentiel W qui est a une certaine intégrabilité, par exemple dans le cas
linéaire, ∇W ∈ L1(Td) ou dans le cas non-linéaire, sa transformée de Fourier
doit satisfaire

|Ŵ (k)| = O( 1
|k|1+γ ), pour γ > 1.

En particulier, quand γ = 1,W est une solution fondamentale de ±∆, qu’on
appelle le couplage de Poisson. C’est un cas limite qui physiquement intéres-
sant, (par exemple quand d = 3, cela correspond à l’interaction de Coulomb,
la gravitation, etc.)

On considère N particules identiques, notées par leur position et vitesse,
{(x1(t), v1(t)), . . . (xN (t), vN (t))}. Connaitre l’état du système à temps t est
équivalent à connaitre tous les (xi, vi), i.e connaitre la mesure

µ̂Nt = 1
N

N∑
i=1

δ(xi(t),vi(t)) (1)

où δ(x,v) dénote la masse de Dirac dans l’espace de phase Xd × Rd, où
Xd = Rd ou Td. Dans notre exposé, nous ne considérerons que le cas Td, i.e
ayant une périodicité spatiale, ce qui simplifie énormément l’étude de com-
portement asymptotique des solutions et est plutôt réaliste dans un plasma.

Notons que P(Xd×Rd) l’espace de probabilité auquel appartient µ̂Nt , ne
dépend pas du nombre N de particules. On va établir le lien entre les lois
de Newton et l’équation des mesures par la proposition suivante.
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Proposition 1. Soit un système sans collisions qui vérifie les lois de New-
ton :

∀i, ẋi = vi, v̇i = −c
∑
j 6=i
∇W (xi − xj) = −cN(∇W ∗x,v µ̂N ),

alors formellement

∂tµ̂
N + v · ∇xµ̂N + FN [µ̂N ] · ∇vµ̂N = 0 (2)

où
FN [µ̂N ](t, x) = −c

∑
j

∇W (x− xj) = −cN(∇W ∗x,v µ̂N )

Démonstration. L’équation (2) est au sens de distribution, prenant une fonc-
tion test ϕ = ϕ(x, v) appliquée à la partie gauche de l’équation, on a

d

dt

[
1
N

∑
i

ϕ(xi, vi)
]
− 1
N

∑
i

(v · ∇xϕ)|(xi,vi) −
∑
i

(FN · ∇vϕ)|(xi,vi)

= 1
N

∑
i

(∇xϕ · ẋi +∇vϕ · v̇i −∇xϕ · vi −∇vϕ · FN (xi)) = 0

Supposons que µ̂Nt converge faiblement vers un certain µt, que
cN −−−−→

N→∞
λ, (*)

et que W est uniformément continu, alors la mesure dépendant de temps
µ = µt(dx dv) est formellement solution de{

∂tµ+ v · ∇xµ+ F [µ] · ∇vµ = 0
F = −λ∇W ∗x,v µ

Dans le cas où W est singulier (qui est le cas physiquement important), la
justification de la limite "équation pour la mesure empirique vers équation
de Vlasov" est un problème ouvert très important.

Physiquement il est intéressant de ne considérer que de répartition conti-
nue de matière, qui correspond à une mesure à densité, i.e µt(dx dv) =
f(t, x, v) dx dv. Le régime asymptotique (*) porte le nom limite de champ
moyen ˝. On se ramène de milliers d’équations pour chaque particule sui-
vant la loi de Newton à une seule équation dont la solution f = f(t, x, v) est
la densité de la répartition de matière à temps t dans l’espace des phases.
On trouve finalement l’équation de Vlasov :

∂f

∂t
+ v · ∇xf + F [f ] · ∇vf = 0

F [f ] = −∇W ∗x ρ ρ(t, x) =
∫
f(t, x, v)dv.

(3)

L’étude du comportement asympotique de cette équation différentielle
partielle non linéaire, en particulier la stabilité des solutions spatialement
homogènes, fait l’objet de notre exposé.
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1.2 Analogie avec l’équation différentielle en dimension finie

Pour étudier la stabilité d’une équilibre d’une équation différentielle au-
tonome X : Rn → Rn, i.e une solution g(t) = g0 telle que X(g0) = 0, on fait
souvent appel au théorème de Lyapunov, qui ramène l’équation en question
non-linéaire en une équation linéaire.

Théorème 2. Si une équation différentielle autonome X : Rn → Rn est
linéaire, alors l’équilibre 0 est stable si et seulement si :

sp(X) ⊂ {z ∈ C, Re z 6 0} et (z ∈ sp(X) ∩ iR⇒ z est semi-simple)

et 0 est asymptotiquement stable si et seulement si

sp(X) ⊂ {z ∈ C, Re z < 0}

Théorème 3 (Lyapunov). Si f0 est un équilibre asympototiquement stable
pour le système linéarisé y′ = X ′(f0)(y−f0), alors f0 est asymptotiquement
stable pour X.
Si f0 est un équilibre de X tel que X ′(f0) a une valeur propre de partie
réelle strictement positive, alors f0 est instable.

Ainsi, la stabilité asympotique linéaire implique la stabilité asymptotique
non-linéaire. Et la non-stabilité linéaire due à une valeur propre de partie
réelle > 0 implique la non-stabilité non-linéaire.

Le problème de stabilité est alors réduit à une question élémentaire d’al-
gèbre, il suffit d’étudier le spectre de l’opérateur linéaire X ′(f0).

On aimerait appliquer ces résultats à

∂tf = −(v · ∇xf + F [f ] · ∇vf) = X(f)

où X : C∞(Td × Rd,R) → C∞(Td × Rd,R). Malheureusement, on n’a pas
une critère similiaire à celui de Lyapunov pour l’espace C∞ qui n’est pas un
Banach, sinon la question de la stabilité deviendrait très simple.

Mais on verra quand même une ressemblance entre les conditions suf-
fisantes de stabilité de la Vlasov avec celles de la Vlasov linéarisée qui
consistent à imposer une certaine régularité sur la donnée initiale f i, l’équi-
libre étudié f0 et le potentiel W , parmi lesquelles, une condition (L) est la
même :

(L) Il existe λ, κ > 0 tels que

∀ξ ∈ C avec 0 6 Re(ξ) < λ|k|, inf
k∈Zd
|KL(ξ, k)− 1| > κ
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avec

KL(ξ, k) =
∫ t

0
e2πξ∗tK(t, k) dt, et, K(t, k) = −4π2Ŵ (k)f̃0(kt)|k|2t.

Condition (L) est impliquée par exemple par les critères de Penrose
([MV], proposition 2.1) , dont l’une est une condition de petitesse de |Ŵ (k)|, |f̃0(η)|.
Sous la forme de F (Ŵ (k), f̃0(η)) < 1, où F est une fonction croissante de
ses deux arguments.

1.3 Les résultats

La stabilité des solutions de la Vlasov linéarisée a été d’abord étudiée
par Landau. On verra déjà une interprétation de la réversibilité de l’amor-
tissement. Le travail de C.Mouhot et C.Villani [MV] étend les résultats de
Landau pour l’équation de Vlasov-Poisson non-linéaire sous le régime per-
turbative (i.e la donnée initiale est suffisamment proche de l’équilibre, ce
qui n’est pas nécessaire dans le cas linéaire).

Soient f0 = f0(v) un équilibre homogène analytique satisfaisant les cri-
tères de Penrose, et le potentiel d’interaction W qui satisfait

|Ŵ (k)| 6 CW
|k|1+γ pour tout k ∈ Zd

pour un certain CW > 0 et γ > 1. Alors on a la stabilité non-linéaire et
l’amortissement non-linéaire au voisinage de f0.

Plus précisément, on définit la norme

‖f‖λ,µ = sup
k∈Zd,η∈Rd

e2πµ|k|e2πλ|η||f̃(k, η)|.

On peut alors énoncer le résultat de C.Mouhot et C.Villani :

Théorème 4 ([MV] C.Mouhot & C.Villani, théorème 2.6). Soit
1. f0 et W satisfont la condition (L) avec un certain λ, κ > 0 ;
2. avec le même paramètre λ, il existe un constant C0 > 0 tell que

sup
η∈Rd

e2πλ0|η||f̃0(η)| 6 C0, et
∑
n∈Nd

λn0
n! ‖∇

n
vf

0‖L1(dv) 6 C0.

Alors pour tout 0 < λ′ < λ, β > 0 et 0 < µ′ < µ, il existe

ε = ε(d,CW , C0, κ, λ, λ
′, µ, µ′, β, γ)

tell que : si la condition initiale f i est une perturbation de f0 au sens où

‖f i − f0‖λ,µ +
∫
Td

∫
Rd
|f i(x, v)− f0(v)|e2πβ|v|dvdx 6 ε,
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alors il existe une solution globale, (ce qui n’est pas du tout évident pour
une équation différentielle non-linéaire). Et il existe un équilibre homogène
f±∞(v) (correspond à t→ ±∞), tel que

‖f(t, x+ vt, v)− f±∞(v)‖λ′,µ′ = O(e−2πλ′|t|),
‖F (t, ·)‖Cr(Td) = O(e−2πλ′|t|), pour tout r ∈ N.

Nous donnerons le fil principal de la démonstration dans la partie 3, et
y développerons l’étude de l’équation de la réaction dans un milieu oscillant
où se produit un effet d’écho. Avant de se lancer dans la présentation des
ingrédients principaux de leur preuve, on va d’abord voir une conséquence
impressionnante de leurs résultats : C’est un amortissement réversible.

On remarque 1 que le théorème ne s’applique pas aux donnés qui sont
C∞ à support compact non trivial, puisque la décroissance exponentielle
de ses transformés de Fourier implique son analycité. Une amélioration est
de travailler dans les espaces de Gevrey, qui ont l’avantage de contenir les
fonctions C∞ à support compact, c’est à dire changer la condition de dé-
croissance exponentielle |f̃0| ≤ Ce−λ|η| en une décroissance plus faible :
|f̃0| ≤ Ceλ|η|1/s avec s > 1.

1.4 Quantité invariante

Par la méthode des caractéristiques, f(t, S0,t(x, v)) = f i(x, v), où S0,t(x, v)
est le flot du système :

{
Ẋt = Vt, V̇t = F (t,Xt), F = −∇W ∗ ρ,
(X0, V0) = (x, v)

(4)

Proposition 5. L’équation différentielle en A : A′(t) = B(t)A(t),
où A(t), B(t) ∈Mn(R) vérifient : det(A(t)) = e

∫ t
0 tr(B(t)) dtdet(A0).

Démonstration. Comme det(A(t)) vérifie l’équation différentielle : si A(t0)
est inversible, alors

(det(A(t)))′|t=t0 = dA(t0)det(A′(t0))
= tr(A(t0)−1A′(t0))det(A(t0)) = tr(B(t0))det(A(t0)),

cette égalité est aussi vérifiée si A(t0) non inversible par la densité deGLn(R)
et le régularité au moins C2 de det. On a ainsi l’égalité cherchée par inté-
gration en t.

1. C’est une remarque que Jeff Rauch avait faite à Cédric.
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Proposition 6. Le flot S0,t de (4) préserve la mesure dx dv, i.e le jacobien
de S0,t est égal à 1 en tout (x, v).

Démonstration. Un système d’équation de flot S0,t, pour (x, v) fixé,

S′0,t(x, v) = (ẋt, v̇t) = Bt(S0,t(x, v))

ici Bt(x, v) = (∇vH,−∇xH), en posant H(X,V ) = V 2

2 +W ∗ ρ

Jac(S0,t)(x, v)′|t=t0 = Jac(Bt0)(x(t0), v(t0))Jac(S0,t0)(x, v).

Si tr(Jac(Bt)(x(t), v(t))) = 0, ∀t, alors en appliquant la proposition pré-
cédente, det(Jac(S0,t)(x, v)) = 1 comme S0,0 = Id.
Ici c’est le cas car, le système (4) a une structure hamiltonienne,{

Ẋt = ∇VH
V̇t = −∇XH.

le théorème de Schwartz assure que la trace est constamment nulle.

Remarque. Le résultat ci-dessus n’est pas vrai dans une variété quelconque.
Cette structure hamiltonienne assure l’invariance de mesure par S0,t. Il

en résulte que pour toute application A : R→ R continue,∫∫
A(f(t, x, v)) dx dv

est invariante dans le temps. En particulier l’entropie

−
∫∫

f log(f) dx dv

est constante.
On obtient ainsi qu’autour d’une solution homogène f0(v) asymptoti-

quement stable pour une certaine topologie, f(t, x, v) converge sans aug-
mentation d’entropie vers f0(v) quand t tend vers +∞, alors que la force
associée F (t, x) tend vers 0, d’où le nom «l’amortissement», et très contre-
intuitivement, un amortissement réversible.

2 Approximation linéaire

2.1 Équation de transport libre

On va d’abord considérer l’équation de transport libre :{
∂tf + v · ∇xf = 0
f |t=0 = f i(x, v) (5)
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On trouve rapidement, par la méthode des caractéristiques, l’égalité

f(t, x, v) = f i(x− vt, v).

En appliquant la transformée de Fourier par rapport à (x, v) ∈ Td ×Rd, on
trouve

f̃(t, k, η) =
∫∫

f i(x− vt, v)e−2πix·ke−2πiv·ηdvdx = f̃ i(k, η + kt).

– Quand k = 0, f̃(t, 0, η) = f̃ i(0, η), signifie que 〈f〉 =
∫
fdx est

conservé.
– Si f̃ i(k, η) 6 C(e−2πλ|η|), pour η fixé et k 6= 0, on a alors f̃(t, k, η) =
f̃ i(k, η + kt) = O(e−2πλ|k|t), on a d’après [MV]

f(t, x, v) faiblement−−−−−−−→
t→∞

〈f i〉

La notion de convergence faible n’est pas très claire dans leur papier. On
peut l’interpréter au sens suivant, on pose

g(t, x, v) = f(t, x, v)− 〈f〉x(v)

si pour tout t, , g ∈ L2(Td×Rd), alors pour toute fonction test ϕ ∈ C∞c (Td×
Rd),

< g,ϕ >L2(Td×Rd) =< g̃, ϕ̃ >L2(Zd×Rd)−−−→t→∞
0

où la première égalité résulte du théorème de Plancherel, et la convergence
s’obtient par le théorème de convergence dominée.

2.2 Équation de Vlasov linéarisée

Comme F = −∇W ∗ ρ est un gradient, f(t, x, v) = f0(v) est bien une
solution homogène de (3). Nous allons étudier la stabilité de ces équilibres
homogènes.

Soit f0 un de ces équilibre, on cherche une solution de la forme

f(t, x, v) = f0(v) + h(t, x, v) avec ‖h‖ = O(ε).

On le remplace dans (3), et on espère que le terme ‖F [h] · ∇vh‖ est
négligeable devant ‖F [h] · ∇vf0‖. On obtient ainsi l’équation linéaire{

∂th+ v · ∇xh+ F [h] · ∇vf0 = 0
h|t=0 = hi(x, v) (6)

Physiquement on peut penser se retrouver dans un milieu où interagissent
deux sortes de particules, et seulement entre eux, dont l’une a une réparti-
tion invariante dans le temps.
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Si l’on écrit S = F [h] · ∇vf0, alors ∂th+ v · ∇xh = −S. Par la méthode
de caractéristiques et le principe de Duhamel, on a

h(t, x, v) = hi(x− vt, v)−
∫ t

0
S(τ, x− v(t− τ), v)dτ

et sa transformée de Fourier

h̃(t, k, η) = h̃i(k, η + kt)−
∫ t

0
S̃(τ, k, η + k(t− τ))dτ.

Une remarque très importante est que S = F [h] · ∇vf0 est le produit
d’une fonction de (t, x) avec une fonction de v, cela implique que pour la
transformée de Fourier de S, on a l’égalité :

S̃(τ, k, η) = F̂ [h](t, k) · ∇̃vf0(η)

= −∇̂W (k)ρ̂(t, k) · ∇̃vf0(η)
= 4π2k · η Ŵ (k)f̃0(η)

– si k = 0, S̃(τ, 0, η) = 0, h̃(t, 0, η) = h̃i(0, η)
– si k 6= 0, soit ρ1(t, x) =

∫
h dv, alors ρ̂(t, k) = ̂∫

f0(v) dv +
∫
h(t, x, v) dv =

ρ̂1(t, k).
d’où

h̃(t, k, η) = h̃i(k, η+kt)−4π2Ŵ (k)
∫ t

0
ρ̂1(τ, k)f̃0(η+k(t−τ))k·[η+k(t−τ)] dτ

(7)
on prend η = 0, on trouve

ρ̂1(t, k) = h̃i(k, η + kt) +
∫ t

0
K(t− τ, k)ρ̂1(τ, k) dτ (8)

avec K(t, k) = −4π2Ŵ (k)f̃0(kt)|k|2t.
La séparation des variables de S fait que les différentes modes de ρ1 ne

se couplent pas. On peut donc résoudre (8) mode par mode.

2.3 Équation de Volterra

On cherche à résoudre les équations (8) qui sont de forme

φ(t) = a(t) +
∫ t

0
K(t− τ)φ(τ) dτ (9)

Soit Φ(t) = e2πλ′tφ(t), A(t) = e2πλ′ta(t) dont on déterminera la valeur de λ′
plus tard, (9) devient

Φ(t) = A(t) +
∫ t

0
K(t− τ)e2πλ′(t−τ)Φ(τ) dτ
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on prolonge Φ, K, A par 0 pour t 6 0, et on prend la transformée par
rapport à t, alors

∀ω ∈ R, Φ̂(ω) = Â(ω) +KL(λ′ + iω)Φ̂(ω)

où KL désigne la transformée de Laplace complexe

KL(ξ) =
∫ +∞

0
e2πξ∗tK(t) dt, ξ ∈ C

soit finalement
Φ̂(ω) = Â(ω)

1−KL(λ′ + iω)
On suppose qu’il existe des constantes C0, Ci, λ0, λ, Λ, κ > 0, telles que
1. |K(t)| 6 C0e

−2πλ0t |a(t)| 6 Cie
−2πλ0t

2. |KL(ξ)− 1| > κ > 0 pour 0 6 Reξ 6 Λ
alors si λ′ < min{Λ, λ, λ0}, KL(λ′ + iω) sont bien définis, et

|1−KL(λ′ + iω)| > κ.

D’après le théorème de Plancherel,

‖Φ‖L2(dt) = ‖Φ̂‖L2(dω) 6
‖Â‖L2(dω)

κ
=
‖A‖L2(dt)

κ
6

Ci

κ
√

4π(λ− λ′)

on peut donc borner Φ. On voit donc que la condition de type (L) est
cruciale.

‖Φ‖L∞(dt) 6 ‖A‖L∞(dt) + ‖(Ke2πλ′t) ∗ Φ‖L∞(dt)

6 ‖A‖L∞(dt) + ‖(Ke2πλ′t)‖L2(dt)‖Φ‖L2(dt)

6 Ci + C0Ci

4πκ
√

(λ0 − λ′)(λ− λ′)

d’où

∀λ′ < min{λ, λ0, Λ}, |φ(t)| 6 CCie
−2πλ′t avec C = C(C0, λ0, λ, Λ, κ, λ′)

2.4 Conclusion du cas linéaire

Revenons à nos moutons, K(t, k) = −4π2Ŵ (k)f̃0(kt)|k|2t.

Proposition 7. Si on a
1. Condition sur le potentiel ‖∇W‖L1 6 CW <∞,
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2. Condition sur la donnée initiale et le équilibre f0

Il existe des constantes λ > 0, C > 0, tel que ∀k ∈ Zd, η ∈ Rd

|f̂0(η)|+ |h̃i(k, η)| 6 Ce−2πλ|η|

3. (L) est vérifié avec les constantes λ, κ > 0.
Alors, la solution h de l’équation (6) vérifie ∀λ′ < λ,

– on a ∀k 6= 0, |ρ̂1(t, k)| = O(e−2πλ′|k|t) donc uniformément en k ∈ Zd∗,
– ‖ρ(t, ·)− 〈ρ〉‖Cr = O(e−2πλ′|t|) pour tout r ∈ N,
– |h̃(t, k, η)− h̃i(k, η + kt)| = O(e−2πλ′|kt|) pour tout (k, η) ∈ Zd × Rd.

Démonstration. – Le noyauK vérifie les conditions de l’équation de Vol-
terra, on obtient : ∀k 6= 0, |ρ̂1(t, k)| 6 C(λ, λ′, κ)e−2πλ′|k|t.

– De plus ‖ρ1−〈ρ1〉‖Hs(Td)(t) = O(e−2πλ′t) pour tout s ∈ N. L’injection
de Sobolev montre que la convergence est forte dans Cr.

– On peut contrôler l’intégrale dans l’équation (7), en prenant en compte
|ρ̂(τ, k)| = O(e−2πλ′|k|τ ) et |f̃0(η + k(t − τ))| = O(e−2πλ′|η+k(t−τ)|) et
en cédant un peu sur λ′, on a pour tout λ′′ < λ′,
|4π2Ŵ (k)

∫ t
0 ρ̂

1(τ, k)f̃0(η+k(t−τ))k·[η+k(t−τ)] dτ | = O(e−2πλ′′ |η+kt|).
D’où |h̃(t, k, η)− h̃i(k, η + kt)| = O(e−2πλ′|kt|).

Remarque. 1. h(t, ·) faiblement−−−−−−−→
t→∞

〈hi〉 par même argument dans la partie
2.1.

2. Comme h̃(t, k,−kt) = O(1), la décroissance de h̃ n’est pas uniforme,
mais chaque mode a une décroissance exponentielle pour k 6= 0 , et
pour k = 0 on sait déjà que h̃(t, 0, η) = h̃i(0, η).

3. Au cours du temps, h voit une oscillation forte en mode (k,−kt) qui
correspond à une perte de régularité en vitesse.

Même si la densité spatiale converge fortement vers sa moyenne, et la
force associée F [h] converge exponentiellement vite vers 0, (dû au fait que
F [h] = −∇W ∗ρ, F̂ [h](t, k) = −∇̂W ·ρ̂(t, k) qui a une même décroissance que
ρ), l’information n’est pas vraiment perdue, elle est stockée dans l’oscillation
des vitesses.

3 Équation de Vlasov non-linéaire

3.1 Méthode de Newton

La preuve de C. Mouhot et C. Villani utilise de manière essentielle la
méthode de Newton, qui est une méthode itérative pour chercher un zéro
x∞ d’une fonction Φ(x). En faisant une bonne estimation, on fixe x0 proche
de x∞. Au rang n, on résout l’équation

Φ(xn) +∇Φ(xn) · (xn+1 − xn) = 0.
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Alors xn converge vers le zéro x∞ cherché avec l’estimation

|xn − x∞| 6 Cδ2n , où δ = |x0 − x∞|.

Pour une EDP abstraite
∂f

∂t
= Q(f)

f |t=0 = f i(x, v)
,

la solution de cette EDP proche d’un équilibre homogène f0(v) est equiva-
lente à un zéro au voisinage de f0(v) de la équation

Q(f) =
(
∂f

∂t
−Q(f), f(0, ·)− f i

)
.

À partir de f0 = f0(v), la méthode de Newton est de résoudre

Φ(fn) +∇Φ(fn) · (fn+1 − fn) = 0

Il faut faire attention que ici la dérivée ∇ est par rapport à la fonction
au lieu d’une variable de dimension finie. C’est à dire, soit hn = fn − fn−1,
on veut résoudre l’EDP {

∂th
1 = Q′(f0) · h1

h1(0, ·) = f i − f0,

et pour n > 1, {
∂th

n+1 = Q′(fn) · hn+1 − [∂tfn −Q(fn)]
hn+1(0, ·) = 0

(10)

Par induction, pour n > 1, on a ∂th
n+1 = Q′(fn) · hn+1 +

[
Q(fn−1 + hn)−Q(fn−1)−Q′(fn−1) · hn

]
hn+1(0, ·) = 0

Dans le cas de l’équation de Vlasov,

Q(f) = −v · ∇xf − F [f ] · ∇vf

où la non-linéarité provient du terme quadratique, via la force F [f ] = ∇W ∗∫
fdv. Donc on peut simplifier (10) notre équation avec

Q(fn−1 + hn)−Q(fn−1)−Q′(fn−1) · hn = −F [hn] · ∇vhn.

Donc, on définit la méthode de Newton pour la équation de Vlasov non-
linéaire par :

f0 = f0(v) un équilibre homogène donné,
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fn = f0 + h1 + · · ·+ hn,

où {
∂th

1 + v · ∇xh1 + F [h1] · ∇vf0 = 0
h1(0, ·) = f i − f0 (11)

et pour n > 1,
∂th

n+1 + v · ∇xhn+1 + F [fn] · ∇vhn+1︸ ︷︷ ︸
(a)

+F [hn+1] · ∇vfn︸ ︷︷ ︸
(b)

= −F [hn] · ∇vhn︸ ︷︷ ︸
(c)

hn+1(0, ·) = 0
(12)

L’équation (11) est le même comme l’équation de Vlasov linéaire que on
a étudiée dans la section 2. Mais l’équation (12) est assez compliquée. L’idée
c’est de la diviser en trois parties.

Sans les termes (a), (b) et (c), (12) est l’équation de transport libre. Avec
seulement (a), c’est une perturbation du transport libre avec une force F [fn]
assez petite. Avec seulement (b), et l’équation est similaire à l’équation de
Vlasov linéaire sauf que fn dépend de (t, x, v) donc il n’y a pas de sépération
des variables comme on a remarqué dans la partie 2. Et on peut montrer que
la norme de (c) est petite dans un régime perturbatif, (mais bien entendu,
il faut prouver que si f i est proche de f0, alors la solution reste toujours
proche de f0). L’étude de l’effet de (a) sera développée dans la section 3.3,
l’effet de (b) dans 3.4.

3.2 La norme analytique

Le choix des normes est important dans l’analyse de l’équation de Vlasov,
donc on présente ici quelques propriétés importantes de ces normes sans
preuve. A priori, parmi les normes pour les fonctions analytiques, il y en a
deux qui interviennent souvent dans la preuve.

Définition 1. Soit f une fonction analytique d’un variable, p ∈ [1,∞] et
λ > 0. On définit

‖f‖Cλ;p :=
∑
n∈Nd0

λn

n! ‖f
(n)‖Lp , et ‖f‖Fλ;p :=

∑
k∈Zd

e2πλp|k||f̂(k)|p
1/p

,

Si p =∞, ce dernier sera supk∈Zd |f̂(k)|e2πλ|k|. On écrit

Cλ := Cλ;∞, et Fλ := Fλ;1.

Les normes Cλ et Fλ nous intéressent parce qu’elles sont des normes
d’algebre :

‖fg‖λ 6 ‖f‖λ‖g‖λ.
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On utilise de nouveau la méthode des caractéristiques :

f(t, S0,t(x, v)) = f i(x, v),

ou l’inverse :

f(t, x, v) = f i(St,0(x, v)) = f i(S−1
0,t (x, v)),

où S0,t est la caractéristique définite dans la section (1.4). Donc on voudrait
considérer la propriété de ces normes quand on fait la composition d’une
fonction analytique et la caractéristique. Mouhot et Villani ont prouvé la
proposition suivante [MV] :

Proposition 8. 1. Pour tout λ > 0,

‖f ◦ (Id+G)‖Fλ 6 ‖f‖Fλ+ν , ν = ‖G‖Ḟλ ;

2. Pour tout λ > 0 et tout a > 0,

‖f ◦ (aId+G)‖Cλ 6 ‖f‖Faλ+ν , ν = ‖G‖Ċλ ;

où

‖G‖Ḟλ :=
∑

k∈Zd\{0}
e2πλ|k||f̂(k)|, et ‖G‖Ċλ :=

∑
n∈Nd0\{0}

λn

n! ‖f
(n)‖L∞

sont les normes de Fλ et Cλ privées de 0.

Pour la démonstration, on peut consulter la proposition 4.8 de [MV].
Quand on choisit une norme pour notre question (un variable périodique

x ∈ Td, et l’autre variable v ∈ Rb), on considère : d’abord, la norme Fλ
applique au cas périodique x ∈ Td, et elle s’adapte bien à l’amortissement
de Landau grâce à sa correspondance avec la décroissance exponentielle de
la transformée de Fourier ; mais on n’a pas de transformée de Fourier pour
S0,t(x, v) par rapport à v (note que l’application affine x 7→ a·x+b appartient
à Ċλ mais pas à Ḟλ), donc on choisit la norme Cλ pour la variable v. Donc
on introduit la norme analytique hybride de deux variables :

Définition 2 (La norme hybride). Pour λ, µ > 0 et p ∈ [1,∞], on définit

‖f‖Zλ,µ;p :=
∑
k∈Zd

∑
n∈Nd0

λn

n! e
2πµ|l|‖∇̂nvf(k, v)‖Lp(Rdv).

Il reste à traiter l’oscillation rapide de la variable v. Comme on a noté
dans le cas du transport libre,

f̃(t, k, η) = f̃ i(k, η + kt).

Ça nous emene à introduire un parametre τ et appliquer le semi-groupe
du transport libre S0

0,τ (x, v) = (x + vτ, v) à la fonction de répartition, ou
précisément,
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Définition 3. Pour λ, µ > 0 et p ∈ [1,∞], on définit

‖f‖Zλ,µ;p
τ

:= ‖f◦S0
0,τ‖Zλ,µ;p

∑
k∈Zd

∑
n∈Nd0

λn

n! e
2πµ|l|

∥∥∥(∇v + 2πiτk)nf̂(k, v)
∥∥∥
Lp(Rdv)

.

L’idée c’est que on choisit τ égal ou au moins asymptotiquement égal
à t, et on adapte l’ampleur de la régularité à l’oscillation de v, et alors on
se concentre aux modes de Fourier importants qui glissent au cours de temps.

On peut montrer rapidement que :

Proposition 9. 1. Soit f = f(x), alors

‖f‖Zλ,µτ = ‖f‖Fλ|τ |+µ ;

2. soit f = f(v), alors
‖f‖Zλ,µ;p

τ
= ‖f‖Cλ;p .

Remarque. Note que la force F [f ] est une fonction de (t, x), donc pour tout
τ

‖F [f ](t, ·)‖Zλ,µτ = ‖F [f ](t, ·)‖Fλ|τ |+µ .
En gros ça corresponde à la décroissance exponentielle de la transformée de
Fourier de F [f ].

De plus,

Proposition 10. ([MV], proposition 4.17)
1. Soit λ 6 λ′ et µ 6 µ′, alors

‖f‖Zλ,µτ 6 ‖f‖Zλ′,µ′τ
;

2. soit τ, τ ′ ∈ R, alors

‖f‖Zλ,µ
τ ′

6 ‖f‖
Zλ,µ+λ|τ ′−τ |
τ

.

Remarque. La première est facile à comprendre : on peut considérer λ et µ
comme le largeur de convergence, donc on a plus de regularité avec l’aug-
mentation de λ et µ. La dernière nous dit que les familles des espaces Zλ,µτ
ne sont pas monotone par rapport au parametre τ , donc on ne peut pas les
comparer.

La norme (3) semble trop compliquée, mais on peut prouver l’injections
entre elle et une norme plus standard

‖f‖
Xλ,µ
τ

:= sup
k∈Zd,η∈Rd

|f̃(k, η)|e2πλ|η+kt|e2πµ|k|

(avec une perte de la régularité suffisament petite). Finalement, même si on
travaille et estimate la norme dans les espaces compliquées Zλ,µτ , on peut
obtenir les résultats plus clairs sur la norme Xλ,µ

τ .
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3.3 Caractéristiques avec l’amortissement de la force

Dans cette section on va étudier la première partie de la méthode de
Newton, en gardant que le terme (a), on a l’équation :

∂th
n+1 + v · ∇xhn+1 + F [fn] · ∇vhn+1 = 0

avec une force F [fn] assez petite. Pour comparer la dynamique perturbée
avec le transport libre, on définit alors l’opérateur de deflection :
pour 0 6 τ 6 t,

Ωt,τ (x, v) := St,τ ◦ S0
τ,t(x, v),

Ici S0
τ,t(x, v) = (x + (t − τ)v, v) est la caractéristique du transport libre,

Sτ,t(x, v) = (Xτ,t, Vτ,t) est la caractéristique avec une perturbation F (t, x),
dont l’équation des caractéristiques s’écrit comme

dXτ,t

dt
= Vτ,t,

dVτ,t
dt

= F (t,Xτ,t)

(Xτ,t, Vτ,t)|t=τ = (x, v)

Comme c’est un processus réversible, St,τ est l’inverse de Sτ,t. C’est à
dire, on part au temps τ et évolue par la dynamique libre jusqu’au temps t,
et après on revient en arrière en évoluant par la dynamique avec la pertur-
bation. L’idée est de comparer Ωt,τ avec l’identité pour étudier l’influence
de la perturbation. On a la proposition suivante :
Proposition 11. Soit 0 < λ′ < λ, 0 < µ′ < µ et

‖F‖ := sup
t>0
‖F (t, ·)‖λt+µ 6

(µ− µ′)(λ− λ′)2

C

avec un constant C assez grand, alors

‖Ωt,τ − Id‖Zλ′,µ′τ
6 C‖F‖e−2π(λ−λ′)τ min(t− τ, 1

λ− λ′
).

La démonstration peut être trouvée dans [Vi], proposition 6.1.
Remarque. Note que cette estimation est

1. de décroissance exponentielle quand τ →∞,
2. uniforme quand t→∞,
3. petite quand τ → t.

3.4 Echos - Réaction contre un milieu oscillant

Dans cette partie, on va développer un peu plus sur l’effet donné par
le terme (b) dans l’équation (12), F [hn+1] · ∇vfn, i.e dans la méthode de
Newton, on néglige :{
∂th

n+1 + v · ∇xhn+1 +((((((((
F [fn] · ∇vhn+1 + F [hn+1] · ∇vfn = −(((((((

F [hn] · ∇vhn

hn+1(0, ·) = 0
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L’équation étudiée est donc

∂tf + v · ∇xf + F [f ](t, x) · ∇vf̄(t, x, v) = 0 (13)

où la fonction f̄ est ”le milieu oscillant forcé” supposé donné, qui diffère
de la linéarisation discutée dans la partie 2 par sa dépendance en x. Il en
résulte que dans la transformée de Fourier, la source devient convolution des
coefficients de Fourier au lieu d’un simple produit.

On pose f̄ = f0 + h̄, f0 est l’équilibre étudié. Comme dans la partie 2,
on applique le principe de Duhamel, puis la transformation de Fourier, en
intégrant par rapport à v, on a

ρ̂(t, k) = f̃ i(k, kt)

+
∫ t

0

∫∫
(∇W ∗ ρ)(τ, x− v(t− τ)) · (∇vf0)(τ, x− v(t− τ), v)e−2iπk·x dx dv dτ

+
∫ t

0

∫∫
(∇W ∗ ρ)(τ, x− v(t− τ)) · (∇vh̄)(τ, x− v(t− τ), v)e−2iπk·x dx dv dτ

dont le dernier intégrale égale à∫ t

0

∫∫
(∇W ∗ ρ) · (∇vh̄)(τ, x, v)e−2iπk·xe−2iπk·v(t−τ) dx dv dτ

=
∫ t

0

∫ ∑
l∈Zd
∇̂W (k − l)ρ̂(τ, k − l)(∇̂vh̄)(τ, l, v)e−2iπk·v(t−τ) dv dτ

=
∫ t

0

∑
l∈Zd
∇̂W (k − l)ρ̂(τ, k − l)(∇̃vh̄)(τ, l, k(t− τ)) dτ

(14)

Remarque. Maintenant les modes de ρ sont couplés entre eux.
Pour voir l’effet de cette nouvelle source, on va supposer que f0 = 0.

On rappelle la norme d’analyticité F :

‖f‖Fλ =
∑
k∈Z

e2πλ|k||f̂(k)|

Dans la partie 2, nous avons une borne des coefficients de Fourier de
ρ, |ρ̂1(t, k)| = O(e−2πλ′|k|t), il peut paraître naturelle d’étudier ‖ρ(t)‖Fλt+µ ,
pour certains λ, µ déterminés par la petitesse de f i et h̄. En supposant

∇̂W (k − l) = O
( 1
|k − l|γ

)
, pour γ > 1,

(14) permet d’obtenir une estimation de ‖ρ(t, ·)‖Fλt+µ = ϕ(t) , avec µ̄ > µ
et λ̄ > λ arbitraire fixés,

‖ρ(t, ·)‖Fλt+µ 6 A(t) + C

∫ t

0
K(t, τ)‖ρ(τ, ·)‖Fλτ+µ dτ (15)
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dans laquelle A(t) est la contribution de la donnée initiale, et

K(t, τ) = sup
k,l

(
|k|(t− τ)e−2π(λ̄−λ)|k(t−τ)+lτ |e−2π(µ̄−µ)|l|

1 + |k − l|γ

)
. (16)

Remarque. K(t, τ) dépend implicitement λ, µ, λ̄, µ̄, γ.
En gardant les termes dominants l = −1 et k > 0 dans (16), on trace

les courbes K(t, τ) en τ pour les valeurs t = 10, 100, 1000, qui sont sous
l’enveloppe dans la figure ci-dessous.

La masse de K se concentre sur certaines valeurs de τ telles qu’il existe
k, l ∈ Z

k(t− τ) + lτ = 0.

Ainsi on pourra considérer K comme une somme de masse de Dirac à
constante près. Il en produit un effet de resonance pour ces valeurs discrètes.
Si la masse de K se concentre sur τ qui est loin de t, par exemple τ/2, A(t)
borné par A une constante, alors (15) peut s’écrire comme :

ϕ(t) 6 A+ c
t

2ϕ
(
t

2

)
.

Par simple itération, on obtient

ϕ(t) 6 A
∑
n

cntn

2n(n−1)/2 (17)

qui a une croissance comme Aec′(log t)2 , qui est plus lent que tous les eεt,
∀ε > 0. Donc ‖ρ(t)‖Fλ′t+µ′ ainsi que pour F (t) = ∇W ∗ ρ(t) , en supposant
F̂ (t, 0) = 0, ∀λ′ < λ, on a toujours

‖F (t)‖Fλ′t+µ′ 6 CAe−2π(λ−λ′)teεt.

Pour ε assez petit, on a la décroissance exponentielle de F .

Des études plus poussées du noyau K permettent d’obtenir l’énoncé sui-
vant :
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Proposition 12. Soit f0 tel que |f̃0(η)| = O(e−2πλ0|η|) et satisfait les cri-
tères de Penrose avec le largeur de stabilité λL, et ∇̂W (k) = O

(
1
|k|γ
)
,

avec γ >. Et f i et h̄ vérifient une certaine petitesse associée à λ, µ, avec
0 < λ < min(λ0, λL), et µ > 0.

Alors ∀µ′ < µ, et λ/2 < λ′ < λ,

sup
t>0
‖F (t)‖Fλ′t+µ′ < C(λ′, µ′),

où C(λ′, µ′) est une fonction qu’on peut expliciter.
Remarque. L’intérêt d’avoir une régularité glissante de F bornée, c’est qu’on
peut la transformer en tout moment en une décroissance exponentielle dans
le temps, pourvu que F a une moyenne nulle, ici c’est le cas, car F est un
gradient.
Plus précisément,

|‖F‖| := sup
t>0
‖F (t, ·)‖Fλt+µ (18)

alors ∀λ′ < λ, µ′ < µ, s > τ ,

‖F (s, ·)‖Fλ′τ+µ′ 6 e−2π(λs−λ′τ)‖F (s, ·)‖Fλs+µ 6 e−2π(λ−λ′)s|‖F‖| (19)

De belles expériences physiques ont été réalisées par Malmberg et ses
collegues, qui ont enregistrées des vrais effets de la résonance dans un plasma.
cf [MA].
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