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Introduction

Il est parfois nécessaire, notamment dans des domaines proches de 'informatique, de savoir estimer
des probabilités d’événements rares. Par exemple, l'industrie du disque utilise des tatouages numériques
pour empécher la copie de leurs disques munis de copyright. Si un disque posséde ce type de tatouage,
la copie du disque est refusée.

Le principe de fonctionnement du tatouage est le suivant : lorsqu’une copie du disque est demandée,
une fonction est appliquée sur les données contenues dans le disque, et renvoie un réel. Si ce réel dépasse
une certaine valeur fixée ¢, le disque est considéré comme tatoué, et la copie est refusée. Le risque de
refuser la copie d’un disque non tatoué est alors non nul. La probabilité p qu’un tel événement survienne
doit étre la plus faible possible : seule la copie de disques tatoués doit étre refusée. Du point de vue de
lindustrie, p est fixée & une valeur trés faible, et la valeur recherchée est ¢ (réglage du systéme de tatouage
numeérique). Du point de vue de l'utilisateur, ¢ est connu, et la valeur recherchée est p (vérification de
la fiabilité du systéme de tatouage numérique). Cette probabilité est usuellement de I'ordre de 1079 -
10712

L’objectif principal est d’une part estimer cette probabilité au mieux, d’autre part ’estimer a 1’aide
d’un algorithme d’une complexité raisonnable.
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1 Définitions

Formellement, on considére :
e un vecteur aléatoire X € R%, représentant les données contenues dans le disque;
e une fonction "boite noire" ® : R* —» R;
e un quantile ¢, tel que : X est considéré comme tatoué < ®(X) > ¢;
e une loi de probabilité p sur R%;
e une probabilité p telle que, si X £ u, alors P(®(X) > q) = p.

On cherche & estimer p connaissant ¢, et ¢ connaissant p.

2 Défauts de la méthode de Monte-Carlo classique
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La méthode de Monte-Carlo classique consiste & tirer N variables aléatoires indépendantes (X;);c1,n]

selon la loi p. On estime alors p par pme = #{i|®(X;) > ¢}/N.
La variance relative de pp,. est : Var(pme)/p* ~p—o 1/(Np).

Par conséquent, pour obtenir une précision appréciable a ’aide de cette méthode, il est nécessaire de

choisir N ~ 1/p ~ 10*2, ce qui est considérable. Il faut donc développer une autre méthode.

3 L’algorithme

3.1 Principe général

On considére N variables aléatoires (Xil)ie[[l, ~] indépendantes identiquement distribuées selon la loi

1.
Si, pour m € N* donné, on connait les (X;");e[1,n7, alors on peut poser :
o L, = min(P(X™));
Y { X~ LX|D(X) > Lyn) 81 ®(X[") = L
i xm si ®(X™) > Ly,
On définit ainsi les (X{")ieq1,N],men--

7

Idéalement, X* est indépendant des (X");c1,n]-

L’algorithme consiste donc & remplacer & chaque itération les X pour lesquels ®(X™) est le plus
petit par des XZ”H pour lesquels ®(X" ) est strictement plus grand, et & conserver les autres X™. En

arrétant les itérations & un instant bien choisi, on peut estimer p ou gq.



On notera que Vefficacité de 'algorithme dépend directement de la méthode choisie pour générer X*.
On proposera une méthode dans le paragraphe 4 permettant de générer une variable aléatoire selon la
loi L(X|®(X) > Ly,), presque indépendamment des (X" );c1,n7-

On considére dans le reste de cette partie 'algorithme idéal, c’est-a-dire pour lequel X™* est générée
selon la loi £(X|®(X) > L,,) et indépendamment des (X7™);c1,n]-

2

3.2 Estimation de p

On suppose que g est connu. Soit M = max{m|L,, < q}.

3.2.1 Calcul d’un estimateur p de p
On cherche & obtenir la loi de M en fonction de p pour parvenir & estimer p en fonction de M. Pour
faciliter le calcul de la loi de M, on introduit les fonctions suivantes :
e la fonction de répartition de ®(X), supposée continue : F : y — P(®(X) < y);
e S:y—1—F(y) =P(@(X) >vy);
o Aty— —In(S(y)).
Théoréme 1. Soient (E;);cn+ des variables aléatoires exponentielles de paramétre 1 indépendantes. On

a ’
m

1
Vm € N*A(Lm) % 5 D Bi
i=1

Démonstration

e On commence par montrer que :

On a :
X ~ p,Va € RT,
PA(B(X)) < a) = B(1 - F(8(X)) > )
=E(1_p@x)>ea)
Comme F est continue et croissante, alors il existe b tel que : 1—F(y) > e * <y <b, et F(b) =1—e ¢
Par conséquent :
P(A(®(X)) < a) = E(11_p@x))ze-elax)>s + Ti—p@x)>e—=Lax)<s)
=0+ E(1-Tgx)<s)
=P(®(X) < b)
= F(b)
=1—-e"*
Comme A(®) >0, on a bien :

(A((I)(Xil)))z‘e[[l,N]] 'E’ (Ei)ie[[l,N]]

e On montre par récurrence sur m que les variables aléatoires A(L,,) peuvent étre considérées comme
des temps d’arrivée d’un processus de Poisson.

* Pourm=1:
Comme A est croissante, on a :

A(L) = A( min (@(x))) = min (A(2(X])))

Par conséquent :



* On suppose que, pour m € N* :

On fixe L,,. Soit y > L,,. On pose :
A1 (y) = Aly) — ML)
Par définition des X]m“, on a :

m L
(Am+1(cb(Xj +1)))j€[[1,N]] ~ (Ej)je[[l,N]]

Par la propriété de perte de mémoire des variables aléatoires exponentielles, cette famille est indé-
pendante de (L;)ic[1,m]. On a donc :

£ Eerl
N

Am+1(Lm+1) = A(Lm+1) - A(Lm)

Par conséquent :
Em+1
N

Or A1 (Lim41) est indépendante de Ay, (Ly,), donce, par Uhypothése de récurrence :

A(Lm1) © ML) +

c 1 m+1
A(Lmy1) ~ N Z E;
j=1

0t (Ej)jeq1,m+1] est une famille de variables aléatoires indépendantes.
Cela achéve la démonstration.

Corollaire 1. La variable aléatoire M suit une loi de Poisson P de paramétre —N In(p).

Démonstration
Ona:

M = max{m|L,, < q}
max{m|S(L,,) > p}
max{m|A(L,,) < —In(p)}

Done, par le théoréme 1, M L P(—Nln(p)).
Comme on suppose que p — 0 et que N > 100, on peut approximer P(—N In(p)) par la gaussienne

N (=N In(p), —N In(p)).

Un estimateur convenable de p serait donc :
M
1
s (1- L
7= (1)

Proposition 1. L’estimateur p de p est a valeurs dans :

oo (- ) e



avec !

VmGN,]P’(]ﬁ: (1_ if)m) _ W—wa

Donc p est un estimateur non biaisé de p de variance :
Var(p) = p*(p~~ — 1)

Démonstration

o On démontre que la loi de M est bien celle donnée par l’énoncé.
On a, par le corollaire 1 :

wme NP5 (1- ]lv)m) ~#((1- le)M -(1- 11V>m>

=P(M =m)
_ PV (=N(p)™
m!

o On montre que p est un estimateur non biaisé de p.

Ona:

i Kl ) 1)%N(—N1n<p>>m] .,

|
= N m!
+o0 1 2 m
=Y |(1- ) Cvmen] -2
m=0
= pNe(-N+2=3) () _ 2
=p*(p~¥ - 1)

On remarque que, lorsque p — 0 :

Var(p) N —In(p) < 1 Var(pme)
p? N Np P’
Cela montre que la précision obtenue a I’aide de la version idéalisée de I’algorithme est, & N égal, meilleure
que celle obtenue avec la méthode de Monte-Carlo classique. Il ne faut en outre pas perdre de vue que la
génération pratique de X* peut étre cotiteuse en complexité. On ne peut donc pas encore conclure sur
la pertinence d’un tel résultat.




3.2.2 Controéle de p

On cherche & obtenir un intervalle de confiance pour p.

Proposition 2. Soit Z;_, /s le quantile d’ordre 1 — a/2 de N(0,1), défini pour o € [0, 1].

On pose :
. . Zla/2\/ . Z127a/2 2127(1/2
= + —1 —
P+ = pexp ( TN n(p) + — 9N

Done, avec probabilité 1 — o, on a : p € I1_o(p) = [P, D+]-

Démonstration_ .
On pose : 1 =1In(p), | =1n(p). On a donc : 1,1 <0
Comme M % P(—=Nln(p)) =~ N(—=Nln(p), —N In(p)),
alors on peut approzimer la loi de | par une loi normale :

R R G DR

Par définition de Z,_,, /2, on a, avec probabilité 1 — o :

- l
=1l < Z1 a2/ N

o2
52—2<Z—1‘“‘/Q>z+ﬁgo

Ce qui est équivalent a :

2N

Ce trinome en | a pour discriminant réduit :

2 2 2 2
A (i Piman) _p_Aap( L Aiape
2N N AN

Comme [ < 0, alors A’ > 0.
Par conséquent :

> Zl—oz/2 > Zl—a/2
l———— VA <L<]—-—=+ VA
2N - 2N +

En passant a l’exponentielle, on arrive au résultat attendu.
On peut de plus simplifier l'expression des bornes de l'intervalle I1_,(p) si N est suffisamment grand.

Dans ce cas, % < Tlﬁ’ donce :

Zl—a/2
VN

Zia
ﬁwp< 1/21M@>§p§ﬁwp<

= )

On peut appliquer ce résultat avec o = 0.05, ce qui correspond & Z;_, /o ~ 2. Dans ce cas, on a, avec

probabilité 0.95 :
In(p In(p
ﬁexp(—QU_ (p)) <p<pAexp<2 —](\?)>
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log(p)

FIGURE 1 — Intervalle de confiance & 95% pour p, avec N = 100 et p € [10711,1078] : avec probabilité
0.95, p est situé dans la zone centrale.

On remarque sur le graphe que, méme pour N faible, l'intervalle de confiance est assez étroit : on
parvient & estimer un ordre de grandeur de p. Cela illustre Uefficacité de l’algorithme.

3.3 Estimation de q

On suppose ici que p est connue.

3.3.1 Calcul d’un estimateur ¢ de q

On a montré que :

était un estimateur non biaisé de p.

Comme M = max{m|L,, < g}, un estimateur naturel de ¢ serait :

In(p) w

q:Lm,avec:mz ’Vm

Proposition 3. Si F est dérivable en q de dérivée continue en q, avec F'(q) = f(q) # 0, alors :

R

Démonstration
On sait que :

1 Gum
A(Lp) 5 OB £ 0t G LT (m,1)

j=1



Donc :

St o - )

()

Comme E(E;) =1, et Var(E;) = 1, alors le théoréme central limite permet d’écrire :

Par conséquent :

Gm—m L

N m%+K)AM0J)
Par ailleurs :
(5 o) )
Or :
1n(1hi(€\)71) sm= {mahi(l;\)rl)w <1+ (1111(23\11)
Done :

Par conséquent :

In(p) N—+oo
C’est-a-dire : o .
V(52 - (1)) 5 MO~ ()

On peut appliquer la méthode delta (appendice A) & lexpression précédente en posant Xy = G /N,
0 = —In(p), 2 = —In(p), et g: x> S~ (exp(—x)). Ce qui donne :

VR(G— q) —— Ar(0,~ P 1(D),

N—r+oo f(a)?

De la méme maniére, on peut construire & 1’aide de la méthode de Monte-Carlo classique un estimateur
Gme de g. On trie la famille (Y; = ®(X;))iep,ny : Yo) < Yoq) < -+ < Yoy On pose alors : Gpe =
Y| (1-p)~)- En utilisant 14 aussi la méthode delta, on a :

A ‘ p(1—p)
\/N(Q’mc - Q) m N(Ov - f(q)g

)

La aussi, la complexité de la méthode de Monte-Carlo classique est, & variance égale, plus élevée que
celle de 'algorithme : il faut générer (—pln(p))~! plus de variables aléatoires.

3.3.2 Controle de ¢

On cherche a obtenir un intervalle de confiance pour p.

Proposition 4. On pose :

{ m_ = |-NIn(p) — Z1_a/2/—NIn(p)]
my = [=N1In(p) + Z1_o/21/—N In(p)]

Avec probabilité 1 — o, on a : q € I1_o(q) = [Lym_, L]



Démonstration
Ona:
Pour k € N* fizé, on a : P(L, < ¢ < Lp11) =P(M = k)

On recherche lintervalle Ly, L] le plus petit possible tel que :
K
Y PM=j)>1-a
j=k

On peut résoudre ce probléme en remarquant que M B N(=N1n(p),—N1In(p)). On a donc, avec proba-
bilitée 1 — «

—Nn(p) = Z1_a/2v/—NIn(p) < M < —=Nln(p) + Z1_q/2/—N In(p)
Ce qui conclut la preuve.

Cette proposition permet de controler ¢, mais cela a un cott : il est nécessaire pour calculer m de
continuer d’exécuter ’algorithme alors que ¢ a déja été obtenu.

4 Génération pratique de X~

4.1 Présentation de la méthode

Pour m € N*, on pose :
o A, ={reRY®(x) > L,,};

® [l = }Z'Z‘:), la mesure de probabilité induite par u sur A,,.

La méthode consiste & construire un noyau de transition K,,(x,dz’) irréductible et u,,-invariant, et

a appliquer celui-ci un grand nombre de fois & X", choisi aléatoirement dans A,,. Par le théoréme de

stabilisation, le vecteur X* ainsi obtenu appartient a A,,, et est presque indépendant des (X;")ic1,n]-

4.2 Construction de K,

Soit o > 0, on pose :

1+ 02 1+ o2 T 2
K(ode') =\ o (- 5 (o - =) Jacw)

La transition X ~» X’ proposée par K est : X' = (X + ocW)/v/1+ 02, ou W est un vecteur aléatoire
gaussien standard.

Soit m € N*, on pose :
K (z,da’) = Lac (2)0,(da’) + 14, (2) (K (x,da") 14, (') + K(x, A5, )05 (d2'))

Partant de x, K propose une transition = ~» z’. Si ' € A,,, la transition est acceptée. Sinon, la transition
est refusée et x reste inchangé. Par ailleurs, K, est irréductible et u,,-invariant.

Par le théoréme de stabilisation, on a :

Ve € RY, lim </ |K" (2, dz') — um(dx’)|> =0
n—-+oo Rd

Donc on obtient le résultat voulu pour n suffisamment grand.

Le seul paramétre que ’on controle est o, et Uefficacité de l'algorithme dépend grandement de 0. Si o
est trop faible, la transition x ~ 2’ est presque toujours acceptée, mais, le pas = ~» z’ étant petit, il faut
prendre n trés grand pour avoir quasi-indépendance entre X* et X/™. Si au contraire o est trop élevée,
le pas z ~ 2’ est grand, donc il y a rapidement quasi-indépendance entre X* et X;, mais la transition
x ~ ' est presque toujours refusée. Dans les deux cas, la complexité de I’algorithme est élevée, c’est
pourquoi le choix judicieux d’un ¢ intermédiaire est nécessaire.

En pratique, on effectuera T transitions, avec T fixé.



5 Performance de I’algorithme

5.1 Complexité

On calcule ici la complexité de I’algorithme non idéal, pour la comparer, & variance égale, a celle de la
méthode de Monte-Carlo classique. De maniére générale, on peut estimer la complexité de ’algorithme
en distinguant deux opérations dans le code utilisé ici (appendice C) :

e le tri de (X});eq,n], & l'aide de I'algorithme de tri fusion, de complexité en O(N In(N));

2 )
e linsertion d’un élément dans une liste triée par dichotomie, de complexité en O(In(N)), opération
réaliste O(—N In(p)) fois.

Par conséquent, l'algorithme est de complexité en O(—N In(p)In(N)), ce qui est bien supérieur a la
complexité de I’algorithme de Monte-Carlo classique, en O(N). Mais les deux algorithmes n’ayant pas la
méme variance, cette remarque n’est pas pertinente.

On peut définir efficacité d’un algorithme de Monte-Carlo comme étant inversement proportionnel
au produit de la variance obtenue et de la complexité C de l'algorithme. Cette définition permet de
comparer la complexité de deux algorithmes & variance égale. Soit e l’efficacité de l’algorithme :

e pour la méthode de Monte-Carlo classique, on a :

Var (Pme) ~ % ,et: Cre ~ N
Donc : ey xxp~ L
e pour 'algorithme, on a :
2]
Var(p) ~ —]%(m ,et 1 C ~ —=ANIn(p)In(N)
Donc : e < (Ap? In(p)? In(N))~!
Par conséquent :
e 1

eme  Apn(p)?In(N)
Pour N = 5000 et A =20, on a :
e 1073
€mec - pln(p)2
Donc lalgorithme serait effectivement plus efficace que la méthode de Monte-Carlo classique pour des
probabilités faibles, c’est-a-dire p < 10%.

5.2 Estimation de p

Pour vérifier que I'algorithme présenté précédemment est applicable, il suffit de comparer, pour une
fonction ® donnée, p & p. Il faut donc construire une fonction ® telle que ’on puisse calculer p numéri-
quement.

5.2.1 Calcul de p pour une fonction ¢ donnée

On considére :

e g€ RY;

o ucR?,;

. @:xH—‘;‘zﬁ‘;
° png(O,l).

N

Lorsque ¢ est fixé, on cherche & estimer : p = P(®(X) > ¢). En posant § = Arccos(q), on peut
interpréter géométriquement cet événement : il survient lorsque X est dans ’hypercone de révolution
d’axe dirigé par u et d’angle 6.

10



Lemme 1. Soit G la fonction de répartition de la loi de Fisher-Snedecor (appendice B) de degrés de

liberté 1 etd—1. On a : ,
p1G<(d1) ¢ >

1—¢2

Démonstration
Soit P, la projection orthogonale sur u. On a :

p=P@(0) 2 ) =P( ) — PRI > 2x1P)

Or:X=PX+(X-PFPX), ou PLX L (X—-P,X). Donc, par le théoréeme de Pythagore :
p=P(|P.X[* > (| P.X[* + | X — P.X[?))

1P &2
= > —
P PQX&MWMD‘M]%f

Donc :

Par conséquent :

pz]P’(Z>(d—1)1q2 )

_q2

ol Z est une variable aléatoire réelle suivant la loi de Fisher-Snedecor avec 1 et d — 1 degrés de liberté.

5.2.2 Comparaison avec p

On calcule p a I'aide de l'algorithme, avec les paramétres suivants :
e dimension de l’espace : d = 20;
e quantile : ¢ = 0.95;
e nombre de variables aléatoires : N = 100, 200, 500, 1000 ;
e nombre de transitions : 7' = 20;
e paramétre de K : ¢ = 0.3;
e nombre d’expériences : P = 100.
P correspond au nombre de fois que I'on calcule p avec les mémes paramétres, dans le but de comparer
Pefficacité de ’algorithme pour plusieurs valeurs de V.

On a choisi o = 0.3, car o est de l'ordre de grandeur du pas que ’on effectue lors d’une transition, et
une longueur caractéristique de la base de ’hypercone est : § = Arccos(q) =~ 0.3. Donc o n’est ni "trop
petit", ni "trop grand".

Avec ¢ = 0.95, un calcul numérique indique que p ~ 4.704 - 10~ 11

Les estimations de p avec les paramétres précédents ont été réalisées a ’aide du code situé a I’appendice
C. Le diagramme suivant illustre les résultats obtenus.

11
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FIGURE 2 — Diagramme & moustaches illustrant la qualité de ’estimation de p en fonction de N

On peut aussi vérifier que p est bien dans l'intervalle de confiance dans 95% des cas.
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FIGURE 3 — Intervalles de confiance de p pour N = 100 sur P = 100 estimations.

Sur 100 estimations, 94 ont un intervalle de confiance contenant p, ce qui est cohérent avec les résultats
théoriques.
5.3 Estimation de g

On cherche maintenant & estimer g. Les paramétres sont les mémes que précédemment. On prend
p = 4.704 - 101, On sait donc que ¢ ~ 0.95.
Les résultats des estimations de ¢ sont les suivants :

13
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0,948 -
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0,944
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N =100
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FIGURE 4 — Diagramme & moustaches illustrant la qualité de l'estimation de ¢ en fonction de N

0,965

0,96

0,955

0,95

P

0,945 | |* |«

0,94

0,935 , . ;

FI1GURE 5 — Intervalles de confiance de g pour N = 100 sur P = 100 estimations.

On remarque ici que, sur 100 estimations, 95 ont un intervalle de confiance contenant q. Cela montre
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que les approximations réalisées pour aboutir a ces intervalles sont valides.

Appendices

A La méthode delta

A.1 Enoncé

La méthode delta permet de déduire de la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires vers
une gaussienne la convergence en loi de I'image de cette suite par une fonction vers une autre gaussienne.

Soit (X,), une suite de variables aléatoires de méme variance 0. Soit § une constante. Soit g une
fonction dérivable en 6 de dérivée continue en 6, avec ¢'(6) # 0.
Ona: B .
Vin(Xn = 0) ——— N(0,0%) = Vn(g(Xn) — 9(6)) ——— N(0,0%(¢'(6))*)

n—-+oo n——+oo

A.2 Démonstration

Le théoréme des accroissements finis permet d’écrire :

g(Xn) — 9(0)

30 entre X, et 9|g’(t§) === 4

Donc :

Vi(g(Xn) — g(0)) = ¢'(0)vn(X, — 0)

. P . P
Par ailleurs, si 6 est comprise entre X, et 0, alors X,, ———— 0 =60 —— 0.
n—+o00 n—r—+0oo

Or ¢’ est continue en 6, donc :

() —— 4'(6)
g n—+o0o
Comme
Vn(X, —0) —— (0,0%)
—
Alors :

Ce qui est le résultat attendu.

B La loi de Fisher-Snedecor

On rappelle que la loi x? de degré de liberté k est définie de la maniére suivante :

k
XS x3(k) & X <3 X2, ouvie [1,K], X; £ N(0,1)
i=1

Soient Uy < %(d1) et Uz L x%(d2). On note F(dy,ds) la loi de Fisher-Snedecor de degrés de liberté
dy et do. On a :

U, /d
F(dy,ds) < U;;d;
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C Code de l’algorithme (Octave)

L’algorithme a été codé pour le logiciel de calcul matriciel Octave. Le code source est le suivant :

% Fonction renvoyant la liste des mnormes des colonnes de la matrice x
% (utile pour appliquer Phi 4 une famille de vecteurs)
function Ret = NormVect(x)

Ret = transpose(diag(sqrt(transpose(x) % x)));
endfunction

% La fonction Phi
function Ret = Phi(
d = length(x(:,
u=20 % (1:1:d) .+ 1
u=u / norm(u)
Ret = abs(u * x
endfunction

* o~
=

; ./ NormVect(x);

% Algorithme de tri fusion
% (utilisé pour trier pour la premiére fois la famille)
function [RetX, RetPhiX] = MergeSort (X, PhiX)

N = length (PhiX);

k = floor (N / 2);

if N<=1
RetX = X;
RetPhiX — PhiX;
else
RetPhiX = [];
RetX = [];
X1 =X(:,1:k);
X2 = X(:,(k + 1):N);
PhiX1 = PhiX (:,1:k);
PhiX2 = PhiX (:,(k + 1):N);
[X1, PhiX1] = MergeSort (X1, PhiX1);
[X2, PhiX2] = MergeSort (X2, PhiX2);
i=1;
=1

while i <= k & j <= (N — k)
if PhiX1(i) > PhiX2(j)
RetPhiX = [RetPhiX, PhiX2(j)];
RetX = [RetX, X2(:,j)];
JH+s
else
RetPhiX = [RetPhiX, PhiX1(i)];
RetX = [RetX, X1(:,i)];
i++;
end
end
if i <=k
RetPhiX = [RetPhiX, PhiX1(i:k)];
RetX = [RetX, X1(:,i:k)];
end
if j <= (N - k)
RetPhiX = [RetPhiX, PhiX2(j:(N — k))];
RetX = [RetX, X2(:,j:(N — k))];

end
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end
endfunction

% Fonction insérant un élément dans une liste déja triée par dichotomie
% (l’élément o insérer est en fait le premier élément de la famille)
function [RetX, RetPhiX| = Insert (X, PhiX)

RetX = X;

RetPhiX = PhiX;

N = length (PhiX);

PhiY = PhiX (1);

iMin = 1;
iMax = N;
i=1;

while PhiY < PhiX(i) || PhiY > PhiX(i + 1)
i ceil ((iMin + iMax) / 2);

if i >=N
break ;
end
if PhiX(i) > PhiY
iMax = i;
else
iMin = 1i;
end
end
if 1 —
RetPhiX = [Pth(2 N), Ple],
RetX = [X(:,2:N) ,X(:,1)];

elseif i > 1
RetPhiX = [PhiX(2:1), PhiY, PhiX((i + 1):N)];
RetX = [X(:,2:1), X(:,1), X(:,(i + 1):N)][;
end
endfunction

% Tire une variable aléatoire X’ en partant de X via le noyau K
function YStar = DrawRandom (Y, sigma)

d = length(Y);

YStar = (Y + sigma x randn(d, 1)) / sqrt(l + sigma~2);
endfunction

% Algorithme wutilisé pour estimer p
function p = AlgorithmP(q, d, N, T, sigma)
m = 1;
disp (" Generating_vector ... ");
X = randn(d, N);
disp ("Applying_Phi...");
PhiX — Phi(X);
disp ("Sorting_vector ...");
[X, PhiX] = MergeSort (X, PhiX);
Lm = PhiX (1);
disp ("Computing M...");
while Lm < ¢
R = floor(2 + (N - 1) * rand);
X(:,1) = X(:,R);
PhiX (1) = PhiX(R);
for t = 1:T
YStar = DrawRandom (X (:,1), sigma);
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PhiYStar = Phi(YStar);

if (PhiYStar > Lm)
X(:,1) = YStar;
PhiX (1) = PhiYStar;

end
end
[X, PhiX] = Insert (X, PhiX);
Lm = PhiX(1);
m++;
end
b-(1-1/N)"(m- 1);
endfunction

% Algorithme wutilisé pour estimer q
function q = AlgorithmQ(p, d, N, T, sigma)

disp (" Generating_vector ... ");
X = randn(d, N);

disp ("Applying_Phi...");

PhiX — Phi(X);

disp ("Sorting_vector...");

[X, PhiX] MergeSort (X, PhiX);

Lm — PhiX (1);
M = ceil(log(p) / log(1 — 1 / N));
disp ("Computing M...");
for m = 2:M
R = floor(2 + (N — 1) % rand);
X(:,1) = X(:,R);
PhiX (1) = PhiX(R);
for t = 1:T
YStar = DrawRandom(X(:,1), sigma);
PhiYStar = Phi(YStar);
if (PhiYStar > Lm)
X(:,1) = YStar;
PhiX (1) = PhiYStar;

end
end
[X, PhiX] = Insert (X, PhiX);
Lm = PhiX(1);
end
q = Lm;
endfunction

% Algorithme pour estimer q, modifié pour calculer |’ intervalle de
function [q,qm,qp] = AlgorithmQError(p, d, N, T, sigma)

X = randn(d, N);

PhiX = Phi(X);
[X, PhiX| = MergeSort (X, PhiX);
Im = PhiX (1);
M = ceil (log(p) / log(1 — 1 / N));
Mm = floor(— N x log(p) — 2 * sqrt(— N x log(
Mp = ceil(— N x log(p) + 2 * sqrt(— N x log(p
for m 2:Mp
R = floor(2 + (N — 1) % rand);
X(:,1) = X(:,R);

confiance

P)));
)));
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PhiX (1) = PhiX(R);
for t = 1:T
YStar = DrawRandom(X(:,1), sigma);
PhiYStar = Phi(YStar);
if (PhiYStar > Lm)
X(:,1) = YStar;
PhiX (1) = PhiYStar;

end
end
[X, PhiX] =
Lm = PhiX (1)
if m — Mm
qm = Lm;

Insert (X, PhiX);

)

end
if m —
q = Lmy;
end
end
qp — Lm;
endfunction
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