INTRODUCTION AU PROBLEME DE METRIQUE CANONIQUE
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1. LE PROBLEME DE METRIQUE CANONIQUE

Soit (X, L) une variété lisse polarisée complexe, c’est-a-dire, une variété lisse
complexe compacte X munie d’une fibré en droite ample L.

Rappelons qu’on dit que L est ample g’il existe une métrique lisse dont la cour-
bure soit strictement positive.

Théoréme 1.1 (Kodaira). L est ample ssi il existe un entier positif mg tel que
pour tout m > my, |mL| est trés ample, c’est-a-dire le morphisme déterminé par

|mL| est un plongement.

On va fixer les notations : S est la courbure scalaire de certaine métrique sur X.
Ric est la courbure de Ricci. Si I'on veut étre plus prudent, on met également la
métrique dans les notations, comme S, et Ric,.

On rappelle une variété Kéahlerienne est une variété qui admet une métrique
Kihlerienne, c’est-a-dire, une métrique hermitienne h, localement donné par (h;;),
telle que la forme

w= %hﬁdzi Adz

LCe papier est destiné aux personnes complétement nulles en mathématiques, comme demandé

par les jeunes relecteurs de ’ENS.
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soit fermée.

Un probléme central de la géométrie complexe est de trouver une métrique Kah-
lerienne dont la courbure scalaire S soit constante (Abréviation :cscK pour constant
scalar curvature Kahler en anglais) dans la classe ¢;(L), ou ¢;(L) est la premiére
classe de Chern de la fibré L. Autrement dit, on veut résoudre ’équation suivante :

S=2_5.

_ 1 "
S—V/)(SW,

ou V = (L") est le volume de X, w™ étant une métrique Kéhlerienne dans la classe

Ici,

c1(L). On observe que la constante S ne dépend que de la polarisation L. En fait,

soit ¢ une métrique lisse au dessus de L, on a alors

/ S, MA(p) = / trade, Ric, MA(p) = n/ Ric,(dd®p)" ™t = —n(Kx - L"71).
X X X
Ici MA est I'opérateur de Monge-Ampére, autrement dit,

MA(p) = (dd°p)".

Kx est la fibré canonique, le produit a droite est celui au sens de la théorie d’in-
tersection. On a utilisé les notations additives pour une métrique sur une fibré en
droite.

Donc on a

S = —%(KX L,
En particulier,
Ric, —§dd°g0
n
est sans trace.

Cette expression ne peut étre exacte que quand w,, est dans la droite engendrée
par c¢;(L) ou S = 0. Autrement dit, les seules possibilités sont (aprés certaines
réductions)

1. ¢1 <0, L = Kx. (Anti-Fano)

2. ¢1 = 0. (Calabi-Yau)

3.¢1 >0, L =—-Kx. (Fano)

Dans ces cas 13, I’équation de métrique cscK devient
(1.1) Ric, = Add®p.

De telles métriques sont connues sous le nom de métriques de Kahler-Einstein ou
KE en abrégé.
En terme des coordonnées locales, ol I'on fixe une métrique Kéhlerienne arbi-

traire
w = dd¢¢°
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dans ¢; (L), on identifie ¢ avec une fonction
v =p—¢"
On va réécrire en termes de v : D’abord,
(1.2) Ricy, —Add°¢° = dd°h

pour une certaine h € C*°(X).
Prenons la différence entre ([1.1) et (1.2). On conclut

—dd®log MAG) _ Add®e = —dd°h,

MA(¢?)
Donc quitte & ajouter une constante & h, on arrive a
MA(p)
log ———- + \¢Y = h.
% MA(e) T
Autrement dit,
(1.3) IMA(° + ) = " MA(),

La seule restriction sur h € C*°(X) est que quand A = 0, le volume des deux parties
soient égales, c’est-a-dire,

(1.4) %/Xeh MA(¢°) = 1.

Cette equation est une EDP elliptique totalement non-linéaire.

La théorie générale de telle équation sont bien connue d’aprés Caffarelli, P.L.Lions
et d’autres. ([7], [13]).

Pour comprendre le probléme général d’une métrique cscK, il faut comprendre le
comportement d’une fonctionnel M sur H (I’espace des métriques). (Voir Section 4).
L’espace H est un espace symétrique de dimension infinie, donc il est difficile de le
comprendre directement, mais on va introduire des approximations H,, de dimen-
sions finies de H et étudier tout d’abord le comportement de M sur H,,, qui est
connu comme le théoréme de Paul.

Ces choses sont mieux compris maintenant en utilisant le langage de limite NA
de Boucksom-Hisamoto-Jonsson.

Dans Section 2, on va expliquer le théoréme de Calabi-Yau.

Dans Section 3, on va expliquer le conjecture de Yau-Tian-Donaldson sur les
variétés Fano.

Dans Section 4, on va introduire le conjecture de Tian.

Dans Section 5, on va considérer les métriques de Bergman.

Dans Section 6, on va introduire le théoréme de Paul.

Finalement, dans Section 7, on introduit le point de vue de Boucksom-Hisamoto-

Jonsson.
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2. THEOREME DE CALABI-YAU

Sic1(X) =0, c’est-a~dire X est Calabi-Yau, l'existence de métriques KE est bien
établie par S.T.Yau. ([25]). En fait, le théoréme de Yau est plus fort que ¢a :

Théoréme 2.1 (Yau). Soit (X, L) une variété polarisée, alors ['opérateur de Monge-
Ampere
MA : H/R — My 4(X)
est bijectif.
En particulier, sur toutes les variétés ou ¢y = 0 (Calabi-Yau), dans toutes les

classes de polarisation, il y a une seule métrique Ricci plate.

Ici H est Pespace des métriques lisses et positives sur L, M(X) est I'espace de
mesure de Borel sur X et My (X) C M(X) est son sous-espace des formes de

volume V.
Remarque 2.1.1. Ce théoréme était la conjecture de Calabi. (Voir [g])

Il y a plein de généralisations de ce théoréme. Par exemple : Conjecture de
Gauduchon. ([22]) Théoréme de Calabi-Yau faible ([3]) L’équation de Monge-Ampére
sur les variétés a bord. ([4]) Variétés de Calabi-Yau non-compactes, etc.

Sic1(X) <0et L =Ky, presque la méme démonstration marche([T]). C’est le
théoréme d’Aubin-Yau.

3. METRIQUE KE SUR LES VARIETES FANO

Sici(X)>0et L =—Kx, le probléme est plus délicat.

Toutes les variétés Fano ne possédent pas de métrique Kihler-Einstein. En fait,
on ne sait pas si toutes les hypersurfaces dans CPY admettent métrique KE.

Par exemple, une variété Fano et KE M doit satisfaire la condition suivante :

Aut®(M) est réductif. ([I8])

Dans les années quatre-vingts, cette condition et une autre, 'invariant de Futaki
(J17],[9]) étaient les seules obstructions connues a l'existence d’une métrique KE.

Néanmoins, il était conjecturé par Yau, Tian, Donaldson que 'existence d’une
métrique cscK est équivalente & certaines conditions de stabilité au sens de GIT (Geometric
invariant theory). Cette conjecture est inspirée par la correspondance de Kobayashi-
Hitchin.

Dans le cas Fano, c’est vrai, ¢’est le théoréme de Chen-Donaldson-Sun ([10],[11],[12])

avec un résultat antérieur de Berman([2]) :

Théoréme 3.1. L’existence d’une métriqgue KE sur une variété Fano est équiva-

lente a la K-poly-stabilité de cette variété.

On donne la définition de K-stabilité ici et on remarque que c’est une analogue
du critére de Hilbert-Mumford dans GIT.
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Définition 3.1. Soit (X, L) une variété polarisée, une configuration teste de (X, L)
est une paire (X, £) ou X est une variété et L est une Q-fibré en droite semi-ample
sur X, avec un morphisme 7 : X — C telle que les conditions suivantes soient
vérifiées

1. Il existe une action C* sur (X, L).

2. 7 est C*-invariant.

3. On a une identification canonique (X[ -1(1y, L|r-1(1)) = (X, L).

4. X est normale.

Définition 3.2. Soit (X, L) une variété polarisée, soit (X, L) une configuration
teste de (X, L), on définit :
Ny = H(Xy, kLo)
et
wy, = dege. AN HO (X, kLo).
Alors,
wy/kNg ~ Fy + Fok™' + Fok™2 + - -
quand k — oo, on définit alors 'invariant de Donaldson-Futaki comme

DF(X, L) = —2F}.

Définition 3.3. Soit (X, L) une variété polarisée, (X, L) est K-polystable si pour
toute configuration teste (X, L) de (X,L), DF(X,L£) > 0 et = 0 ssi (X,L) est

isomorphique & un produit.

On constate, tout de méme que ce résultat est de peu d’importance en pratique,
car la K-polystabilité est une condition nonvérifiable.

Pour autant que je sache, jusqu’a maintenant, le seul critére vérifiable et général
a existence d’une métrique KE est celui du a-invariant de Tian([23], [15]) avec ses
généralisations comme [I6].

4. LA CONJECTURE DE PROPRETE DE TIAN

Dans cette partie, (X, L) est une variété polarisée. Quand X est Fano, on prend
toujours L = — K x, H est ’espace des métriques positives lisses Hermitiennes sur L.
‘H est naturellement une variété de Fréchet. Il existe certaines métriques différentes
sur le fibré tangent de # : Celle de Mabuchi, celle de Finsler-L!, etc.

On a une approche variationnelle du probléme de métrique cscK. On définit la
fonctionnelle de Mabuchi

M:H —R,

dont les points stationnaires sont métrique cscK.
Dans le cas Fano, il est plus facile d’utiliser la fonctionnelle de Ding D. On a
une inégalité
D <M.
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On va utiliser la notation : 7(X) est l’algébre de Lie des champs de vecteurs holo-
morphe sur X, c’est-a-dire, l’algébre de Lie de Aut(X).

Le point clé est 'observation de Tian(|24]) : Dans le cas Fano, si n(X) = 0 (pour
éliminer 1’ obstruction de Futaki), ’existence de métrique KE est équivalente a la
propreté de D. On va préciser cela.

La propreté & deux sens différents, la définition originaire de Tian est : Il existe

une fonction croissante f : [0,00) — [¢,00) tendant vers infini & l'infini telle que
D> f(J) on H,

ou J est la fonctionnelle J d’Aubin.
Tian a démontré :
1. Soit n(X) = 0, si D est propre, alors X admet une métrique KE.
2. Soit n(X) =0, si X admet une métrique KE, alors

D> AJ" — B,

ou
y=e"/8n+8+e").
La conjecture célébre de Tian est la suivante : il est possible d’avoir 7 = 1. C’est
vrai d’aprés Phong, et al.([21]).
Un résultat similaire pour cscK est établi plus tard. ([14])
A partir de maintenant, la propreté se définit comme suit :
F :H — R est propre ssi

F>AJ—B, A, B € R

Théoréme 4.1. Soit X Fano, les suivantes sont équivalentes

(1) Il existe métrique KE sur X.

(2) F est Aut’(X)-invariante, et sa décente a H/G est propre.

(3) F est Aut®(X)-invariant, et sa décente a H/G est propre par rapport a la
métrique L'-Finsler.

Pour le sens précis de ce théoréme, voir [14].

La méme chose est conjecturée pour cscK, je ne sais pas si elle est résolue ou
pas.

En tous cas, il est nécessaire d’étudier le comportement de M sur H.

Donc dans la section prochaine, on va étudier le comportement de M sur les
quantisations H"™ de H, qui donnent des informations utiles.

5. METRIQUE DE BERGMAN ET QUANTISATION

Soit (X, L) une variété polarisée.

Le comportement de la variété H de dimension infinie est difficile & étudier,
donc on va 'approximer par des espaces de dimension finie. Autrement dit, on va
quantiser H.
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5.1. Métrique de Mabuchi. D’abord, on considére la métrique sur H. En fait,

cet, espace est équipé de la métrique de Mabuchi : pour
¢ € H,

et
fig € T,H =C>(X,R),

le produit scalaire est défini comme

(ﬁw¢=1;@MAW)

Cet espace est équipé d’une connexion Riemannienne naturelle.
Mabuchi a prouvé que I’énergie de Mabuchi M est convexe le long de géodésique,
qui est définit par
b= Ivel2,
En fait, le probléme des géodésiques sur cet espace est équivalent a un probléme
de Dirichlet de I’équation de Monge-Ampére homogéne par Donaldson et Sommes.
Apreés une perturbation petite, de telles equations sont d’un type bien compris. H

est un espace métrique par rapport 4 la métrique géodésique induite par la métrique
de Mabuchi.

5.2. Les espaces H,,. Soit N,,, = dim |mL|.
Soit H., I'espace des métriques hermitiennes positives sur H°(X, mL). On iden-
tifie
Hp & SL(N,, +1,C)/SU(N,, + 1).
Notons que cette identification n’est pas canonique.
On a une application de quantisation

H,, - H—Hn,
définie pour
peH,
et
s € H(X,mL),
par

1
sl = 57 [ 15l MAG).
En revanche, on a I’application de Fubini-Study
FS,, :Hn —H,

définie par le pull-back de la métrique de Fubini-Study par I’application de Kodaira
de
PH®(X,mL)"

4 une métrique sur mL, donc celle-ci induit une métrique sur L.
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En utilisant ces applications, on identifie H,, & un sous-espace de H.

Théoréme 5.1. 1. H,, approxime H au sens suivant :
FSy o Hi(kp) = ¢ in C™

pour chaque
p€eH.

2. Les géodésiques sur H,, approriment les géodésiques faibles sur H uniformé-
ment.

C’est le théoréme de Phong-Sturm.

Intuitivement, m™—!

correspond & la constante Planck. Quand m — oo, il se
produit exactement ce qu’on pourrait imaginer.
On pourrait donc essayer de comprendre d’abord les fonctionnelles sur H,, pour

comprendre celles sur H.

6. UN THEOREME DE PAUL

Dans ses papiers ([19],[20]), Paul a étudié le comportement de I’énergie de Monge-
Ampére et Mabuchi sur H,,,. Ses résultats sont :

Définition 6.1. Soit f : H,, = SL(N,, +1,C)/SU(N,, + 1) — R une fonction.
1. On dit que f a singularité log norme au sens faible s’il y a un nombre fini de
G-modules V; normés et éléments v; € V; telles que

(6.1) f(lo) = eillo-will +0(1)

3
pour certaines constantes ¢; € R.

2. f a singularité log norme s’il existe un nombre fini de G-modules V; avec norme
continue (c’est-a-dire, considéré comme métriques sur Opy (—1), ils sont continues
par rapport a celles de Fubini-Study) et éléments v; € V; tels que
(6.2) fo]) = cillo-vill

i

pour certaines constantes ¢; € R.

Théoréme 6.1 (Paul). L’énergie de Mabuchi M et Monge-Ampére E ont singu-
larités log normes sur H,,.

En fait, les constantes dans sont rationnelles dans ces cas la.

Pour l'expliquer, on va considérer une variété polarisée (X, L), soit L trés ample
pour simplification, alors on plonge X dans PV par |L|.

Paul considére la fonctionnelle de Donaldson associé & c,41 de la fibré Jy (L)Y,
ou J1(L) est la fibré de 1-jet associé a L.

En utilisant une méthode de Tian, Paul a pu exprimer cette fonctionnelle de

Donaldson en termes de X-hyperdiscriminant.
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Rappelons rapidement les définitions. La variété duale XV de X est la sous-
variété de PVV qui se compose de toute les hypersurfaces tangentes & X. La défec-
tion de X est

§5(X)=N—1-dim(X").
Quand §(X) = 0, on dit que X est nondégénérée. Soit dV le degré de X, soit Ay
un polynéme qui définit XV, il est naturel d’écrire

[Ax] € B :=PH(PYY, Opnv (dY)).

On appelle Ax le X-hyperdiscriminant. Le X x P™-hyperdiscriminant est toujours

bien défini méme si §(X) > 0, dans ce cas 1a, Axxpn est connu sous le nom de

forme de Cayley-Chow. Cette équivalence est connue comme ’astuce de Cayley.
Le lemme principal de Paul est

Théoréme 6.2 (Paul). Soit X une sous-variété lisse, linéairement normale de
CPN de dimension n, soit X non-dégénéré, alors il existe une métrique continue
||| sur B =PH(PNY,0(d)), telle que
(=1)™' Dy, 0x 1) (¢nt1,0,€) = log M’
1Ax]|
ot e,0 € G=SL(N +1,C), e est l’identité. On identifie (la classe d’) un élément

dans G avec la métrique de Bergman correspondante.

Du coup, Paul considére la séquence suivante
0——L— Ji(L)Y ->TX®(-L)—0

On sait que les classes de Bott-Chern secondaire sont nulles pour cette sequence.

En utilisant la théorie de Chern-Weil, on peut trouver la variation de cette
fontionnelle de Donaldson.

Du coup, Paul replace X par X x P*~! pour trouver que la fonctionnelle de
Donaldson est essentiellement une partie de ’énergie de Mabuchi.

La partie de I’énergie de Monge-Ampére est pareille.

On en conclut le théoréme de Paul.

7. LIMITES NON-ARCHIMEDEAN ET FONCTIONNELLES NON-ARCHIMEDEAN

Dans cette partie, on va introduire la théorie de limites non-Arachimedean de
Boucksom-Hisamoto-Johsson. ([5],]6])
Fixons une variété polarisée (X, L) de dimension n.

Définition 7.1. Soit (X;, £;) (¢ = 1,2) deux configurations testes normales de
(X,L). On dit que (Xy, Lo) ~ (X1, L) 8'il existe une configuration teste (X, L) de
(X, L) qui est a la fois la pull-back de (X;, £;). (i =1,2)

Une telle classe est appelée une métrique non-Archimedean.

L’ensemble de classe d’équivalence est notée comme HN4(X, L).
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Soit @s(s > 0) une famille lisse dans H, pour 7 € C*, |7| < 1, on définit ¢™ = ¢,

ot s = —log|7]. On dit que @5 est sous-géodésique si ¢ est semi-positive.

On dit que ¢, admet une limite non-Archimedean s’il existe une métrique NA

représentée par (X, L), telle que la métrique dessus se plonge & une métrique sur

L.

Limite NA est unique si elle existe.
Soit F': H — R une fonction. On dit que F admet une fonction FN4 : HVN4 5 R
comme sa limite NA si pour toute famille sous-géodésique s admettant une limite

NA ¢, on a

F
lim (993) _ FNA(SONA).

s——+o0 S

Théoréme 7.1. ([5]) Soit M le fonctionnel de Mabuchi. Alors

MNA(X, L) —DF(X,L) = %((Xoymd — Xp)- L")

pour toute configuration teste (X, L) de (X,L).

Ca explique pourquoi la limite NA est utile.
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