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Introduction

Dans [5], Herbert Wilf pose les bases de ce qu’il appelle le « Probléme de I’écran blanc ». Partant d’un écran
noir, il fait se déplacer un pixel blanc de maniere aléatoire, le pixel blanc coloriant les cases qu’il visite au fur et
a mesure. La question se posant étant de savoir combien de temps il faudra pour colorier la totalité de 1’écran.
On voit bien que le probleme, une fois formalisé, peut s’étendre de maniere plus général a un graphe connexe fini
quelconque.

L’objectif de ce mémoire est d’étudier le temps de recouvrement d’un graphe fini par une marche aléatoire,
c’est-a~dire ’espérance du temps nécessaire pour qu’une marche aléatoire visite tous les points d’un graphe.

Par marche aléatoire, on entend un processus aléatoire a temps discret qui part d’un sommet quelconque au
temps ¢t = 0 et qui au temps suivant ¢ = 1 se déplace vers un sommet adjacent choisi uniformément, et ainsi de
suite.

Dans la suite de ce mémoire, G = (V, E) désignera un graphe connexe a n sommets avec £ C {{z,y}:x #y €
V}. On se donne également une numérotation (f(i) = v;)1<i<n des sommets. On considérera une marche aléatoire
X, simple sur un graphe fini, c’est-a-dire une suite aléatoire de sommets ou lorsque X, est fixé, X, 1 est choisi
uniformément parmi ses voisins. Si ’on fixe le point de départ & Xy = v, on obtient une marche aléatoire que nous
noterons X, . Puis, on définit la mesure de probabilité P, associée & (X?),en et I, Pespérance associée a P,.

On définira le temps de recouvrement de G, noté C(G), comme le temps nécessaire pour visiter la totalité des
sommets du graphe, i.e : C(G) = max,ecy min{n € N: X,, = v}.

Dans la section 1, on énonce et démontre un ensemble de résultats probabilistes généraux qui serviront dans
les sections suivantes. Dans la section 2, nous donnons un premier encadrement du temps de recouvrement d’un
graphe connexe quelconque, et dans la sous-section 2.3, on énonce un lemme un peu technique qui permet d’obtenir
une meilleure borne inférieure. Dans la section 3, on construit une analogie avec les réseaux électriques, ce qui nous
donne de nouveaux outils pour estimer le temps de recouvrement. Enfin, dans la section 4, on montre que le temps
de recouvrement du tore de dimension 2 est O(n log? n), et on calcule également le temps de recouvrement d’un
tore de dimension quelconque.

1 Résultats préliminaires

1.1 Conditionnement

La théorie du conditionnement repose sur la définition de ’espérance conditionnelle. Méme si nous n’utiliserons
dans ce mémoire que du conditionnement dans le cas discret, nous prouvons son existence et son unicité dans le cas
de variables aléatoires intégrables.

Théoreme 1.1. Soit X dans L'(Q, F,P), B une sous-tribu de F. Alors il existe une unique variable aléatoire
E[X|B] appartenant a L'(Q, B,P\g) telle que, pour toute variable aléatoire Z B-mesurable,

E[XZ] = E[E[X|B]Z].
Cette variable aléatoire est appelée ’espérance conditionnelle.

Démonstration. Unicité : Soient X et X, deux variables aléatoires dans L'(Q, B, P) vérifiant la propriété énoncée.
Alors, en particulier, si B = {X; < X5}, alors 15 est B-mesurable et bornée. D’oti, par la propriété énoncée :

E[(X, — X2)15] = 0.

Ainsi, X; < X, presque stirement, et par symétrie, Xo < X; presque stirement. On en déduit I'unicité de 'espérance
conditionnelle.
Existence : On peut supposer X > 0, et le cas général se déduit en considérant X = X+ — X~. On peut définir

une mesure p sur (€2, 5) en posant :
VB € B, u(B) = E[X15].

En effet, si B = &, on a bien que pu(B) = 0. De plus, si B = (UpenAy) est une union d’ensembles disjoints, alors

| w(B) = BX1 (s, oan] = B[S X1a] = S BX1a] = 3 p(4n).
nelN nelN nelN



Montrons maintenant, en considérant IP comme une mesure de probabilité sur (2, B) que p < P : Si B € B est tel
que P(B) =0, alors :

w(B) = /BXdIP —0.

Ainsi p < P, et par le théoréeme de Radon-Nikodym, il existe une variable aléatoire Y B-mesurable telle que :
VB € B,E[X1g] =E[Y1g].

Enfin, comme le résultat est vrai pour toutes les fonctions indicatrices d’ensembles dans B, en approximant on
élargit au cas des fonctions B-mesurables en approximant ces dernieres par des fonctions étagées. O

Nous avons deés lors défini la notion d’espérance conditionnelle & toute fonction dans L!(€2, F,P) pour un
quelconque. Si, en particulier la sous-tribu B est la sous-tribu engendrée par une variable aléatoire Y a valeurs dans
FE, on notera indifféremment

E[X|o(Y)] = E[X|Y].

Dans le cas discret, la forme explicite de ’espérance conditionnelle ou I'on conditionne par une variable aléatoire Y’
est :
EX[Y] =) 1y_,B[X[Y =y
yeE
oul'on a : ( :
E(X1(y_y .
{ EX|Y = y] = ZE35) si P(Y =) £0

0 sinon

Corollaire 1.2. Soit X € LY(Q, F,P), soit Z une variable aléatoire.
— EX = E[E(X|B)];
— Si Z est B-mesurable, alors BE[XZ|B] = ZE(X|B) ;
— Si Z est indépendant de o(X) V B, alors E[XZ|B] = E(Z)E(X|B).

Ces résultats sur le conditionnement démontrés, nous pouvons maintenant nous intéresser a un outil généra-
lisant les marches aléatoires, a savoir les chaines de Markov. Certaines propriétés de ces derniéres nous serons
particulierement utiles par la suite.

1.2 Définitions d’une chaine de Markov

Nous nous plagons dans un espace de probabilité (2, F,P).

Intuitivement, une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires telle que la probabilité de passer du
point x,, au point z,41 dépend uniquement du point z, et non des points précédents ou suivants. Formalisons
maintenant cette idée avec un certain nombre de définitions au préalable. On se donne F un ensemble au plus
dénombrable, que nous appellerons espace d’états.

Définition 1.3 (Probabilité de transition). Soient (E,£) un espace mesurable. On appelle probabilité de transition
une fonction v : E x & — [0, 1] telle que :

i) Vo € E, v(z,.) est une mesure de probabilité sur E.

i) VA€ &,z — v(z, A) est E-mesurable.

Pour définir les chaines de Markov, nous nous intéresserons a une maniere équivalente de définir une probabilité
de transition, a savoir les matrices stochastiques.

Définition 1.4 (Matrice stochastique). Soit E un ensemble fini ou dénombrable. On appelle matrice stochastique
une famille (Q(z,y)), ,cr de nombres réels tels que :

i) Ve,y € E,0 < Q(x,y) < 1.
i) > ,ernQr,y) =1



Cette notion est équivalente a celle de probabilité de transition. En effet, soit (Q(z,y)), yep une matrice sto-
chastique, alors

v(z,A) = Z Q(z,y).

yeA

définit une probabilité de transition. Réciproquement, si v est une probabilité de transition, alors Q(z,y) = v(z, {y})
définit une matrice stochastique.

Définition 1.5. Soit Q une matrice stochastique sur E. Une chaine de Markov associée a () est une suite de
variables aléatoires (X,,)nen telle que pour tout n > 0,

P(Xnt1 = Tnt1|Xo =20, s Xnn = @) = Q(Tn, Tng1)s
pour tous o, ..., Tn+1 tels que P(Xy =z, ..., X, = 2,) > 0.

Ainsi, la marche aléatoire introduite ci-dessus peut formellement étre définie comme la chaine de Markov dont
la matrice de transition est @ définie par Q(z,y) = 1/d(x) si x ~ y ol d(x) est le degré de x et Q(z,y) = 0 sinon.
1.3 Vers la propriété de Markov forte

Dans cette sous-section, on cherche a démontrer la propriété de Markov forte.

Proposition 1.6. Un processus aléatoire (X, )nen est une chaine de Markov associée a la matrice de transition Q
si, et seulement si,

IP(XO = X, X1 =T1,--- Xn = mn) = IP(XO = .130)@(1‘0, Il) e Q(J?n_l, In)

Démonstration. L’implication se fait par une récurrence immédiate en écrivant
IP(X() = :L‘(),Xl = T1,.. Xn = (En) = IP(Xn = .’L‘n|X0 =T, -- Xn,1 = ‘Tn,l)IP(XO = 0y -- 7Xn,1 = Z'nfl).
Pour la réciproque, on note que :
IP(X() = l‘o,Xl = T1,.- Xn = Qin)
IP(XO = ,iEQ,Xl = T1y--- Xn—l = zn—l)
IP(XO = Io)Q(xo, 331) e Q(Z‘n_l, J?n)
P(Xo = 20)Q(w0,21) - .. Q(Tn—2,Tn_1)
= Q(xn7$n+1)7

IP(Xn = {,Can() = l'o,Xl = T1y.-- Xn,1 = l'n,l) =

et I'on retrouve la définition d’une chaine de Markov associée & une matrice stochastique. O

A présent, pour f : E — R, on définit

Qf(x) = Qx,y) f(y)-

yek

A partir de ces derniéres définitions, nous pouvons étendre le principe qu’une chaine de Markov ne dépend que de
I’état présent :

Proposition 1.7. Soit (X,)new une chaine de Markov. Alors :

i) Pour toute fonction mesurable f : E — Ry et tout sous-ensemble fini {i1,..., i} de0,...,n—1,
Elf (Xnt )| Xiys - X, Xn] = E[f (Xn41)[Xn] = QF (Xn).
it) Pour tout entier naturel n >0 et p > 1 et pour tout yi,...,y, € E,
P(Xnt1 =1, Xntp = Upl X0, -, X)) = Q( X, v1)s -+, Q(Yp—1, Yp)-

De plus, si on pose Y, = Xy 4p, alors (Y,)pen est une chaine de Markov de matrice de transition Q.



Démonstration. i) La définition d’une chaine de Markov et de @ f(x) donne directement :

E[f(Xnt1)[Xo, -, Xo] = Blf (Xny1)| Xn]
= > QX ) f(y)

yek

Maintenant soit un sous-ensemble fini 4, ...,4, de 0,...,n — 1. Alors, d’apres 1.2

Elf(Xn+ )| Xy Xiw, Xn] = E[E[f(Xnt1)| Xoy ooy X )| Xiys - oo, Xip s X
= E[Qf(Xn)anv . "Xian]

ii) Pour la seconde assertion, il vient que d’apres 1.6,

P(onl‘o,...Xn+ :y)
P(Xnr1 =91, Xogp = 4p|Xo = @0, ... Xy = ) = P(Xo =0 X p:xl)7

= Q("Emyl)v cees Q(ypfhyp)‘

D’apres ce qui précede, il vient :

IP(YO = Yo, Yi =Y, aYp = yp) = Q(Xna yl) e Q(yp—la yp) = IP(Xn = ZUO)Q(mel) s Q(yp—lvyp)7

et 'on conclut que (Y,)pen est une chaine de Markov de matrice de transition Q.
O

Cette invariance par translation amene & définir un opérateur de translation noté 6, i.e. si X,, = x,, pour tout
n, alors :

0;0((33n)nE]N) = ($p+n)ne]N-

En notant Q = EN, on a que 0, : @ = Q. Par la suite, Q2 est muni de la tribu F engendrée par les cylindres. On notera
également P, (resp. IE;) la probabilité (resp. 'espérance) associée a I’événement X, = x telle que P, (Xo = z) = 1.
De cette maniere, on fixe un point de départ du processus aléatoire. On admettra que cette probabilité existe.
Enfin, on définit F,, = 0(Xp, ... X,). L’ensemble (F,,)nen est appelé une filtration. Nous pouvons dés lors énoncer
la propriété de Markov simple.

Proposition 1.8 (Propriété de Markov simple). Soient F' et G deux fonctions mesurables et positives sur Q. Si F
est Fp-mesurable, alors, pour tout r dans F,

E,[F - G(0,)] = E.[F - Ex, (G)],

ce qui équivaut a :
Ex[G(en)U:N] =Ex, [G]

Démonstration. Il suffit pour prouver le résultat de traiter le cas F' = 1 x,—z,,... x, =z, €t G = Ix,=y0,....X,=y,, aVeC
p>0. Ainsi, siy € E,
EyG = 1y,=,Q¥o, 1) - - - Q(Yp—1,Up)-

Ainsi,

EI[F . G(Gn)] = ]Pz(XQ = XQy.-- ,Xn = l’n,Xn = Yo, Xn+1 =Yi,--- 7Xn+p = yp)
= ]le:wQ($07 xl) cee Q(-rn—la xn)]lxn:on(yOa yl) cee Q(yp—la yp)
=P, (Xo=20,..., Xn =2n, Xpn = y0)QWo, Y1) - - - Q(Yp—1, Yp)
=E,[Ixg=a0,.. xn=x, Lx, =y Q@ W0, 1) - - - Q(¥p—1,Yp)]
= E,[FEx, (G)].

Soit

M = {A € P(Q)|Em[]]-X0:mg ..... Xn=zn, ° ]lA(an)] = Em[]lonzo,...,Xn:mnEXn(]lA)]}~



On voit aisément que M contient 2, est stable par union dénombrable et que si A C B sont inclus dans M,
alors B\ A appartient & M. Donc M est une classe monotone. Comme elle contient tous les éléments de la forme
Xo=90,---,Xp =yp, et que C = {Xo =yo,...,Xp =yp ;p > 0} est stable par intersection fini, le lemme de classe
monotone affirme que la propriété de Markov simple est vraie pour tout élément de la forme 14 avec A € F. On
conclut ensuite en approximant toute fonction F-mesurable par des fonctions étagées, ce qui conclut la preuve. [

La loi de I’avenir de la chaine de Markov aprés 'instant n conditionnellement & tout ce qui s’est passé jusqu’a
I'instant n est celle d'une chaine de Markov issue de X,,. Nous allons désormais étendre cette propriété a certains
temps aléatoires T'. Nous avons pour cela besoin de définir la notion de temps d’arrét :

Définition 1.9 (Temps d’arrét). Une variable aléatoire T : @ — INU {oo} est un temps d’arrét par rapport & une
filtration (Fy,)nen si
Vn e N, {T =n} € F,.

On voit directement que ceci équivaut a ce que 1’événement {T' < n} appartienne a F,,. Par exemple, le temps
T4 d’atteinte de A € £ défini par Ty = inf{n € N : X,, € A} est un temps d’arrét. De méme, le maximum de deux
temps d’arrét est lui-méme un temps d’arrét.

Nous pouvons maintenant énoncer la propriété de Markov fort qui généralise la propriété de Markov simple aux
temps d’arrét :

Proposition 1.10 (Propriété de Markov forte). Soit T un temps d’arrét de la filtration (F,,). Soient F' et G deux
fonctions mesurables et positives sur Q. Si F' est Fp-mesurable, alors pour tout x € E :

Ey[lreo F - G(0r)] = By [Lreo FEx, (G)].

De maniére équivalente,
Ey[l7<ocG(07)[Fr] = Lr<ocEx, (G)).
Démonstration. Comme 1p_, F est F,-mesurable, par la propriété de Markov simple, pour tout entier n > 0,
E;[1p—nF - G(01)] = Ex[lr—nF - G(6,,)]
=E,[1r—,FEx, (G)].

En sommant sur toutes les valeurs de n, on obtient le résultat. O

2 Encadrement du temps de recouvrement

2.1 Notations

Dans cette partie, on introduit de ’aléatoire supplémentaire dans la numérotation des sommets en se donnant
m une permutation aléatoire de [1, n].

Quitte & agrandir I'espace €2, on peut choisir 7 indépendante de X.

En rappelant que f est une bijection de [1,n] dans V, f o7 est donc une numération des sommets. On identifie
met fomo fTL

On note T, le temps d’atteinte du sommet v et 77 le temps nécessaire pour visiter chacun des {Tva(l), . 7T,Ug(i)}
ie:
T? = max T,
i 1§k§i o(k)

on vérifie facilement que les 77 sont des temps d’arrét.
Ainsi le temps de recouvrement du graphe que nous noterons C(G), ou simplement C' quand il n’y a pas

d’ambiguité est égal a ET,7 pour o quelconque, en particulier pour I'identité.

2.2 Premier encadrement

On définit R; de la maniere suivante : Ry = 17" et pour k < 2, Ry, = T7 —T[7_,. Ainsi, si vy(;) est visité apres
tous les vy () pour k < i, alors R; est le temps d’atteinte de v, (;) sachant qu’on a déja atteint vy (x), 1 < k < i. Dans
le cas contraire, on a R; = 0. S’il y a un risque de confusion, on pourra noter R .

Lemme 2.1. Soit i € IN. Alors : )



Démonstration. Presque slirement, tous les sommets sont visités, donc il existe p.s. une permutation o qui décrit
I'ordre de visite des sommets. Alors,

P(R, #0) = P [aw)) > (gggia(w(k))}

—E [P ((o(a(i) > g, o(n(k)

U)] .
Mais o et 7w sont indépendants, donc conditionnellement a o, ¢ o 7 suit la loi uniforme sur &,,. Donc :

P |:U(7T(i)) > Orggfia(ﬂ(k;))

D’ou 'on déduit que :

Ceci conclut la démonstration. O
Théoreme 2.2. En posant
EiTj et M4 = ElTJ

= max
T Gaelinz\a

n n 1
“—Z . SECSH+Z;-
=1 1=1

B = 1

= nin
(i,9)€[1,n]2\A

on a .

S

Démonstration. Ce théoréme et sa preuve (ainsi que le lemme précédent) sont adaptés de [4, Theorem 2.6]. En
remarquant que x = xl,»( est toujours vrai quel que soit z,

n n

EC = Z]ERi = Z]E(R,»]I{R#O}).

i=1 i=1

On rappelle que lorsque R; # 0, on a :

Ri=min{n € N: X,iprr = vr(y}
Donc par Markov fort,

]l{R#O}E(RAFT;r_l) = 1g,20}E(min{n € N : Xntrr | = vﬂ(i)}|FTivr_1)
= ]I{R#O}EXT;LI (min{n € N : X;, = vr(;)})

= Lrizor Expr Trgi)-

OI‘, pH— < EXTr T‘n’(z) < W4 donc :
i—1

P({R; # 0})u— < E(R,) < P({R, # 0})p+.

En utilisant le lemme et en sommant, on déduit :

ce qui conclut la démonstration. O



2.3 Amélioration de la borne inférieure
Le lemme ci-dessous a été énoncé par Zuckerman dans [6, Lemma 2]|. La preuve donnée par Zuckerman est tres
évasive et passe sur des résultats non triviaux. Nous nous efforcerons de la rendre plus rigoureuse.

Lemme 2.3. Soit V' CV tel que #V’' > n® a > 0, et soit t tel que pour tout sommet v de V', W <

n=?, avec B > 0. Alors EC > t(ylogn — 2) ot v = min(a, ).

Démonstration. Soit viniy € V', et soit yy, ..., y, une numérotation de V' \ {vinis} avec n’ = #V’ — 1. Le temps de
recouvrement de V est supérieur au temps de recouvrement de V'’ en partant de vi,;;. C’est a dire, EC > EvmitTg,o T

ou T% , avec o’ une fonction injective de [1,7n/] dans [1,n] est défini comme T ot o € &,, a pour restriction &
[1,n/] la fonction ¢’ (la définition est indépendante du choix de la permutation o).
Soit m € &, une variable aléatoire indépendante de X. En utilisant la méme technique que précedemment :

BT = 3 E[B(Leao B Py
0EG,,/

Z E [ILﬂ:U]E (Rzoa‘ ]:T;Jj‘z):| ,

cES,,/

car 1r—, est indépendant de R}* et de Frver. Par Markov fort, et en utilisant @ = 1,40z :

> 1R, 201tl
{R#0} {]Eng71 (Tyo(k)>2t}

>t | Tyrezoy — 1
{EXTL (Tyd(k))q}

Donc en revenant dans la somme, on a :

ER]°™ >t E |Tr=s | Tru20y — 1
O'EZGnl * {EXT’Z_1 (Tyo(k))<t}

>t PRETA0)-E ([ Y 1,1 (2.1)

vEG,, {]EXT;;_1 (Tya<k>)<t}
On pose

D= 1,1 .
Z {EXTIZ—l (Tyo(k))<t}

o€,/

Les deuxiémes facteurs des termes de la somme ne dépendent que des k premiéres valeurs de . On peut donc
regrouper les termes :

D= Z ]l{ vie[1,k—1] }]l{ﬂ'(k):i}]l )
1<o(1),e.y0(k—1)<n’ 7(j)=0c(j) ]ExTiniTyi<t

1<i<n’ k
Reformulons I'argument de la derniére indicatrice :

EXT;:i‘;Tyi <t&sre {Z € [[l,n']] : EXTé’iqui < t} = AXTkyii

On utilise le fait que tous les (A,,z € V') contiennent assez peu des sommets de V' (par hypothése). En effet :
#HA, = # {U eV’ \ {vinit} cE. T, < t} .
Donc lorsque = € V', I’hypothése s’applique et on a #4, < n~A#V’. En particulier,

Vk € [1,n'] Vo € & #Ax 0, <nTI#V.
i

1



Revenons-en au calcul de D :

1<o(1),...,0(k—1)<n’ m(§)=0(j)
1<i<n’ -

k—1

ED = Z BT gieq e rny=i3 1
{ } {ZEAXTW"}

1<o(1),...,0(k=1)<n’ m(j)=0(j) f 1<i<n’
k—1

= Z E ]l{ Vie[L,k—1] } Z ]l{Tr(k)=i}]l{€A }
g XTyoa

En remarquant que :

Y Urw=n1 =1 )
1<i<n’ {ieAxTyo,, } {w(k)eAxTymy }

k—1 k—1
on obtient :
ED = >, B {weps 1!
1<0(1),...o (h—1)<n’ r(=o()f | TREAX oo
=FE > 1 gieproag ) |1 X, 7(1),...,7(k—=1)||. (2.2)
1<o(1),...,0(k—=1)<n’ { w(j):ff(j)} {”(k)eAngoo}
-1

Mais comme 7 suit la loi uniforme, on en déduit que — conditionnellement & X et w1 r—1] — 7(k) suit la loi

uniforme sur [1,n]\ {=(1),...,7(k —1)}. Ainsi :

# {z € ML\ {r(1), (k= 1)} i € Ax,e, }
#i e [LnI\{n(1), ..., w(k = 1)}} '

On majore le numérateur grossierement par #A, lequel est majoré par n~?#V’. Quant au dénominateur, il vaut
n' — (k—1) = #V’ — k. On obtient alors :

k—1

P (W(k) € AXTyOU

o(X,7(1),...,7n(k— 1))) =

< nAH#V!

P <7T(k) c AXT,JO,, < #V/ e

k—1

o(X,m(1),...,m(k — 1))>

On se restreint dorénavant au cas : k < n®; #V’ > n® par hypothese et x — %, est décroissante sur [n®, #V']
donc
n=BH#V’ ne=8
< .
H#V' -k~ ne—k

En injectant dans (2.2), on obtient :

ne—h
ED < ) E ]1{ viE[Lk-1] }W e
1<o(1),...,0(k—1)<n’ m(§)=0(j)
ne=ph
<E Z ]1{ vie[l,k-1] } ne — k-
1<o(1),...,0(k—1)<n’ m(§)=0(3)

Toutes les combinaisons possibles sont représentées une et une seule fois, donc la somme vaut 1, et son espérance
7 a—p
également. On a donc ED < 75— En revenant dans (2.1), on a alors :

ERY°™ > tP(R}°™ #0) — tED.
Or, comme précédemment, P(RY°" # 0) = +. Donc :

no—~

t
Yo > Yo _ > 2 .
ER]"™ > tP ({R}°" #0}) —ED > o



On avait supposé que k < n®, mais le membre de droite de I’équation ci-dessus donne une borne trop large quand
k est trop grand. On négligera donc les valeurs de k telles que k > “5- Sous ces conditions, on a donc :

t no—~ 1 2
yor b T
ER 2 k tno‘ ne _t(k nﬁ>'

Donc on peut minorer le temps de recouvrement de la maniére suivante :
nY nY

n’ 5 2

o7 YoT o7 1 —_

EC > B, T%"=> ER™ > ERI™ >t|> ——n'"
k=1 k=1 k=1

Vins ’
init = n k

Or, on sait que H,, > logn ou H,, = ZZ=1 %, donc HTw > ~vlogn —log2 > ylogn — 1. Donc :

EC > t(ylogn — 2).

3 Résistances et réseaux électriques

Dans cette section, nous allons construire une analogie avec les réseaux électriques. On visualise chaque aréte
du graphe comme un fil électrique avec une résistance. On définira aussi la notion de courant et de flux comme des
fonctions de ’ensemble des arétes dans R, et on voudra que ces fonctions respectent les lois physiques classiques
(loi des nceuds, loi des mailles, loi d’Ohm). Nous verrons que la donnée d’un courant respectant ces lois permettra
de trouver une borne sur le temps de recouvrement du graphe associé.

3.1 Premiers résultats

Les résultats de cette sous-section sont extraits du livre de Grimmett intitulé Probability on graphs [3].

Soit R € (0, —|—oo)E la résistance associée a chaque aréte. Si {u,v} ¢ E on pose alors Ry, .3 = +00. Soit s,t deux
sommets respectivement appelées la source et la cible. On imagine qu’on connecte un générateur entre ces deux
sommets. On définit 4., de V2 dans R, appelée intensité. A lyy fixé, on pose Uy, = R{uﬂ,}iuv (loi d’0Ohm).

On dit que 7 respecte la loi des noeuds si :

Yu e V\ {s,t} Ziusz.

veV

On dit que 7 respecte la loi des mailles si pour tout cycle vy, ..., v,,Up41 = v, 0n a:
n n

Uvjoj 10 = E :R{vmvwl}zvﬂjﬂ =0.
= =1

1 j=

J

Ces deux lois portent collectivement le nom de « lois de Kirchhoff ».

Si ¢ respecte la loi des mailles, alors en prenant le cycle u,v, on a Uy, = —U,,. De méme, en utilisant la loi
d’Ohm, on obtient 4., = —i,,. De plus, la loi des mailles est équivalente a l’existence d’'une fonction ¢ appelée
potentiel telle que pour tout {u,v} € E on ait U,, = ¢(v) — ¢(u). Pour cette raison, on utilise parfois I’appellation
« différence de potentiel » comme synonyme de « tension ».

Comme les deux lois de Kirchhoff sont linéaires par rapport a la fonction 4, on a le principe suivant :

Proposition 3.1 (Principe de superposition). Si il et i? sont deur intensités de méme source et cible respectant
les lois de Kirchhoff, alors i* 4+ i% également.

On s’intéresse & une généralisation des courants ne respectant pas nécessairement les lois de Kirchhoff, ce qui
nous permettra de borner certaines données de nos courants effectifs.
Soit s # t € V, on appelle s/t-flux une fonction j : V2 — R telle que :

(i) j est antisymétrique : jup» = —Jou-

(ii) Lorsque {u,v} n’est pas une aréte du graphe, j,, = 0.
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(iii) j respecte la loi des noeuds.

On appelle encore s et ¢ la source et la cible du flux j. Pour tout flux j, on note J, = ) . jus- On constate que
par (#ii), J,, = 0 pour tout u différent de s,¢. De plus,

ueV u,veV u,veV

Ainsi, Js = —J; et on dit que |Js| est la taille du flux j. En particulier, on dit qu’un flux de taille 1 est unitaire.
De plus, quitte & permuter s et ¢, on supposera dorénavant que J; > 0. Nous avons maintenant tous les outils pour
démontrer I'existence et 'unicité d’une solution aux lois de Kirchhoff.

Théoreme 3.2. Soit s,t € V. Alors il existe un unique s/t-flux unitaire respectant les lois de Kirchhoff.

Démonstration. Soit s,t € V.

Unicité : Soient i! et i2 deux s/t-flux unitaires respectant la loi de Kirchhoff. Selon le principe de superposition,
on en déduit que j = i2 — i! respecte également les lois de Kirchhoff, et la taille de j est 0. On suppose que j #Z 0.
Alors il existe uy,us € V tels que jyu 4, > 0. Par la loi des noeuds appliquée en ug, il existe un sommet uz tel que
Jusus > 0. Par itération, on peut construire (u;)i<i<n+1 tel que V& € [1,n] ju,u,,, > 0. Or, le graphe n’a que n
sommets donc il existe 1 <i < j <n+1 tels que u; = u;. Donc (u;, uit1,. .., u;) est un cycle ne respectant pas la
loi des mailles. On déduit donc que j = 0 et donc ' = i2.

Existence : Soit G un graphe, on dit que 7 est un arbre couvrant de G si T est un sous-graphe connexe sans
cycle de G ayant le méme ensemble de sommets. On suppose ici que R = 1. La démonstration ci-dessous s’étend au
cas général. On pose N (s, a,b,t) 'ensemble des arbres couvrants de G tels que 1'unique chemin de s & ¢ passe par

laréte {a,b} dans ce sens. On note

N(s,a,b,t) = |N(s,a,b,t)|.

On note aussi N le nombre total d’arbres couvrants de G. Posons
1
Z.ab = N (N(Saa7b7t) - N(57b7 O,,t)) .

Montrons que ¢ définit un s/¢t-flux unitaire respectant les lois de Kirchhoff. Déja, i est antisymétrique et si {a,b} ¢ E
alors 74, = 0. Montrons maintenant la loi des noeuds. Soit 7 un arbre couvrant de G et b € V' \ {s,¢}. On rappelle
que Iy = >, cy iba- Sile chemin allant de s & ¢ dans 7 ne passe pas par b, 7 n’a aucune incidence sur I,. S’il passe
par b, alors une aréte arrive en b et une autre en repart, donc 7 a une contribution nulle a . En sommant sur tous
les arbres, I, = 0, ce qui vérifie la loi des noeuds.

Maintenant, pour démontrer la loi des mailles, on définit un buisson de G' comme étant un couple (75, T;) de deux
arbres disjoints dont 'union des sommets est égale a V et telle que s est un sommet de 75 et ¢ un sommet de T;
A a,b fixé, {a,b} étant une aréte de G, 'ensemble B(s, a,b,t) des buissons tels que a est un sommet de T; et b un
sommet de T; est en bijection avec N (s, a,b,t). On se donne un cycle (uy, ug, ..., Up, Upr1 = uy). Alors

n n
E Gvivipr = E Yviviqr-
i=1 i=1

Mais chaque buisson B contribue dans cette somme & hauteur de %(F T — F7) ot F'T est le nombre de paires
v;,Vj4+1 telles que v; est un sommet de 7, et vj41 un sommet de 7; et F'~ défini symétriquement. Mais, comme
(vi)1<i<n+1 est un cycle, F T = F~ et donc la somme ci-dessus est nulle, donc la loi des mailles est bien vérifiée.
Enfin, dans chaque arbre couvrant 7, il existe un unique sommet b tel que le chemin dans 7 de s a t contient le
segment {s,b}. Ainsi :

ZN(s,s,b,t)zN et VbeV N(s,b,s,t)=0.

beV
Donc Zbev isp = 1 et de méme, ZbeV ipt = 1, ce qui prouve que i est unitaire. Donc ¢ est bien un s/t-flux unitaire
respectant les lois de Kirchhoff. O

Définition 3.3. On dit qu’une fonction f de V' dans R est harmonique (par rapport a une fonction w de E dans
R? ) si pour tout sommet v € V, on a le résultat suivant :

) =3 T fw)

v

u~v

ou W, est la somme des w,,, pour u ~ v. En particulier, si ’on s’abstient de préciser w, on supposera w,, = %

uv

11



Proposition 3.4. Sous les lois de Kirchhoff, toute fonction potentiel est harmonique sur V' \ {s,t}.
Démonstration. Soit v un sommet. Donc I, =0, i.e :

I'U. - ZU?) - R - O'
veEV vey TWY

Or, Uyy = ¢(v) — ¢(u), donc on a :

o(v) — o(u o(v o(u
3 ()RM():ZR(uv)sz()'

veV veV veV
On en déduit, en posant w,, = % et Wy =3 ey Waw que :

w’IJ/U

LOEDILOETS

veV

Ainsi, ¢ est bien harmonique. O

On définit I'énergie FE(j) dissipée par le flux j de la maniére suivante :

. ) 1 )
E(j)= > Ruwj,= 3 > Ruvjl,-
{u,v}eE u, eV

u~v

On commence par énoncer un résultat facile mais utile :
Proposition 3.5. Soit ¢ : V. — R et soit j un s/t-flow. Alors :

(0~ )] T =5 3 [(0) = ()] fun

u,veV

Démonstration. Soit ¢ : V. — R et soit j un s/t-flow. Alors :

ST W) = ()] juw = = Y () = > (u)

u,veV veV ueV

= =2[Y(s)Js + ¥(t)J] -
Or Js = —J; ce qui donne bien le résultat attendu. O

En particulier, on peut déduire de ce résultat que si i satisfait les lois de Kirchhoff, alors 1’énergie dissipée par i
vérifie E(i) = [¢(t) — ¢(s)] I5. C'est-a-dire que 'énergie dissipée par i entre s et t est la méme que I’énergie dissipée
dans une simple aréte s,t portant la méme différence de potentiel et la méme intensité. La résistance effective de
s, t est définie comme la résistance d’une telle aréte :

P(t) —o(s) _ E()

Reﬁ(s,t): . = 72

On note R’y et on appelle résistance du graphe le maximum de toutes les résistances effectives.

Proposition 3.6. On donne ici deuz lois permettant de calculer la résistance effective dans des cas simples.
1. Deux résistances r1 et ro placées en série sont équivalentes d une résistance effective r = ri + ro.

2. Deux résistances r1 et ro placées en dérivation sont équivalentes & une résistance effective r = (Tfl + r;l)_l.

Théoreme 3.7 (Principe de Thomson). Soit s,t € V. Alors, Uunique s/t-flux unitaire minimisant l’énergie dissipée
est l'unique fluz i respectant les lois de Kirchhoff :

E(i) = min{E(j) : j un s/t-flur unitaire}.

12



Démonstration. Soit j un s/t-flux unitaire, et ¢ 'unique s/¢-flux unitaire vérifiant les lois de Kirchhoff. On pose
k=j—i. Alors :

QE(j) = Z Ruvjzv - Z Ruv (Zuv + kuv)z
u,veV u,veV
U~v U~V
= Z Ruviiv + Z Ruvkiv +2 Z Ryyiuvkuy-
u,veV u,veV u,veV
u~v u~v u~v

Le 1° terme vaut 2E(7), le 2° est positif, étudions le 3°. Soit ¢ la fonction potentiel associée a i :

Z Ruviuvkuv = Z [¢<U) - d)(u)]kuv = [¢(t) - d)(S)] Ks =0.

u,veV u,veV
u~v uU~v
En additionnant les trois termes, on en déduit donc que E(j) > E(7). O

Il semble évident que le fait d’augmenter une résistance augmente également la résistance effective du flot. C’est
ce qu’énonce le principe suivant, qui est un corollaire du principe de Thomson.

Corollaire 3.8 (Principe de Rayleigh). La résistance effective d’un réseau est une fonction croissante des résistances
(Ruw, (u,v) € V).

Démonstration. Soit (Ryy, (u,v) € V) et (R.,, (u,v) € V?) des résistances sur G telles que R,, < R/, Soit i et i’

les uniques s/t-flux unitaires respectant les lois de Kirchhoff associés respectivement & R et R’. Alors :

1 ,
Resi(s,t) = 3 Z Ryyi2,
u,veV
u~v
1
< 3 Z ijiﬁ) par le principe de Thomson
u,veV

u~v

1
o2 /
5 Z Ruvzuvf eff(sat)v
u,veV
u~v

IN

ce qui conclut la démonstration. O

Ce principe permet de majorer aisément la résistance effective d’'un graphe en modifiant les résistances des
arétes. Par exemple, mettre sur une aréte une résistance nulle revient a contracter ’aréte concernée dans le graphe.
De méme, mettre une résistance infinie sur une aréte revient a la supprimer du graphe.

3.2 Lien avec le commute time

On définit maintenant la notion de commute time' entre u et v noté Cy,, comme suit : Cy, est le temps moyen
nécessaire pour aller de u a v puis revenir en u. Plus formellement, avec les notations précédentes :

Cuw = E T, + E,T,,.

Théoreme 3.9. Soit u,v € V. Alors le commute time entre u et v est proportionnel d la résistance effective (entre
u et v) et au nombre d’arétes du graphe. Plus précisément :

Cuv = 2mReg(u,v),
ou m = #FE désigne le nombre d’arétes du graphe.

Démonstration. Ce théoréme ainsi que la démonstration que nous présentons (avec certes un peu plus de formalisme)
est extrait de [2, Theorem 2.1].

1. Cette notion, intraduisible en francais, désigne le temps total de trajet que met un employé pour aller au travail et en revenir.
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Notons "? le u/v-flux unitaire respectant les lois de Kirchhoff. Par convention, ¢** = 0. Soit U"" la tension

associée. Notons maintenant
=Y _dw)i* et U= dw)U".
veV veV

Six ~y, alors Uy, = iy,. On rappelle que ;" = Y o v . Donc, par la loi des nceuds, IV = 0 quand w ¢ {u, v}

et [WV = —I'" =1. Ainsi :
= d(w)IY" = —d(v).

wev
Posons ¢ : v — UY,. Alors :
P(v) = Uy,
_ %v) sz:v sz:v (car Uyy = U + Uu)
-5 > vtw + dT) w;
d(lv Z Y(w (—I) (Par définition de I*)

dv Zw

wn~v

Mais ¢ : v — E, T, respecte la méme propriété. En effet, en distinguant suivant le premier sommet visité apres v,

on trouve :
Z §(w
v

wn~v

Ainsi, x = 9 — £ est harmonique sur V' \ {u} et x(u) =¢¥(u) —&(u) =0—0. Donc xy =0et ¢p =&, ie:
E,T, = U,

Symétriquement on a aussi :
ET, =U],.

Montrons maintenant que j = ﬁ(i" — ") est le u/v-flux unitaire respectant les lois de Kirchhoff. Déja, j est

antisymétrique et nul sur les paires qui ne sont pas des arétes du graphe. Puis, si w € V' \ {u, v}

T = (- 1) = (Z )1 f:f)) = () (I~ 1) =0,

2m zeV m
Donc j est bien un u/v-flux. Calculons sa taille :

Ju = %(L’f ~ 1) = ﬁ (Z d(a) (1" ~ Ii”)) = % > )= (=dw) | =1.

zeV zeV\{u}

Et la loi des mailles étant vérifiée pour tous les (i?, (u,v) € V?) elle I'est pour i* et i donc également pour j. Donc
J est I'unique u/v-flux unitaire respectant les lois de Kirchhoff. On a donc par définition de la résistance effective :

1 1
Reﬁ(u,v) = %(U,gv — U,;J,U) = %(EvTu + ]E'U,T'u)

On en déduit donc que :
Cuv = 2mReg(u, v),

ce qui conclut la démonstration. O
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3.3 Résistance du tore

La résistance du tore est calculée dans [2, Theorem 6.1]. La démonstration que nous présentons est également
issue de cet article.

Théoreme 3.10. En dimension 2, la résistance effective de T7 est O(logk).
De plus, il existe c,C > 0 tels que pour tout k € N* suffisamment grand et pour tout d > 3 :

C

a < Ry < 7
Démonstration. Commencgons par la borne inférieure dans le cas ot d > 3. Pour minorer la résistance effective, on
va donc diminuer des résistances : on choisit de passer toutes les résistances a 0 hormis celles des 2d arétes partant
de Vorigine. En se rappelant que cette opération correspond a une contraction d’aréte, on obtient donc un graphe
a deux sommets s et t reliés par 2d arétes ou s est l'origine et t la contraction de tous les autres sommets. Donc
Rig > Re(0,u) > Rlg(s,t) = 5. Pour d = 2, on munit 77 de la distance || - [|1, qui est la distance dans le graphe.
On contracte les sommets & méme distance de 'origine, et on contracte ensemble tous les sommets a distance
supérieure a ng On obtient alors la figure 1, ou les sommets sont numérotés jusqu’a LgJ Alors les sommets i et

FIGURE 1 — Résultat de la contraction d’un tore

i+ 1 sont reliés par 8 + 4 arétes. Ainsi, la résistance effective entre deux sommets du tore est supérieure a celle

entre 0 et = dans ce nouveau graphe, o z = d(u,v) si d(u,v) < k/2, et = M sinon. En particulier, on a :
2d(uw)—1
1 d(u,v)
R > 1 .
an( v) 2 Z:; 82+4_80g 2

En particulier, Rl > O(logk).

Intéressons nous maintenant a la borne supérieure. L’idée est en utilisant le principe de Thomson, de construire
un flux qui ressemble au flux respectant Kirchhoff. Donc on cherche & construire un flux qui soit plus fort sur les
bords que vers U'intérieur. On construira d’abord des pseudo-flux, avec plusieurs cibles et/ou plusieurs sources. On
généralise la notion d’énergie a ces pseudo-flux de maniere naturelle. On va construire 3 pseudo-flux ¢y, ¢o et ¢z qui
respectent les mémes propriétés asymptotiques de sorte que c¢; + co + c3 soit un flux.

On construit ¢; sur T de la maniére suivante : Si |u| = Z?:l u; est la longueur de u, et |u| < k, alors on pose :

u; + 1

On pose également ¢;(v,u) = —c1(u,v) et ¢; est nul partout ailleurs. Soit u tel que pour tout ¢, u; # 0 et |u| < k.

Alors :
u; + 1 1
= Z | +1( |u\+d Z |u| \u|+d 1)

_ Jul+d(d— )~(|U| +1)! (d— D! ul!
|u| +1 (lu] + a)! (Ju| +d —1)!
_ d=DMult  (d=Dul!
C(Jul+d—=1) (jul+d-1)
Si0 < |u| <k, alors la somme est toujours définie, et vaut encore I,,, car le terme provenant de co(u, u — e;) est nul

lorsque u; = 0. Si uw =0, alors [, =1 — M%l), le 1 venant des circuits sortant de 0 vers les points de longueur 1,
d—1

et le deuxiéme terme venant des circuits entrant depuis les points du type ke;. Enfin, si |u| = k, alors I,, = ﬁ

d—1
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Majorons a présent ’énergie dans le cas ou d = 2. Alors il y a 2[ arétes reliant les sommets de longueur [ et
[ + 1. Chacune de ces arétes porte un flux inférieur a %7 donc 'énergie portée par toutes ces arétes est inférieure

a % =0 (%) quand [ — +o0. Donc E(c¢1) = O(logk) quand k& — +o00. De plus, pour d > 3,il y a N; = d(lzd:ll)
arétes reliant des sommets de longueur [ et [ + 1, et chacune porte un flux inférieur a j; = (lfl,,) Donc ’énergie
d—1

portée par ces arétes est inférieure a Nljl2. Montrons que Zf:o Nljl2 < % ou C ne dépend ni de k, ni de d. Soit

[ >0, alors :
l+d—1 1
.27
Niji _d( d—1 >(l+d)2
d-1

IR
=d — " 73
Lrd (35)
di(l +1)! I+1
aer -y <
S tar @rgg sy
) !
U520+ d
|

k -2 9
Done 32— Niji' < 3.
On pose ensuite cgu) comme étant 'opposé de ¢; translaté de u, ou u est un quelconque sommet,i.e :

céu)(v, w) = —c1(u+ v, u+ w).

u A ’ . u N .
Alors ¢; et cé ) ont méme énergie. De plus, cg ) a pour sources exactement les u + x ou x est une cible de ¢; et a
pour unique cible u. Soit P = (ug = 0,uy,...,u, = u) le chemin qui va de l'origine & u en se déplacant dans les
dimensions une par une de maniere croissante :

Vie [1,r—1] 3j; € [1,d] uig1 = u; + €5, et i — j; est croissante.
Pour toute cible x de ¢1, on pose

() d
T et ey (uihuig1) = g
(4 ’ (*2ih

C;(gu)(iﬂ +up, T+ Uig1) =

Majorons maintenant 1’énergie de cgu) :

2
(u) |ul d
B =S s o ()
d—1 -

Or, |u|] < kd. De plus, N¢jples = (kgle) —d< (’ﬁf;l). Donc :

kd kd?
E(C:(su)) =< Ggan t 2
(e (kjﬁzl)
Etudions les deux termes séparément.
kd  k-d'-Fk!
kfd—1\
( 5711) (k+d—-1)!
B k-d
C(k+1).. (k+d—1)
1 d!
—. < —1
S4 i) (hyd—z Ccawdshktd
!
< % car j <k—2+43j

16



T T3+ u

T T4t u

1+ u X5
P

0 Ty +u

FIGURE 2 — Notations pour la définition de céu) sur T¢. Les points z1, ..., x5 sont les cibles de ¢;

Pour le deuxieme terme, supposons k > 2

kd> 1 d?-k-d? k2
htd—1: 2 R —1)12
(3711) d (k+d-1)
1 d? - k-d?-k?
d (k+12.. (k+d—1)2
oy d?
“d (k+1)(k+2)2... (k+d—2)?
1 d-2
~d (k+2)...(k+d—2)
gé-m

Donc on a bien E(cé“)) < 178, pour k suffissmment grand. Puis, ¢(*) = ¢; + cgu) + c:g") a pour unique cible u et

pour unique source 0, et est de taille 1. De plus, on montre aisément que E(c1 + ¢2) < 2E(c1) 4+ 2E(cz). Ainsi, en
utilisant le principe de Thomson :

o= E() < E <c<">) —E (cl O cgw) < 4E(c1) + AE (cg’”) +2F (cgw) < %.
Ainsi, avec ¢ = % et C'= 96, on obtient bien le résultat annoncé. O

4 Temps de recouvrement du tore

Théoreme 4.1. Il existe c,C > 0 tels que pour tout d > 3, pour tout k assez grand, en posant n = k%, on a :
enlogn < EC(TE) < Cnlogn.

Démonstration. Soit u,v deux sommets du tore. Par symétrie du tore, on a

1
E.T, = icu'u = mReff(U7’U)
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Or, comme démontré plus haut, i < Regr(u,v) < Rig. Donc p— > % et py < 96n. Ainsi, en appliquant le théoreme

2.2, on en déduit que :
1 K1 "1
“nY - <BC(TY) <96nY -
2 j=1 J j=1 J

Ainsi, pour n assez grand, et pour ¢ = % et C¢. = 96 + ¢, on obtient bien le résultat demandé. O

On peut maintenant appliquer ’ensemble des résultats prouvés au cas du tore de dimension 2. Ce résultat est
di & Zuckerman [6, Theorem 4].
Théoreme 4.2. Soit k € IN*. On pose n = k2. Alors :

EC(T?) = O(nlog®n) = O(k*log? k).
Démonstration. D’apres le théoreme 2.2,
EC(T?) = O (4 x logn).
Mais, la régularité du tore permet de déduire que : E, T, = E,T,,. Donc E,T, = %Cu'w Mais par le théoreme 3.9,
on sait que Cy, = 2mReq(u,v). Ainsi :
e = s, BT, = 5 e Cue

=n max_ Reg(u,v) = mRig
u,veV?2

= O(nlogn).
Ainsi, EC(TZ) = O(nlog® n).
Soit t = 3%nlogn et V=V, a=1let g = logn(@). Dans la preuve du théoréme précédent, on a démontré

1
que :
d(u,v)

2
Soit v € V! = V. Si d(u,v) > I = 2n7, alors E, T, > %nlog(n%) =t. Donc il y a au plus 2{2 = 4\/n sommets v tels

1
E.T, > gn log

3

n

que E, T, < t. Donc le lemme 2.3 s’applique avec § = log,, (T) et on en déduit que :

NG

EC(T?) > Lnlog(n?)(tog, () logn — 2)

> G—anog(n)(log(n) —8).

Donc on a bien EC(T7?) = Q(nlog®n). En combinant les deux, on a bien EC(T2) = ©(nlog®n). O

Pour compléter la liste, on s’intéresse au tore de dimension 1. Le temps de recouvrement est alors connu
exactement (et simplement) grace a Wilf [5]. La démonstration présentée ici lui est également due.

Théoreme 4.3. Soit k € IN*. On pose n = k. Alors :
EC(T}) = (Z)

Démonstration. Soit j un entier strictement positif inférieur a n—1. Considérons le premier instant ot j sommets ont
été visités. On cherche a calculer 'espérance du temps nécessaire pour visiter un nouveau sommet. Déja, I’ensemble
des sommets visités forme une ligne au bord de laquelle se trouve la marche. Si I'on note 1,2,...,j les sommets
visités et z, l'espérance du temps nécessaire pour visiter un nouveau sommet en partant de r. Alors, en prenant
comme convention zgp = z;41 = 0, on a z, =1+ %(zr,l + zp41). Avec les deux conditions aux bornes, il y a une
unique solution :
zZe=(G+1—=r)r

En particulier, 21 = 241 = j. Donc I'espérance du temps nécessaire pour atteindre un nouveau sommet est j. Ainsi,
I’espérance du temps total nécessaire est :

EC(T}) =142+...+(n—1) = (Z)
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Conclusion

Ainsi, on a notre réponse au probléme que se posait Herbert Wilf : En supposant que son écran d’ordinateur
avait une définition d’environ 100x100 pixels (ce qui semble étre un assez bon écran pour les années 1980), et en
considérant que le point peut traverser les bords de 1’écrans, alors on peut assimiler I’écran au tore T'%,. Son temps
de recouvrement est donc de l'ordre de 8 x 10* déplacements. Ainsi, s’il y a un déplacement & chaque secondes, cela
prendrait de ’ordre d’une journée.

En dehors de ce résultat (fort passionnant au demeurant), les résistances introduites et utilisées dans ce mémoire
peuvent également étre utilisées dans d’autres contextes en raison notamment de leur robustesse. Il est par exemple
possible de démontrer la récurrence (respectivement transience) de la marche aléatoire uniforme sur un réseau de
dimension 2 (respectivement de dimension strictement supérieure & 2), comme démontré dans [3, Theorem 1.32].
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