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1 Introduction

Face a la complexité croissante des spectres nucléaires observés dans les
années 1950, Wigner a suggéré de remplacer I'opérateur hamiltonien du noyau
par une matrice aléatoire. D’ou provient la notion de matrices aléatoires. Puis
la théorie de matrices aléatoires a été beaucoup dévéloppée et utilisée dans plu-
sieurs domaines. Ce court texte est pour 'objet de donner la base sur la théorie
de matrices aléatoires et de voir quelques applications en télécommunication.

Le texte se comporte en trois parties. D’abord on va regarder quelques
résultats classiques sur les matrices aléatoires. Ensuite on va étudier un modele
précis. Surtout on proposera un estimateur consistant et on étudiera sa fluctua-
tion. On se terminera par 'application sur la radio cognitive.

2 Notations et définitions

2.1 Transformée de Stieltjes

Soit x € CV, une variable aléatoire complexe centrée et de variance R. Si
X1,..,Xpr sont M réalisations indépendantes de x, alors

1 M
R]\/[ = M ;Xix?

est appelé la matrice de covariance ot x!' désigne la matrice hermitienne de
x; . Notons Xy = [x1,..,xnm] et Ry = ﬁXMX%\{/I. La matrice Rj; est aussi
appelée la matrice de Wishart. Lorsque N est fixé, par la loi forte des grands
nombres, on trouve facilement que

Ry — R|| 250,

quand M tend vers Uinfini. Ici ||| désigne la norme usuelle, c’est-a-dire, ||X|| =
/Tr(XXH). Cependant, la convergence n’est plus vraie si N, M tendent vers
I'infini.

Pour une matrice hermitienne A de taille NV x N, on introduit la mesure
spectrale qui est donnée par

A 1 Al

i=1
ou ¢; sont les valeurs propres de A.

L’un des outils fondamentaux est la transformée de Stieltjes qui est définie
de la fagon suivante.

Définition 1 La transformée de Stieltjes associée & une mesure p est définie

par : Pour z € C\R*
p(dA)
my(z) = / N_



Il y a aussi la formule d’inversion : Pour a et b, deux points de continuité de la
fonction de répartition F*,

1 b
wu([a, b)) = 7/ hﬁ)l Smy(z + iy)de.

™ Y

Pour la mesure spectrale FB™M | la transformée de Stieltjes a une forme plus
stmple qui est :

FRM(d)) 1. 1
)= [ ST Sy
i=1""

ot A\; sont les valeurs propres de Ryng.

2.2 Modéles

Dans ce texte, on discutera deux modeles principaux : Ry, = ﬁXMXAbZ et
1 1
Sy = ﬁT]’{,XMXf/ITfV ou

1. X est de loi gaussienne complexe standard, i.e., (z;;) sont iid de loi
N7 +iN3 ou N est indépendante de No et N1, Ny ~ N(0, %)

2. Ty = Diag(ry, -+ , 71, , 7L, " ,7L), i-e., T est une matrice diagonale

—— ——
Nl NL

de taille N x N avec L valeurs propres distinctes 71 < --- < 71,. Chaque
valeur propre 7; a la multiplicité N;.

3. Supposons aussi que % — cet % — ¢; pour tout i € {1,---, L} quand

N, M tendent vers l'infini. Donc la mesure spectrale de T converge vers
la mesure spectrale

FTdX) =) =6,,(dN).

=1

o |

Remarque 1 Les hypothéses qu’on fait ne sont pas optimales. Dans certains
théorémes suivants, ce n’est pas nécessaire de supposer que les entrées sont
gaussiennes. Pour simplifier les notations et pour la clarté du texte, on fait ces
hypotheses. Elles sont souvent plus fortes.

Remarque 2 Le deuzieme modéle est effectivement plus général que le premier.
On précisera le modéle dans chaque théoréme. La convergence reste toujours
vraie méme si le théoréeme est pour le premier modéle. Mais les calculs sont
différents. Pour éviter les notations lourdes, on introduit le premier modéle.

3 Résultats classiques

3.1 La loi de Marcenko-Pastur

Dans cette partie, on étudie la convergence de la mesure spectrale.



FIGURE 1 — La densité de la loi de Macenko-Pastur

Définition 2 La densité de la loi de Marécenko-Pastur est : Pour ¢ <1,

pc(if): 27\’1wc (b—l‘)(l‘—a) SZIGS,’L‘S[);
0 sinon,

avec a = (1 —+/c)? et b= (1+/c)?. Pour c > 1, c’est la méme expression avec
une masse 1 — 1/c a Uorigine. La densité peut aussi s’écrire comme :

1
<1 - C> 5OIc>1 +pc(x)1a§z§b-
La Figure 1 décrit la densité de cette loi pour ¢ = 0.5 et ¢ = 0.2.

Théoréme 1 ([1]) On considére le modele Ry = -5 X v XL, . Alors, avec pro-
babilité un, la mesure spectrale FRM converge vers la loi de Maréenko-Pastur.

Il y a deux approches classiques pour la démonstration : La méthode des mo-
ments et la méthode basée sur la transformée de Stieltjes. Pour la méthode des
moments, on calcule tous les moments de Ry, et on trouve qu’ils convergent vers
les moments de la loi de Marcenko-Pastur (voir aussi [2]). Pour la transformée
de Stieljes, on utilise souvent le lemme suivant.

Lemme 1 (Lemme de perturbation du rang 1) Soient A € CN*N une
matrice hermitienne positive, v € CV un vecteur et z € C\R*, alors

1 H 1 —1
NTr(A +vv 2I) NTI"(A 2I) oo 0.

On a un résultat similaire pour le deuxieme modele. Mais la loi limite est
plus compliquée.

1 1
Théoréme 2 ([3]) On considére la matrice Sy = T Xy XT3, Alors
avec probabilité un, la mesure spectrale FSM de Sy converge vers une distribu-
tion F' dont la transformée de Stieltjes m(z) est caractérisée par

1 1.1

m(z) = Em<z> - (1= E);’



ot m(2) est l'unique solution de l’équation

m(z) = — (z - c/wdFT(t))_l,

sur lensemble {z € CT : m(z) € CT} avec Ct = {z € C: 3z > 0}.
Définition 3 On définit aussi

i (2) = Jm(2) = (1 -

z| 5
ISENE

ot my(z) est lunique solution de l’équation

my(2) = — (2 - c/ HimNdFTN(t)) o

sur Uensemble {z € C* :my(2) € CT}.

La fonction my(z) (resp. my(2)) est appelée U'équivalent déterministe as-
socié & m(z) (resp. m(z)). Notons Fn (resp. F ) la mesure spectrale associée
a la transformée de Stieltjes my(z) (resp. my(2)).

En comparant my(z) et m(z), on a remplacé ¢ par 2+ dans chaque relation.
Comme on ne sait pas la vitesse de convergence de % a ¢, en général, on utilise
plutot my (z) et my(z) au lieu de m(z) et m(z).

3.2 La plus grande valeur propre

Théoréme 3 ([4]) On considére la matrice de Wishart Ry = 5 Xu X5
Alors la plus grande valeur propre converge vers (1 ++/c)? presque sirement.

On connait aussi la fluctuation de la plus grande valeur propre.

Définition 4 La fonction F(.) est une fonction de répartition telle que

F(t) = exp (— | - t>q<x>2dx) |

ou q satisfait

q" =tq+2¢°,qt) ~ Ai(t), (1)
o
et
. 1~ 1,
Ai(x) = — cos(=t + xt)dt.
™ Jo 3

La fonction Ai(z) est appelée la fonction d’Airy; et ’Equation (1) est appelée
I’équation de Painlevé II. F(.) est la fonction de répartition de la loi de Tracy-
Widom.



Théoreme 4 ([5]) On note Ay, la plus grande valeur propre de Syr. Alors

v —
M2/3 N — UN,M i> W
ON,M

N N 2 MN\1/6 N 4/3 L. .
ol UN,M = <\/%+ 1) , ONM = (W) (1 + Vﬁ) et TW désigne la loi
de Tracy-Widom.

Remarque 3 La convergence vers la loi de Tracy-Widom reste vraie dans le
deuziéme modéle, mais les expressions de pn pr et on v sont plus compliquées.

3.3 Fluctuation de la transformée de Stieltjes

Un autre théoreme utile pour étudier la fluctuation est le théoréeme central
limite sur la transformée de Stieltjes.

1 1
Théoréme 5 ([6]) Considérons le cas ou Sy = ;T3 Xu X T3 Soient fi, .., fu
des fonctions analytiques sur un ouvert qui contient l'intervalle

lim inf A5, Lo,1) (€) (1 = v/@)?. lim sup A5, (14 v/e)?
M

Notons Py (f) = N [ f(z)d(FS™ — Fy)(x). Alors :

1. Le vecteur

(Par(f1)s -+ Prr(f))

est tendu en M.

2. Ce vecteur converge en loi vers une loi normale centrée N(0,V) de va-
riance V = (v;;) avec

Vij = _‘171T2/01 /C2 v(21, 22) fi(21) [ (22)dz1d2o

ol

m’(z1)m’' (29 1
v(z1, 22) = m’ (z1)m’( )2— 5
(m(z1) —m(22))* (21 — 22)
Les contours Cy et Co sont deuzx contours fermés dans le sens positif sur
le plan complexe et chacun contient le support 8 de la loi limite F.

3.4 Séparation spectrale

Ici on s’intéresse a la position des valeurs propres.

Théoreme 6 ([7], [8]) On considére le modéle Sy = %T}VHXMXAH/[T}V/Q. On
prend un intervalle [a,b] qui est en dehors du support Sy de Fy.
Alors :
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FIGURE 2 — La distribution des valeurs propres empiriques de Sy, avec L = 3,
7'1:1,7'2:3,7'3:10, N/M:C:()l,NZGOGtleNQZNg,:QO

1. Plaucune valeur propre de Spy n’est dans [a,b] pour M assez grand |= 1.

2. Sic[l —T(0)] > 1, alors xg, la plus petite valeur du support 8§ de F, est
strictement positive, et avec probabilité un, la plus petite valeur propre de
S, A?M 22y 2o quand M — .

3. 8 ¢(1—-T(0)) <1 ouc[l—T(0)] > 1 mais [a,b] nest pas contenu dans
(0,0), alors lintervalle [—1/m(a),—1/m(b)] est contenu dans 8 N R+
pour M assez grand. Pour i, > 0 tel que

TEN > —1/m(b) et TN, < —1/m(a),

i”L
P ( /\isnM >b et )\f’n”il < a pour M assez grand) = 1.

La Figure 2 illustre le théoreme précédent. On a pris trois valeurs propres
distinctes 1, 3 et 10 avec la méme multiplicité 20. En rouge , c’est la loi limite de
la mesure spectrale. En noir, ce sont les positions des valeurs propres. D’apres le
théoreme précédent, avec probabilité un, les valeurs propres sont dans les trois

sauts. En outre, il y a exactement 20 valeurs propres dans chaque saut. C’est le
sens de séparation exacte.

4 Estimation des valeurs propres

Dans cette partie, on veut estimer les valeurs propres 7, .., 7r,. Donc on est
. N R _1ml/2 Hml/2
dans le deuxieme modele Sy; = 37T v " X X3, Ty~

Théoreme 7 ([9]) Lorsque N est fixé, quand M tend vers +o0, l'estimateur

Ofi:%z)\r

v reN;



est un estimateur consistant de 1; ot A, sont les valeurs propres de Sy; dans
lordre croissant et Ny, = {Zf;ll N;+1,..., Z§:1 N;}. De plus,

M (o —75) 5 N(0,272).

Mais ce théoreme tombe en défaut si M, N — oo avec N/M — ¢ > 0. On a
besoin d’un autre estimateur pour les valeurs propres.

Théoreme 8 ([10]) Si le support 8 de la limite F' est composé de L ensembles
disjoints (cf. Figure 2), alors

. M
Ti:ﬁ Z(Ai_ﬂi)
¢ reN;
ot les p; sont les zéros de mp  (2) dans l'ordre croissant, i.e. les solutions de
l’équation
1 i A M
N M—z N

r=1

avec py < pg <o < UN-
Mon mémoire consiste a étudier la fluctuation de cet estimateur.
Théoreme 9 ([11]) Avec les mémes notations,

M(7; — ;) i N(0,©)

o © = (613) et

@”:_%iqf§ﬂ<m£ST$Z#)mgﬁig

ot le contour C; ne contient que le i-ieme saut.

Ensuite on aimerait estimer la variance.
Théoreme 10 ([11]) ©;; est un estimateur consistant de ©;; ot

b= X N
0T NN 2 N7 ,
NilN; (1,J)EN; XN, i#j (i MJ) ms,, (‘ul)m§M ('uj)

" . U 2
+ 6, ( mgM(,uz) mgM(.uz) )]’
1€ENg

6mg (ui)*  4mg (ni)*

ot dqp est le symbole de Kronecker, i.e. 64 = 1 si et seulement si a = b et

s, (2) = 3rms,, (2) — (1= 31).
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FicURE 3 — Radio cognitive

5 Application sur radio cognitive

Considérons un réseau primaire qui est composé de K transmetteurs. Le
transmetteur k envoie ny, codes orthogonaux wy, 1, ..., Wk pn, € CY. On considere
aussi le second réseau qui a pour I'objet de déterminer la distance de trans-
metteur primaire (voir Figure 3). D’un point de vue de détecteur, 'utilisateur
primaire k a la puissance Py. Alors, a I'instant m, le détecteur regoit le vecteur

K n
vy =3 VP> wi g + o™, (2)
k=1 j=1

avec on(™ € CN un bruit & l'instant m qui est supposé gaussien et ;vy';) le

signal transmis par l'utilisateur k£ sur le code j a l'instant m, qu’on suppose
aussi gaussien. On suppose que le détecteur connait parfaitement o2.
L’Equation (2) peut s’écrire sous la forme

v — WP3x(™) 4 gpm)

K
avec W = [W1,17 e s Wi s W21, aWK,nK] S (CNXR, n £ Zk:l Nk, P cCrx»
une matrice diagonale avec entrées P; de multiplicité n; pour ¢ = 1,--- | K, et
x(m) = [x{™! ,X(I;n)t]t € C" ou Xém) € C™ est un vecteur avec j-ieme entrée
2™
kg -
Selon le temps m, on obtient la matrice Y = [y, ... y®)] ¢ CNxM
donnée par

Y = WPX + oN = [WP?  oly] {ﬁ :

ot X =[x ..., xM]and N=[n®, ... n®)]
Les vecteurs (y(m)) sont gaussiens centrés et de covariance R £ WPWH 4
o%Iy. Comme o2 est connu, il suffit d’estimer les valeurs propres de WPWH +



o?Iy. Donc le modele est équivalent &

M
Ry 2 —yyl = L3 ylmygtmi
M M 2~

On se ramene au deuxieme modele.

6

Perspectives

Il y a encore beaucoup de sujets a étudier. D’abord, on veut enlever I'hy-

pothese sur la condition de séparabilité (cf. Figure 2). Ensuite on veut estimer
les multiplicités. Ainsi, on veut faire des études pour un modele plus compliqué.
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