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Introduction

L’étude sur des courbes définies par des polynomes donne naissance a la
géométrie algébrique. Il est souvent plus intéressant de 1’étudier sur un corps
algébriquement clos, C, par exemple. Vu que le corps C posséde une structure
topologique et différentielle canonique et que les fonctions polynomiales sont
holomorphes, on peut utiliser les outils de ’analyse complexe pour la géomé-
trie algébrique. De plus, il est préférable de travailler dans un espace projectif
plutdt que dans un espace affine, car il existe des zéros a l'infini. Un exemple
typique est U'intersection des courbes C; = {(z,y) € C*| 2*> —y?> — 1 = 0}
et Co = {(z,y) € C*| 2 —y = 0}. On voit que C; et C n’ont pas de point
commun dans C?, mais elle se coupent a l'infini (penser au cas ou le corps
est R & la place de C). Dans I'espace projectif CP?, on est sauvé, car C; =
{l[r:y:2]€CP?|2?—3y2—22=0}etCy={[v:y:z2] € CP*|z—y=0}.
L’espace projectif a encore des propriétés agréables, 'une est donnée par un
théoréme de Chow : toute variété analytique dans CP" est algébrique. Le
but de ce texte est de donc donner une preuve de ce théoréme, en utilisant
les méthodes de 'analyse complexe.

Dans la premiére partie, on va étudier des fonctions holomorphes a plu-
sieurs variables en introduisant les théorémes de Weierstrass. On va voir que
I’anneau des fonctions holomorphes a des propriétés analogues a celles de
I’anneau des polynémes. Ensuite, on va présenter les variétés analytiques
dans une variété holomorphe et montrer quelques résultats sur les variétés
analytiques dans un espace affine. Dans la troisiéme partie, on ne considére
que les variétés analytiques dans un espace projectif et on donne une preuve
du théoréme de Chow' qui réalise une bijection entre les variétés analytiques
projectives et les variétés algébriques projectives.
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1. Il y a une preuve au cas de dimension 2 dans un article de Janos Kollar [3], on va
suivre cet article pour donner une preuve générale.



1 Fonctions Holomorphes

1.1 Définitions et Propriétés Premiéres

Définition 1.1.1. Soit U un ouvert de C". On note C°(U) 'ensemble des
fonctions C*° sur U, L’ensemble des 1—formes différentielles sur U est en-
gendré par

On définit
1. 0 .0 0

= S —in) Az =
Dz, 2 0x; Z@yi 0z, 2 0x
_\9f
of = Xi:a—%dzi, of = Z@z,
Soit f € C>(U), alors

df =0f +0f = Z d +Z

Définition 1.1.2. Soit f € C*, on dit que f est holomorphe si 0f = 0.

Proposition 1.1.3. Soit U C C" un ouvert, zo = (201,...,20m) € U, f €
C*>®(U) est holomorphe au voisinage de zo si et seulement si f admet un
développement en série entiére au voisinage de zg, i.e.

z’a)
Yy

et

f(Zl, ceey Zn) = Z ai1 ..... in (21 — Zoyl)il Ce (Zn — Zojn)in

Preuve : Pour simplifier, on le montrera au cas de dimension 2. La preuve
au cas de dimension supérieure est analogue.

Si f est holomorphe au voisinage de zg, 'application zo — f(z1, 29) est
holomorphe au voisinage de 2y 2 pour les z; au voisinage de 2 ;. Pour r assez
petit, on utilise deux fois la formule de Cauchy d’une variable :

1 f(Zth)de

f 21,%2) = —/
(21, 22) 270 Sy —zgafer W — 22

. 1 1 / f(wl, wg)dwl dU)2
2m |wa—z0,2|=r 2m |wi—z0,1|=r Wy — 21 Wy — 22

_ <L)2/ / f (w1, wsy)dwydws
2mi |w1—z0,1|=r J |wa—z0,2|=r (wl - Zl)(w2 - 22)




En utilisant le développement

[e.9]

1 _ Z (21 — 201)" (22 — 202)™

(w1 — 21)(we — 22) (w1 — 20,1)1 1 (we — 2p9)2H!

i1,i2=0

on trouve le développement local de f au point zq

o0

f(z1,22) = Z iy ip (21 — ZO,l)il(ZQ - 20,2)i2

11,12=0

otl les coefficients sont déterminés par

Qi o = (L)Z/ / f(w17w2)dw1dw2
11,12 211 |lwi—20,1|=r J |wa—z20,2|=r (wl - Z(],l)iﬁ_1 (U)Q — 20,2>i2+1

Réciproquement, si f se développe en série entiére, on a aussi 0f = 0. B

Exemple. Par le théoréme précédent, tous les polynémes a n variables sont
holomorphes sur C".

Proposition 1.1.4. Soit U C C" un ouvert connexe, soient f, g fonctions
holomorphes sur U telles qu’il existe un ouvert V' C U vérifiant f|y = g|v,
alors f = g.

Preuve : 1l suffit de montrer que si f est nulle sur un ouvert non vide
alors f est identiquement nulle. Or on remarque que les coefficients du déve-
loppement local sont uniques, parce que

af

= —(% ce o, R
8z11 aZi” ( 0,1, ) O,n)
Yo "

iy, in

Soit W = {z € U | f est nulle au voisinage de z} = {z € U | ﬁ(z) =
21" 5,020

0, Viy,..., i}, alors W C U est ouvert, fermé et non vide, donc W =U. R

Définition 1.1.5. Un polynéme de Weierstrass en w est une fonction holo-
morphe sur un ouvert C x U C C" (U C C™ ! un ouvert ) de la forme

fw,z) =w? +a(Z)w" " + ... +ayz)) (2 €UweC)

ol ai,...,aq sont des fonctions holomorphes définies sur U. On dit qu’une
fonction holomorphe g est polynomiale en w de degré d s’il existe des fonctions
holomorphes ag, . . ., aq en 2’ telles que f(w,z') = ao(z)we+a;(z )w?+.. .+
aq(z).



Définition 1.1.6. Soit P = X9+ a; X9 ! + ... + ag € C[X]. Soient sy, ..., 54
les racines de P, alors le discriminant est défini par D = [[;_,(si —s;)*. On
remarque que, D est nul si et seulement si P admet une racine multiple. Par
ailleurs, D est symétrique en sy, ..., 54, par un théoréme d’algébre?, on a il
existe un polynéome @ qui ne dépend que de d tel que D = Q(ay, ..., aq).

Ezemple. Quand d = 2, on a

a; = —(81 + 82)
a9 = S§1S59
Q = (51 — 52)° = a — 4ay

Etsid=3,

a] = —(51 + S92 + 83)
a9 = S182 + S283 + S3S51
a3 = —S8152S53

Q = (51 — 89)*(s1 — 83)%(s2 — 83)* = ajas — 4atas — 4aj + 18ajaza3 — 27a;

Remarque. Le discriminant d’un polyndéme de Weierstrass est alors une fonc-
tion holomorphe en z'.

On connait le théoréme de Liouville, soit f une fonction entiére sur C
telle que f est bornée, alors f est constante. On a aussi une version pour des
fonctions holomorphes a plusieurs variables.

Proposition 1.1.7. Soit f une fonction holomorphe sur C", s’il existe un
k > 0 et une fonction C' > 0 en (2y, ..., 2,) tel que |f| < C|z¥| lorsque 2; tend
vers l'infini, & (2o, ..., 2z, ) fixé, alors f est polynomiale en z;, de degré au plus
k.

Preuve : Comme f est holomorphe sur C", f est somme d’une série en-
tiere. En regroupant des termes ,on peut supposer que f = Z:fg Gi(22y oy 2n) 21,
avec g; holomorphe en z,, ..., z,,. Par le théoréme de Cauchy, on a

1 [y, 2) .
(z) = — =2 _2d R>0etz € C" !
9i(z') 51 A;:R p Yy pour et z

Par hypothése, on a, pour i > k, |g;|(z') < C(z};sz < gﬁf’g — 0 lorsque
R — oo, pour tout z’ € C" ! fixé. Donc g¢; est identiquement nulle pour
1 > k, par suite f est polynomiale en z;. l

2. L’algeébre des polyndémes symétriques est engendrée par les polynémes symétriques
élémentaires.



Proposition 1.1.8. Soit d € N* fixé, alors pour tout ouvert U C C contenant
0, il existe un r > 0 tel que pour tout (a1, ..., aq) € C¢ vérifiant |a;| < r, toutes
les racines du polynome X%+ a; X% ! + ... + a4 sont dans U.

Preuve : Soit 0 < 0 < 1 et on pose U = B(0,2)), alors on prend un
r < 6% Montrons que ce 7 convient. Soit (ay, ..., ay) € C? vérifiant |a;| < r et
soit z une racine de X?+a; X4 1+ ... +ay. Si |z] < §, rien n’est & démontrer.
Sinon, on pose u = %, alors

jagl _ rlulf=1 _ 7 Jul

d<@ =1y
il = Sl e S S S T S =T

Donc [u| <1+ 5, par suite on a [z| <6 + 7= < 26. B

Théoréme 1.1.9 (théoréme de préparation de Weierstrass). Si f : (w,z’) —
f(w,z') (2 € C" ', w € C) une fonction holomorphe sur U C C*, 0 € U,
f(-,0) : w — f(w,0) n’est pas identiquement nulle et f(-,0) a un zéro de
degré d au point w = 0, alors dans un voisinage de 0, f s’écrit de facon
unique de la forme

f=g-h
ol g est un polyndéme de Weierstrass de degré d en w et h une fonction
holomorphe vérifiant h(0) # 0.
On Pappelle la décomposition de Weierstrass en w.

Preuve : On notera D(x,a) la boule centrée en x de rayon a, et C'(0,a,b)
désignera ensemble {z € C| a < |z| < b}.

Si f(0) # 0, on prend h = f, g = 1. Sinon, f(-,2’) : w — f(w,2Z') est une
fonction holomorphe d’une variable et 0 est un zéro isolé de multiplicité d de
f(-,0). Il existe r > 0 tel que f(-,0") n’a d’autre zéro que w = 0 sur D(0, 2r).
Par suite f ne s’annule pas sur C(0,7,2r) x {0}, ainsi, par continuité et
compacité, il existe 7' > 0 tel que f ne s’annule pas sur C(0,r,2r) x D(0,7").
Pour z' € D(0,r'), le nombre de zéros de f(-,z’) sur D(0,7) est

1 of

%(wvzl)

N(Z/> - % |w|=r f(w,z’)

dw

Par conséquent N(z') est continue sur z' € D(0,7') donc constante, i.e.
N(z') = N(0) = d. On note

p(Z), ... ,pa(z)



les zéros de f(-,2'), et on a

1 wk oL (w, 2
zw':k’.“k/:—/ — w24
( ,Z) pl(z)+ +pd(z) 2 ol =r f(w,z’) w
On a alors les (N(k,z'))ken sont holomorphes sur D(0,r').
Soient 01(2z'), ..., 04(Z") les polynomes symétriques élémentaires des p;(z’)
de degré 1,...,d. Comme (N(k,Z'))ren engendre I'algébre des polynomes
symétriques des pi(z'),...,pa(Z"), on a 01(Z),...,04(2") sont holomorphes.

On peut donc poser
g(w,z') = w — o (2w + ..+ (—1)%04(Z)

qui est un polynome de Weierstrass.

Pour chaque z' € D(0,7') fixé, g(w,z’) et f(w,z') ont exactement les
meémes zéros sur D(0,7), donc on peut définir

Par définition, on a h(0) # 0. Pour montrer que h est holomorphe, on écrit

h(w,7) 1 / h(u,z")du
|u|=r

271 U — W

Vu que g n’a pas de zéro au voisinage de dD(0,r) x D(0,r"), h = f/g est
holomorphe au voisinage de 0D(0,7) x D(0, 7). Par le théoréme d’intégration
dépendant d’un paramétre, h est bien holomorphe.

On peut aussi montrer que la décomposition de Weierstrass est unique-
ment déterminée par la répartition des zéros de f, soit

f=g-W

ot ¢’ est un polynoéme de Weierstrass et h' une fonction holomorphe vérifiant
R'(0) # 0. Alors Vz' € D(0,7") on pose pp(z'), 1 < k < d, les zéros de
f(,2") s ww— f(w,2') dans D(0,r), alors

g (w,2") = (w=pi(2)) ... (w = pa(2))

D’ou 'unicité. B



Remarque. Sans contrainte sur le degré du polynéme de Weierstrass, on n’a
pas 'unicité. Par exemple, soit /- une fonction holomorphe au voisinage de
1 telle que (\/y)? =y et /1= 1. Alors f(z,y) = /y — « définit une fonction
holomorphe au voisinage de (1,1) € C2 On cherche sa décomposition de
Weierstrass en y.

On pose h(z,y) = \/y + x. C’est une fonction holomorphe au voisinage de
(1,1) vérifiant h(1,1) # 0. On a f(z,y)h(z,y) =y — z>. Comme 3 est aussi

holomorphe au voisinage de (1, 1), le polynome de Weierstrass de f en y est

y — 2.

Par ailleurs, on a aussi : le polynome de Weierstrass de y — x® en z au
voisinage du point (1,1) est x — /7. On remarque que méme si y — 2? a une
forme de polynéme de Weierstrass, mais sa décomposition Weierstrass en x
n’est pas triviale.

On vient de voir que la décomposition de Weierstrass d’un polynéme de
Weierstrass n’est pas toujours triviale.

Définition.Proposition 1.1.10. Soit f(w,z') = w? + a;(z)w®! + ... +
aq(z') un polynome de Weierstrass, on dit qu’il est primitif si sa décompo-
sition de Weierstrass en w est triviale. On vérifie que f(w,z’) est primitif si
et seulement si a;(0) = ... = a4(0) = 0. De plus, un produit de polynémes
de Weierstrass primitifs est encore primitif.

1.2 Anneaux des Fonctions Holomorphes

Définition 1.2.1. Soit z € C", on note
O, = {fonctions holomorphes au voisinage de z}.
Et on définit une relation d’équivalence
f ~ g si et seulement si il existe un voisinage U de z tel que f|y = g|u.
L’anneau des fonctions holomorphes au point z est alors défini par
Oy =0pz/ ~.
Finalement on note O,, pour O, .

Remarque. Les éléments inversibles de O,, sont les f € O, telles que f(0) # 0.
L’anneau O, est local avec 'unique idéal maximal {f € O, | f(0) = 0}.

Remarque. Pour z,z' € C"*, O,,, et O, sont isomorphes.



Remarque. Sin = 1, la structure de 'anneau des fonctions holomorphes est
bien connue. Tout idéal de O est de la forme

L={feO]|f0)=f(0)=...= f*V(0)=0} (k=12...)

De plus, on a
I, =20, = I}

Donc O est un anneau principal, a fortior: factoriel. En fait, tous les O,
sont factoriels.

Théoréme 1.2.2. L’anneau O,, est factoriel.

Preuve : On a déja vu que O; est factoriel, on va montrer le théoréme
par récurrence sur n.

On suppose que O,,_; est factoriel. Soit f € O,,. Sans perte de généralité,
on peut supposer que f(-,0) : z; — f(z1,0) n’est pas identiquement nulle.
On va écrire f(z) = f(w,z’) ot w = z;. Par le lemme de Gauss, 'anneau

On_1[w] = {ao(z)w? + ar (2w 4+ ...+ a4(z') | d € N,ag, ..., a0 € Op_y}

est factoriel. Soit f = ¢ - u la décomposition de Weierstrass. Alors g s’écrit
de facon unique comme un produit des polynémes de Weierstrass g1, ..., 9m
irréductibles dans O, [w].

=091 9gm-u

On a les g; sont irréductibles dans O,,, en effet soit g; = g;1 - gi2 avec
Gi1, iz € Oy, alors g;1(+,0), gi2(-,0) sont non nulles. On pose g;1 = hy - uy
et gio = he - ug des décompositions de Weierstrass. Par I'unicité de la dé-
compositon de Weierstrass et théoréme 1.1.10, on a hy - hy = g;, mais g;
est irréductible dans O,,_1[w], donc soit hy = 1 soit hy = 1, i.e. soit g;1 est
inversible soit g; o est inversible.

On a montré I'existence de la décomposition en produit des facteurs irré-
ductibles. Il nous reste a montrer 'unicité.

Soit f = hy...hs avec h; irréductible dans O, alors aucune des h;(-,0)
n’est identiquement nulle. On a h; = ¢, - u; décomposition de Weierstrass.
Comme les h; sont irréductibles dans O,,, les ¢ sont irréductibles dans O, [w].
Encore par I'unicité de la décomposition de Weierstrass, on a

/ / /

gl Gm-u=f=hy...hg=g]... 0\ -uj... u

9



implique
/

g1 Gm =919

Comme O,,_;[w] est factoriel, on a s = k et g; = g & permutation prés, d’ou
I'uncité de la décomposition. B

Remarque. Soit f € O, telle que f(-,0) n’est pas identiquement nulle, alors
on a la décomposition de Weierstrass f = g-u ot g € O,,_1[w] et u inversible
dans O,,. On a f est irréductible dans O,, si et seulement si g est irréductible
dans O,,_1[w].

Pour aller plus loin, on admet un théoréme d’algébre.

Proposition 1.2.3. Soit R un anneau factoriel, u,v € R[t] sont premiers
entre eux, alors il existe «, 5 € R[t] premiers entre eux et v € R non nul tels
que

au+ fv =7
De plus, v est unique i.e. si o/, ' et 4/ € R vérifient les mémes hypothéses
et o’u+ f'v =14/, alors v = ' - s ou s est inversible dans R. v s’appelle le
résultant de u et v.

Plus généralement, soient ui,...,u; € R[t] premiers entre eux, alors il
existe aq, ...,y € R[t] premiers entre eux et v € R non nul tels que

aUy + ..o+ ogpUE =Y

Proposition 1.2.4 (Nullstellensatz). Soit U C C" un ouvert tel que 0 € U.
Soient f, g holomorphes sur U telles que f est irréductible dans O,, et {f =
0} € {g =0}. On a alors f divise g dans O,,.

Preuve : Sans perte de généralité, on suppose que f,g € O,_[w] sont des
polynémes de Weierstrass primitifs. Soit f de degré d > 0, alors % est de
degré d — 1 et f, % sont premiers entre eux. On a le résultant de f et %

of
w

v=af + 56— (a, 8 € O, premiers entre eux,0 # v € O,_1)

Il n’est pas trés difficile de voir que pour z € C" ! fixé, si y(z') # 0,
w +— f(Zz',w) n’a pas de zéro multiple.

En appliquant la division euclidienne, on a

g=f-h+r (h,r € Op_1|w], degr < d)

10



par suite {f =0} C {r = 0}.

Si r # 0, puisque les ensembles {z' € C"! | w > r(w,z’) identiquement
nulle} et {z’ € C"1|~(z') = 0} sont nulle part denses, il existe z’ tel que
w +— r(w,z') ne s’annule pas identiquement et v(z') # 0. Alors w — f(w,2z’)
a d zéros distincts, et w — r(w,z’) a au plus degr < d zéros, ceci implique
{f =0} € {r =0}. Absurde. Donc r = 0 et f divise g. B

Dans la preuve précédente, on a utilisé la division euclidienne pour des
polynémes de Weierstrass. En fait, on peut montrer un résultat plus général
qui est trés important pour étudier O,,.

Théoréme 1.2.5 (division de Weierstrass). Soit g(w,z') € O,_1[w] un po-
lynéme de Weierstrass de degré d. Alors pour chaque f € O, on a

f=g-h+r
ou r(w,z') € O,_1[w] de degré < d et g € O,.

Preuve : Comme les preuves précédentes, il existe r, v’ > 0 tels que g n’a
pas de zéro dans un voisinage de dD(0,r) x D(0,"). Définissons

N f(u,z")du
MWZ%_%LLMQWJUWU—W

Par le théoréeme d’intégration dépendant d’un paramétre, on sait que h est
holomorphe, et r = f — g - h aussi. On a

r(z,w) = f(w,z') — g(w,z') - h(w,z)
o [ (sw2) -t

211 |u|=r

s 9(u,2") — g(w.2) f(u.2)
/u|:7' Z

" 2mi u—w g(u,z)
Soit
gw,z') = w' + a1 (Z)w™ + ...+ aq(2)
alors
9(u,z') — g(w,z')

u—w
= W™ uTPw A A wT ) da(Z) - (wT wTE) L ag(Z)
() w4 )

11



avec pi(u,z’) € Op_1[u]. D’ou
r(z,w) = q(z) - w™ + ...+ qZ)

avec . Fu.2)
’ ’ U,z
== . d
qr(2") o M:rpk(z U 9(u0, 7)) u

On a donc r(w,z') € O,,—1[w] et degr < d. B

Grace au théoréme précédent, on peut montrer que O,, est noethérien.

Théoréme 1.2.6. O,, est noethérien.

Preuve : On va monter par récurrence sur n.

O, est principal, donc il est noethérien. Supposons que O,,_; est noethé-
rien.

Soit I C O,, un idéal non nul. Avec les coordonées bien choisies, on peut
supposer qu’il existe g € I tel que g # 0 et g € O,,_1[w]. Soit J = INO,,_1[w],
alors par la division de Weierstrass, on a

Vel dheO,, telque f—g-heJ

Donc J et g engendrent /. Maintenant il suffit de montrer que J est
engendré par un nombre fini d’éléments. Or par ’hypothése de récurrence,
O,,—1 est noethérien, donc O,,_;[w| lest aussi. Donc J, un idéal de O,,_1[w],
est engendré par un nombre fini d’éléments. Il

12



2 Variétés Analytiques

2.1 Définitions et Propriétés Premiéres

On définit d’abord une variété holomorphe qui est analogue a une variété
réelle au sens usuel. On rappelle qu'une fonction de C" dans C™ est dite
holomorphe si ses composantes sont holomorphes.

Définition 2.1.1. Soit X un espace topologique & base dénombrable. On dit
que X est une variété holomorphe de dimension n s’il vérifie les conditions
suivantes :
1 Tl existe un recouvrement d’ouverts (U;);c; de X tel que pour tout i € I,
il existe un ouvert V; C C" et un homéomorphisme ¢; de U; dans V;.
2 Pour i,j € I, ¢; 0 ¢; ' est holomorphe de ¢;(U; NU;) dans ¢;(U; N U;).
Dans ce cas, chaque U; s’appelle une carte de X. Une fonction entre deux
variétés holomorphes est dite holomorphe si elle est holomorphe lorsqu’elle
se lit dans des cartes.

Remarque. Le théoréme d’inversion locale, le théoréme d’immersion et le
théoréme de submersion sont encore valables pour des variétés holomorphes.

Remarque. La structure holomorphe est rigide. Par exemple, il n’existe pas
de partition de I'unité holomorphe non triviale dans une variété holomorphe
connexe.

Définition 2.1.2. Soit n € N et soit H le groupe des actions par une
homothétie non nulle sur C**'. L’espace projectif CP" est l'espace quo-
tient H\(C"*1)*. Un point z € CP" posséde une coordonnée homogeéne
[zo @ ... x,) s’il représente lorbite de (zo,...,x,). On note 7 la projection
canonique de (C"*1)* dans CP".

Proposition 2.1.3. CP" est une variété holomorphe de dimension n pour
tout n € N.

Preuve : On a CP" est bien a base dénombrable, car (C"*1)* Iest. Soit

Uo = {[zo : ... : ]| mo # 0}, alors Uy est un ouvert car 7 *(U) =
{(x0, ..., xn)| Ty # 0} est un ouvert de (C"™)*. On pose ¢y une fonction
de Uy dans C™ qui envoie [zg : ... : x,] & %0(5131,---,9671)- On a ¢, est bien

définie et on vérifie que c¢’est un homéomorphisme. De maniére analogue, on
peut définir les U;, ¢; pour ¢+ = 1,....,n. On constate que les U; recouvrent
CP". On a donc CP" vérifie la prémiére condition dans la Définition 2.1.1.
Montrons qu’il vérifie aussi la deuxiéme.
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On suppose que n > 0. Soit, par exemple, z € Uy N Uy, on prend une
coordonnée homogeéne de z, soit [z : ... : 2,]. Alors ¢o(z) = %(Zl, ey Zn) €1
¢1(2) = (20, 22, .-, zn). On a donc g = ¢; o o7t de {(x1,...,z,)| 71 # 0}
dans lui-méme est définie par g(x1,...,x,) = %(1, Tg,...,Zy). g est bien holo-
morphe. Comme les U; jouent un réle symétrique, on a finalement CP" est
une variété holomorphe. ll

Définition 2.1.4. Un sous-ensemble A dans CP" est une variété algébrique
s’il existe des polyndmes homogénes fi,..., fr & n + 1 variables telles que

A=A{[xo:...: x| filzo, .oy xn) = ... = fr(xo, ..., z,) = 0}

Remarque. Cette définition a bien un sens. En effet, si f est un polynoéme
homogene, alors f(zg,...,x,) = 0 implique f(Axq,...,Ax,) = 0 pour tout
A e C.

Définition 2.1.5. Un fermé A dans une variété holomorphe X est une variété
analytique dans X si pour tout point z € X, il existe un ouvert U(z) > z et
des fonctions holomorphes fi, ..., fi telles que ANU(z) = {y € U(z)|fi(y) =

FEzemple. 11 arrive qu’'une variété analytique est aussi une sous-variété ho-
lomorphe. Par exemple la courbe C = {(z,y) € C?| 2> —y = 0} est une
sous-variété holomorphe de C? car la dérivée partielle de 22 — y par rapport
a y vaut toujours 1 (on applique le théoréme de submersion).

Ezxemple. 1l existe des variétés analytiques qui ne peuvent pas étre globale-
ment définies par des fonctions holomorphes [2]. Par exemple, on considére
G ={(z,y) € C| |z| < 5 et |yl <1} et G2 = {(z,y) € C*| |z] < 1 et
s < |y| < 1}, alors G = G; U G5 est un ouvert connexe dans C?. Prenons
A={(z,y) € Gi| x —y = 0}, alors A est une variété analytique dans G. On
dit que A n’est pas définie globalement par des fonctions holomorphes. En
effet soit f une fonction holomorphe sur G, alors par le théoréme de prolonge-
ment de Hartogs 6], on peut prolonger f analytiquement en une fonction ho-
lomorphe, notée encore f, sur le polydisque {(x,y) € C?| |z| < 1 et |y| < 1}.
On a donc si f est nulle sur A, alors elle est nulle sur {(z,y) € C?| |z] < 1,
ly| < let xz =y} car z — f(z,2) est holomorphe. On obtient finalement que
si A est globalement définie par des fonctions holomorphes, alors A contient

{(z,y) € G| v =y}, absurde.

Proposition 2.1.6. Une variété algébrique A dans CP" est une variété
analytique.
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Preuve : On suppose que A est définie par des polyndémes homogénes f;.
Soit z = [zp : ... : z,] € CP". Sans perte de généralité, on suppose que zo # 0.
On a fi(2o0, ..., 2n) = 0 si et seulement si f;(1, 2 i—é) = 0. Posons ¢g; de C"
dans C définie par g;(z1, ..., x,) = fi(1,21,...,x,), alors g; est holomorphe car
¢’est polynomiale. Soit h; = g; 0 ¢g. Alors h; est une fonction holomorphe sur
Up et ANUy = {x € CP"| h;(x) = 0}. Cela montre aussi que A est fermée.
On a donc A est une variété analytique.

Une propriété intéressante sur les variétés analytiques est donnée dans les
théorémes suivants. Une variété analytique peut rarement "couper" I'espace.
Ce n’est plus vrai pour la géométrie réelle. Par exemple, une droite réelle
coupe un plan réel en deux parties disjointes.

Proposition 2.1.7. Si X est une variété holomorphe connexe et A est une
variété analytique dans X, alors soit A est nulle part dense, soit A = X.

Preuve : On suppose d’abord X est une boule ouverte de C" et A = {y €
X|fily) = ... = fe(y) = 0} avec fi, ..., fr holomorphes sur X. Si A n’est pas
nulle part dense, les f; sont nulles sur un ouvert de X donc sont identique-
ment nulle. Donc A = X.

En cas général, comme X est connexe, il est donc connexe par arc. On
peut donc rejoindre deux points de X par un nombre fini de "boules ou-
vertes". Donc par ce que 'on a démontré, si A n’est pas nulle part dense,
alors elle "remplit" toutes ces "boules ouvertes", donc A= X. R

Proposition 2.1.8. Si X est une variété holomorphe connexe et soit A une
variété analytique dans X nulle part dense, alors X'\ A est encore connexe.

Preuve : Avec la méme idée que Théoréme 2.1.7, il suffit de considérer
le cas ot X est une boule ouverte de C" et A = {y|fi(y) = ... = fi(y) = 0}.
avec fi,..., fr holomorphes dans X. Dans ce cas 1a, soit D une droite passant
20 € X\A et z; € X\ A. Alors par Théoréme 2.1.7, soit DNA=DnNX,
soit D N A est discret. Dans le deuxiéme cas, D N (X\A) est connexe. On a
donc X\ A est connexe. B

Soit U > z un ouvert de C et soit f est une fonction holomorphe sur
U\{z} et bornée au voisinage de z, alors on sait que f admet un prolonge-
ment sur U tout entier. On a aussi un théoréme analogue pour ces variétés
holomorphes de dimension supérieure.
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Proposition 2.1.9 (prolongement de Riemann). Soit A une variété analy-
tique nulle part dense de X. Soit f une fonction holomorphe de X'\ A, bornée
sur un voisinage de chaque point de A, alors f se prolonge analytiquement
sur X.

Preuve : Vu que c’est une propriété locale, on peut supposer que X est
un ouvert dans C". Soit zg € A, alors il existe une droite D passant par zg et
un ouvert U(zg) 3 zg tel que ANU(z¢) N D est un singleton. Quitte a changer
les coordonnées, on peut supposer que zg = 0 et D = Ce; (ol (€;)1<i<n est
la base canonique). On a donc un polydisque

P={z=(2,7Z)cCxC" Y |n|<r,|z|<r}

tel que AN{z||z] =r,|Z| <r}=0et ANP={fi=...=f, =0} ou
les f; sont holomorphes sur P. Donc il existe i tel que f;(-,0) ne s’annule
pas identiquement. Avec r’ assez petit, pour un ¢’ € C"! tel que || < r,
on a B ={z| |z1| < 1,7z = ¢} est une boule de dimension 1 et BN A C
BN{fi = 0} est discret par la décomposition de Weierstrass. Par le théoréme
de prolongement sur C, on a la restriction de f sur B\ A se prolonge sur B,
donc f se prolonge en une fonction, notée encore f, sur P qui est holomorphe
en z;. Par le théoréme de Cauchy, on a

1 .z
f(z1,2) = %/ J;(y Zl)dy, pour |z| <7y et |Z']| <7
lyl=r1 -

La partie a droite est analytique sur P par le théoréeme d’intégration dépen-
dant d’un paramétre, la partie a gauche aussi. Donc f se prolonge sur X. B

On va voir dans la suite qu'une variété analytique ressemble bien & une
variété holomorphe.

Définition 2.1.10. Un point z € A est dit régulier (ou lisse) 8'il existe un ou-
vert U(z) 3 z et des fonctions holomorphes telles que ANU(z) = {y|fi(y) =
.. = fa(y) = 0} et le rang de la matrice jacobienne rg(J,(f1,..., fa)) = d.
On note A* I'ensemble des points réguliers. Dans le cas contraire, z est dit
singulier. On note Ag I’ensemble des points singuliers.

Remarque. Dans un voisinage d’un point régulier, A est une sous-variété
holomorphe de codimension d.

Remarque. Un point singulier existe. Considérons par exemple la courbe C =
{(z,y) € C*| 22 —y* = 0}, (0,0) est alors un point singulier. En effet, si C est
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une variété holomorphe au voisinage de 0, elle est aussi une variété réelle si
on identifie C? & R*. Mais dans ce cas, elle est union de deux plans réels non
liés. Absurde! Cependant, on va montrer que ’ensemble des points réguliers
est dense dans A.

Lemme 2.1.11. Soit f(w,2z), g(w,z') € O,_1[w] polynoémes de Weierstrass
primitifs irréductibles, alors au voisinage de 0, {f = 0} N {g = 0} est nulle
part dense dans {f = 0}

Preuve : Soit v = a.f + ¢, le résultant de f,g. On a alors {f = 0}N{g =
0} € {y = 0}. Donc il suffit de montrer que {f = 0} N {vy = 0} est nulle part
dense dans {f = 0}. Soit W un ouvert et zo € W N {f = 0}, par théoréme
1.1.8, il existe z; € W tel que y(z1) # 0. Ceci montre que {f = 0}N{y =0}
est nulle part dense dans {f =0}. B

Lemme 2.1.12. Soit h une fonction holomorphe non constante sur un ouvert
connexe U € C", alors sur A = {z € U| h(z) = 0}, il existe un point régulier.

Preuve : Quitte & faire un changement de coordonnées, on peut suppo-
ser que 0 € A. De plus, par le théoréme de préparation de Weierstrass, on
peut remplacer h par un polynome de Weierstrass f € O, _1[z] primitif. Par

théoréme 2.1.11, on peut supposer que f est irréductible. Alors f et g—i

sont premiers entre eux, et donc par théoréme 1.2.3, g—zfl n’est pas identi-
quement nulle sur A. Donc il existe un point z € A tel que g—i(z) # 0. Par
suite, on a z est régulier. W

Proposition 2.1.13. L’ensemble des points réguliers de A est dense dans

A.

Preuve : C’est une propriété locale. Soit U un ouvert tel que UN A =
{z| fi(z) = ... = fi(z) = 0}. Soit zg € U N A, on peut supposer que
rg(Ja (f1s- oy fu)) = 18(Jg (f1,..., fa)) = d. On peut donc choisir les co-
ordonnées (z1,...,x,) telles que 1 = f1,..., 24 = fq. Donc, au voisinage de
zo, A est dans l'espace {x; = ... = x4 = 0}. Si fy1 n’est pas constante la-
dessus, alors par le lemme précédent, il existe un point z; et h € O,, 5, tels que
{far1 = 0} = {h = 0} au voisinage de z; et rg(J,,(f1,..., fa,h)) = d+ 1.
Pour simplifier, on note encore h = f;,1. On continue ce procédé jusqu’a
fre1=...=fr=0sur {fi =... = f. =0} au voisinage d’un point y, alors
y est régulier. B
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Maintenant, on va s’intéresser a I’ensemble des variétés analytiques dans
un espace.

Proposition 2.1.14. Soit X une variété holomorphe de dimension n, { A; };¢;
une famille quelconque de variétés analytiques dans X, alors l'intersection
des A; est encore une variété analytique dans X. En plus, si I est fini, alors
I'union des A; est aussi une variété analytique dans X.

Preuve : On va juste donner une idée de démonstration, une preuve dé-
taillée est donnée dans [2] pp.123-142. C’est une propriété locale donc on
peut se restreindre & un ouvert U C C" qui peut se réduire d’une phrase a
lautre. On suppose 0 € NA; C U. On sait que des A; sont définie par des
fonctions holomorphes f) et on va construire NA; de proche en proche. On
a K = f; définit une variété analytique S; dans U, S7 n’a qu'un nombre
fini de composantes connexes et sur chaque composante, la codimension est
1. Ensuite, s’il y a une f, indépendant de fi, on rajoute f, dans K, alors
K définit Sy dans U. On a aussi S n’a qu'un nombre fini de composantes
connexes et sur chaque composante, la codimension est 1 ou 2. On procéde
de méme maniére et on va s’arréter car une variété holomorphe dans U est
toujours de codimension au moins n. On obtient alors une varété analytique
S, et on peut vérifier que S est localement égale & NA;. B

Définition 2.1.15. Soit 2 un espace topologique. 2 est dit irréductible s’il
n’est pas réunion de deux fermés propres.

Définition 2.1.16 (topologie de Zariski analytique). Soit X une variété
holomorphe de dimension n, alors il existe une unique structure topologique
sur X telle que les fermés sont les variétés analytiques de X. C’est la topologie
de Zariski analytique. Une variété analytique A est dit irréductible si elle est
irréductible lorsqu’elle est munie de la topologie induite par la topologie de
Zariski analytique.

Il y a un lien trés fort entre la connexité et 'irréductibilité pour une va-
riété analytique.

Définition.Proposition 2.1.17. Une variété analytique A est irréductible
si et seulement si A*, 'ensemble de ses points réguliers, est connexe. Dans ce
cas, on définit la dimension (codimension) de A comme celle de A* en tant
que variété holomorphe. C’est bien définie par connexité.
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Preuve : Supposons d’abord A* connexe, alors pour toute sous-variété
analytique fermée Y de A, Y N A* est une variété analytique de A*. Si
A=Y, UY> avec Y7, Y5 sous-variétés analytiques fermées, alors I'une parmi
Y1 N A* et Yo N A* est d’intérieur non vide dans A*. Par Théoréme 2.1.7,
elle est A*. Donc 'une parmi Y] et Y5 est égale a A. La réciproque est beau-
coup plus compliquée, ici on va juste donner une idée. On va montrer que
I'adhérence d’une composante connexe Aj de A* est encore une variété. On
reprend les notations de la preuve du théoréme 2.1.14 et on suppose que
0 est dans 0A]. On peut en effet montrer que 'adhérence de chaque com-
posante connexe de S* est une variété analytique. On a A} est localement
I’adhérence de la réunion des composantes connexes de S* qui rencontrent
A%. On a donc A} est une variété analytique. H

Ici, on a une généralisation du théoréme 2.1.7.

Proposition 2.1.18. Soient A, B deux variétés analytiques de X avec A
irréductible. S’il existe un ouvert U de X tel que ANU C BN U, alors
ACB.

Preuve : A* est une sous-variété holomorphe connexe de de dimension d
de X. On a A*N B est une variété analytique de A*. Comme ANU C BNU,
A* N B n’est pas nulle part dense dans Ax, donc A*N B = A*. Comme A*
est dense dans A et B est fermée,ona AC B. R

On sait que tout espace topologique noethérien peut se décomposer en
réunion de composantes irréductibles. La topologie de Zariski analytique a
la méme propriété.

Proposition 2.1.19. Soit W une variété analytique, alors il existe une fa-
mille de variétés analytiques irréductibles {A;}ics tels que A; &€ A;sii # j
et que W = J,c; Ai- Et pour tout point z € W, il existe un ouvert U > z tel
qu’il n’existe quun nombre fini de A; telles que U N A; # 0. Chaque A; est
une composante irréductible de W.

Preuve : C’est la méme idée que théoréme 2.1.17. Les A; sont en effet
les adhérences des composantes connexes de W*. Le recouvrement est loca-
lement fini car S* a un nombre fini de composantes connexes ot S est définie
dans la preuve du théoréme 2.1.14. B
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Ezemple. Soit U = {(x,y) € C*}, A = {z = 0} et B = {y = 0} sont deux
variétés analytiques irréductibles parce que A, = B, = (). AU B n’est pas
irreductible, elle a deux composantes irréductibles : A, B. On a AN B = {0}
un point singulier.

Exemple. On donne une variété analytique irréductible ayant un point sin-
gulier. Soit U = {(z,y) € C*}, V = {2 = 4*}, on a V\{0} C V*. Donc V'
est irréductible. On prend I'application

f:C— Ut~ (%)

On a alors f est bijective, holomorphe, donc V' est irréductible. Supposons
que 0 est régulier. Comme t3/t*> — 0 quand ¢ vers 0, on a le plan tangent
en 0 est ToV = {z = 0}. Il existe alors une fonction holomorphe g : C — C
et W un voisinage de 0 tels que VW = {(z,y) € W| = g(y)}. Mais pour
chaque yo # 0, VN {y = yo} n’est pas un singleton. Absurde. Donc O est
singulier.

2.2 Projections Canoniques des Variétés Analytiques
On rappelle qu’un domaine de C™ est un ouvert connexe C".

Théoréme 2.2.1. Soit D un domaine de C"~!, soit W une variété analytique
dans X = Cx D C C". On suppose que la codimension de W est 1 sur chaque
composante irréductible et que la projection p : X — D est propre. Alors il
existe une unique fonction holomorphe f, polynomial en z; unitaire de degré
minimal, telle que W = {z| f(z) = 0}.

Dans ce cas, on voit que W ressemble a une graphe sur D. Pour montrer
ce théoréme, on va d’abord montrer quelques lemmes, sous les mémes condi-
tions. Dans la suite, on note O(D) 'ensemble des fonctions holomorphes sur
D.

Lemme 2.2.2. Pour tout z' € D, il n'y a qu’un nombre fini de points dans
W au-dessus de z’.

Preuve : Montrons par 'absurde. Supposons le contraire, alors comme
p est propre, on peut supposer que M = W N L est infini et compact avec
L ={(z,7)| 2 =7y} une droite complexe. Alors il y a un point d’accumu-
lation x sur M. Il existe donc un ouvert U > x et des fonctions holomorphes
fis s fr telles que WNU ={y € Ulfi(y) = ... = fe(y) = 0}. Comme les
zéros communs des f; s’accumulent sur LNU, les f; sont identiquement nulles
sur LNU, i.e. LNU CWNU. On a donc, par le théoréme 2.1.18, L C W
car L est irréductible. B
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Lemme 2.2.3. W est localement définie par une fonction holomorphe P
polynomiale en z;. De plus, 'ensemble des zéros du discriminant de P est
nulle part dense.

Preuve : Soit zg = (201,2'0) € W, alors il existe un ouvert U 3 z, et des
fonctions holomorphes f1, ..., fi. telles que WNU = {y € Ulfi(y) = ... =
fr(y) = 0}. Quitte a prendre U assez petit, on peut supposer que z, est le
seul point de WNU sur Zy. 1l existe donc une f;, par exemple f; qui n’est pas
identiquement nulle sur L = {(z1,2')| 2’ = Z'o}. Quitte & rajouter les autres
fi par f1, on peut supposer que toutes les f; ne s’annulent pas identiquement
sur L. Par proposition 1.1.8 et théoréme de Weierstrass, quitte a réduire
encore une fois U, on peut supposer qu’il existe des polynémes de Weierstrass

primitifs P; dans U tels que les zéros de f; dans U sont exactement les zéros
de P; dans p~'(p(U)).

Donc
UNW ={yeUlP(y)=...= B(y) =0}

Soit P le pged des P; unitaire, alors on pose P; = P(Q); avec les (); premiers
entre eux. On a

UNW = {y € U[P(y) = 0} U{y € UlQs(y) = ... = Quly) = 0}

Par le théoréme de Bézout, il existe des fonctions holomorphes R; poly-
nomiales en z; et une fonction holomorphe non nulle A en z' telles que
Zle Qi;R; = h. Donc les zéros communs des (); sont aussi zéros communs
de Py et h. Mais {y € U| Pi(y) = h(y) = 0} est soit vide soit une variété
analytique de codimension plus grand que 2 au voisinage d’un point régulier.
Par hypothése sur la codimension on a {y € U| Q1(y) = ... = Qx(y) =0} C

{y e U|P(y) = 0}.

Quitte a simplifier les facteurs multiples de P, on peut supposer que P est
sans facteurs multiples. On a donc WNU = {y € U| P(y) = 0}. Par lemme
2.1.11, 'ensemble des zéros du discriminant de P est nulle part dense. l

Remarque. On a aussi montré un autre résultat, c’est que p(U N'W) est un
voisinage de z'y dans D. En effet, par le théoréme de d’Alembert-Gauss, pour
tout z’ € p(U), le polynéme P (de degré strictement positif) admet une
racine. Donc z’ € p(U N W), ensuite p(U NW) = p(U).

Lemme 2.2.4. p(WW) = D.
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Preuve : Par la remarque précédente, on a p(W) est un ouvert de D. Or
comme p est propre et D est métrique, p est fermée, donc p(W) est un fermé
de D. On a finalement p(W) = D, car D est connexe. B

On est prét & démontrer le théoréme.

Preuve du théoréme : Soit z' € D, alors il y a r points zq, ..., z, de W la-
dessus. Soit E un voisinage compact de z’ dans D, parce que p|y est propre,
il existe 7 > 0 tel que p~'(E)UW C D(0,r) x E. Par les lemmes précédents,
pour chaque z;, il existe des ouverts E, C E et F,, C D(0,r) tels que

(inXEZ) Z; z( )—0}

oit P; est un polynéme de Weierstrass en z;. Pour chaque (z € D(0,7) x
{z'})\{2z1,...,2}, il existe des ouverts E, C E et F, C C tels que

(Fy x BE,))NW =1

On a alors les F, forment un recouvrement ouvert de D(0,r). On peut donc
extraire un sous-recouvrement fini, F, ..., F, , F, ., ..., F;,.

Soit V(z') C E,, N...N E,, un voisinage ouvert de z’. On a donc
WNCxV(Z)={yeCxV(@)|(P-...-P)(y) =0}
On note alors Py, =P, -...- P,.

Soit Py (y1,y") = v + a1 (y)yi * + ... + as(y"). On peut supposer que P,
est sans facteurs multiples, alors 'ensemble A, des zéros de son discrimi-
nant est nulle part dense dans V'(z’). Et sur un point en dehors de A,, W a
exactement s points et les a;(y’) sont des fonctions symétriques des premiers
coordonnées de ces s points. Donc les a; sont uniquement déterminés sur

V(z')\A, donc sur V(z') par densité.

Soient 7'y, z’5 deux points distincts de D. Soient P, (y1,y') = vy§ +
a1 (y)y; ot as(y') et Py (y1,y') = v+ b (y) Yy ...+ bi(y’). Supposons
que V =V (z'1)NV(Z'5) # 0. Alors V est un ouvert de D et VN (A, UA,,)
est nulle part dense dans V. Par l'unicité qu’on a démontrée, on a s =t et
a;(y') = b;(y’') sur V.

Par connexité, les a; peuvent étre définies globalement sur D. On obtient
donc une unique fonction holomorphe P polynomiale en z; unitaire. P est
localement définie par des P, et on a W = {y| P(y) =0}. &
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Corollaire 2.2.5. L’ensemble des zéros du discriminant de P, noté A, est
nulle part dense dans D. Le degré de P est le nombre de points de W au-
dessus d’un point z' € D\ A.

Proposition 2.2.6. Soit D un domaine de C"'. Soit P € O(D)[X] sans
facteurs multiples, alors P définit une fonction holomorphe de C x D, noté
encore P. Soit W l'ensemble des zéros de P, alors W est irréductible si et
seulement si P est irréductible dans O(D)[X].

Preuve : Si W n’est pas irréductible, chacune de ses composantes irréduc-
tibles est définie par un élément P; de O(D)[X] sans facteurs multiples par
le théoréme précédent. On a donc W posséde un nombre fini de composantes
irréductibles et P =[] P;.

Réciproquement, soit P = PP, une décomposition non triviale de P,
alors W = W, U Ws,, avec W; I'ensemble des zéros de P;, 2 =1,2. R

Proposition 2.2.7. Soit D un domaine de C*~!, soit W une variété analy-
tique dans X = C x D C C". On suppose que la projection p : X — D est
propre. Alors p(W) est une variété analytique de D.

Pour montrer ce théoréme, on va d’abord citer un résultat d’algébre 3.
Soient Py(X) = X™ + a1 X '+ .. +ap, €CX], k=1,..,r.

(k)

. k . . c 1 .
Soient s;’, 1 = 1, ...,n; les racines de P;. On considére la fonction

RO Ao h) = [ Qust? 4o hsl Y = On 4+ An)st))

r—1

11,02,000r

On constate que R est identiquement nulle si et seulement si les P, pos-
sédent une racine commune. Par ailleurs, pour tout (A, Ag,..., \._1) fixé,
R(A1, A2, ..., A\r_1) est symétrique en sz(»k) pour tout k. Par un théoréme d’al-
gebre, on a qu'il existe un polynome Qx, x,,..x_,) tel que R(A1, Ag, ..., A\pq) =
Q(>\17/\2,---)\T71)(ak,i)7 ] = 1, -~ et ]C = 1, ., n.

Preuve du théoreme : On suppose que 0 € D. Alors il existe un nombre
fini de point au dessus de 0 sur W. Soit z un tel point et soit U un voisisnage
de z. En fin on suppose que W N U est définie par fq,..., f. des polynéme
Weierstrass en z,. On a alors p(UNW) est Uensemble des zéros communs des
Qi 2, ). Comme les coefficients des f; sont holomorphes au voisinage

3. Il y a un résultat plus général [4].

23



de 0 € D, les Qx ns,....n,) étant des polynomes des coefficients des f; sont
aussi holomorphes. On a ainsi p(W) est une variété analytique. Bl

Proposition 2.2.8. Soit D un domaine de C"!, soit W une varié¢té analy-
tique dans X = C x D C C". On suppose que la projection p : X — D est
propre et que chaque composante irréductible de W est de codimension au
moins 2, alors p(W) C D.

Preuve : On va d’abord montrer que, pour chaque z € W, il existe U
un voisinage de z tel que p(U N W) est nulle part dense dans D. Soit V' un
voisinage de z tel que VNW = {fi = ... = fi = 0} ol les f; sont des
fonctions holomorphes. Comme la projection est propre, on peut supposer
que les f; sont des polynémes de Weierstrass. Alors les f; sont premiers entre
eux dans O, 5, sinon on a une composante irréductible de codimension 1 dans
W, absurde. Soit v = oy f1 + ...+ ag fx le résultant. Alors il existe U C V un
voisinage de z tel que p(U NW) C {~ = 0}. Donc p(U N W) est nulle part
dense.

Parce que la projection est propre, par compacité, on peut montrer que
p(W) est nulle par dense dans D. Donc p(W) C D. R
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3 Variétés Analytiques de CP" et Théoréme de
Chow

Dans cette partie, on va utiliser quelques notations. On désigne la coor-
donnée homogéne d’un point de CP" par [z : ... : z,,]. On note H; = {[zo :

: x,] € CP"| z; = 0} pour ¢ = 0,...,n, et U; = CP™\ H;. On pose aussi
p une fonction de CP"\[1 : 0, ...,0] dans Hj telle que p([zg : ... : z,]) = [0 :
x1 ¢ ...: x,]. Finalement soit ¢; 'homéomorphisme de U; dans C" qui envoie
[T+ oot xiq o 1wy et T A (Toy ey T, Tig1s ey Tp). S1 A est une
variété analytique, on note A* 'ensemble de ses points réguliers.

3.1 Projections Canoniques dans les Espaces Projectifs

Définition 3.1.1. Soit S un hyperplan de CP" et a un point de CP" qui
n’appartient pas & S. On définit une projection p,s de CP"\{a} dans S
de maniére suivante : pour tout z € CP"\{a}, il existe une unique droite

projective [ qui relie = et «, p, () est alors 'unique point dans l'intersection
de [ et S.

Remarque. La projection p, s est holomorphe. En effet, par un changement
des coordonnées, on peut supposer que S = Hp,a = [1:0: ... : 0] et po.s = p.
Alors dans la carte Uy, on a ¢popo ¢~ (1, ..., 7,) = (29, ..., 1,).

Proposition 3.1.2. Soit W une variété analytique de CP", alors il existe
un nombre fini de variétés analytiques irréductibles Ay, ..., A, tels que A; €
Ajsii# jet que W = J_, A;. Autrement dit, W a un nombre fini de
composantes irréductibles.

Preuve : Par théoréme 2.1.19, il existe une famille de variétés analy-
tiques irréductibles {A;}ier tels que A; € A; si i # j et que W = U, 4.
Et pour tout point z € W, il existe un ouvert U > z tel qu’il n’existe qu’un
nombre fini de A; telles que U N A; # (). Or, comme W est fermée dans le
compact CP"™ donc compact, on a [ est fini. B

Lemme 3.1.3. Soit i € {1,...,n}, soit W une variété analytique dans CP"
telle que [1:0: ... : 0] ¢ W, alors p, la restriction de p sur W N U; dans son
image, est propre.

Preuve : p est bien définie sur W car [1:0: ... : 0] ¢ W. Comme W est
compacte, on a p de W dans son image est propre car p est continue. Soit
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K un compact de p(W N U;), alors p~'(K) est un compact et inclus dans
W NU;. Dou p~}(K) est un compact de W N U;. Donc p est propre. B

Au cas général, si o ¢ W, alors la restriction de p, s sur W dans son
image est propre. Par théoréme 2.2.7, on obtient le lemme suivant.

Lemme 3.1.4. Sous les hypothése précedentes, p, s(W) est une variété ana-
lytique dans S.

De plus, on a aussi un lemme pour la irréductibilité.

Lemme 3.1.5. Soit W une variété analytique irréductible de CP". Si W ¢
H;, alors @;(W N U;) est une variété analytique irréductible de C™.

Preuve : W* est une variété holomorphe de dimension d > 0, connexe.
On a W*N H; est une variété analytique de W*. Comme W ¢ H;, W* ¢ H,.
Donc W*N H; est nulle part dense dans W*, d’ou W*\ H; est encore connexe.
Donc ¢;(W N U;) est irréductible. B

Lemme 3.1.6. Soit IV une variété algébrique dans Hy, alors p~ (W) U{[1 :
0...: 0]} est une variété algébrique de CP".

Preuve : 1l suffit de montrer au cas ou W est définie par un polyndéme
homogéne P en (1, ...,z,). On a alors p~*(W)U{[1: 0... : 0]} est définie par
un polyndme homogeéne a n + 1 variables qui est égal & P. B

Lemme 3.1.7. Soit W une variété analytique irréductible dans CP" de
codimension > 1, alors pour chaque z ¢ W, il existe une projection p, g telle
que pa.s(W) et po s(2) sont bien definis et p, 5(2) & pa,s(W), i.e. po.s sépare
W et z.

Preuve : Choisissons S tel que z ¢ S. Par proposition 2.2.8 et lemme
3.1.3, p.s(W) € S. Soit a ¢ p,s(W), par la définition de la projection,
I'unique droite passant z et « ne rencontre pas W. Encore par la définition
de la projection, p, s sépare W et z. B

3.2 Théoréme de Chow

On a vu dans proposition 2.1.6 qu'une variété algébrique de CP" est
analytique. La réciproque est encore vraie, c’est le théoréme de Chow :
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Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Chow). Toute variété analytique de CP"
est une variété algébrique.

Remarque. Ce résultat est évidemment faut dans un ouvert d’un espace affine
C". On rappelle qu'une variété algébrique dans un ouvert d’'un espace affine
est une varété analytique globalement définie par des polynémes.

On va d’abord prouver un cas particulier du théoréme de Chow.

Proposition 3.2.2. Soit W une variété analytique irréductible dans CP". Si
W est de dimension n — 1, alors W est algébrique et définie par un polyndéme
homogéne.

Preuve : On peut supposer que W # H; pour tout ¢, alors W ¢ H,.
Comme W # CP", on peut encore supposer que [1 : 0 : ...: 0] ¢ W. On
a donc p de W N U; dans son image est propre. On prend la carte U; (i.e.
on applique 1), alors Vi = (W N Uj) est une variété analytique irréduc-
tible de codimension 1 de C™. Dans cette carte, la projection p correspond a
la projection qui envoie (xg, za,...,x,) & (0,22, ...,x,). Donc par théoréme
2.2.1, il existe une fonction holomorphe P; € O(C"il)[ ] de degré minimal
de la forme Py (zq, 22, ..., n) = 2k + g1(22, ..., ) 2h + .o 4 gr(22, ..., ) telle
que V; est 'ensemble des zéros de P, dans C™.

De méme fagon, on pose Vo = @o(W N Usy), et il existe une fonction holo-
morphe Ps (Yo, Y1, Yss -, Yn) =Yg+ h1(Y1, Y3, s Un)YG "+ o+ hs(Y1, Y3, s Yn)
de degré minimal telle que V5 est 'ensemble des zéros de P, dans C". On
remarque que sur Uy NUs, [20 @ . @ 2] = [w0 0 1 ¢z 1 0 0z =
[Yo = y1 = 1 : ys : ... @ yy,] si et seulement si y; = St pour @ # 1,2 et
Yy = é Donc ¢ (W N U; N Us) est une variété analytique de C x D avec
D = {(z2,...,x,)| ©o # 0} connexe ouvert. Et <p1(W N U; N Us,) est aussi

définie par (£2)° + hy(o-, 22, Ze)(20)st 4 —i— hs (m, 2, ,fc—’;), i.e. par
QQ(.T(),IQ, ...,.I'n) = ZBO + $2h1<g, i—; .y xz) + .+ Z‘gh (:1:2’ :12_2 . i—’;)
Donc par 'unicité donnée par corollaire 2.2. 57 onas=ketg(xg,..x,) =
x2hl(ml2, B, ) pour tout ¢ = 1,.... k, et tout (z2,...,x,) € D. Or comme
g; est holomorphe sur C", x%h; (;2, z—z, 5”") Iest aussi. Pour tout (x3, ..., x,)
fixeé, h; (mg, o i—z) est bornée lorsque o — co. Donc par théoréme 1.1.7,

on a g; est polynomiale en x5 pour tout <.
Avec les mémes procédés, on a g; est polynomiale en x;, pour i = 1,..., k

et 7 = 2,...,n. Donc toutes les g; sont des polyndémes. En homogénéisant P,
on a un polynéme homogéne P en (g, 1, ...,x,) tel que W N U; est définie
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par P. Soit V = {[zo : ... : x,]| P(xg,...,z,) = 0}, alors W C V par théo-
réme 2.1.7. Réciproquement, si V' £ W, alors soit V =W U A;... U 4}, la
décomposition canonique de V' en composantes irréductibles. On a A; C H,
pour tout ¢, car W* N U; est connexe. Or V* est de dimension n — 1, on

ne peut qu’avoir [ = 1 et A; = Hy, absurde car P est unitaire en xy. Donc
V=w.n

On va maintenant prouver le théoréme de Chow pour une variété ana-
lytique irréductible de codimension au mois 2, ce qui termine la preuve du
théoréme :

Preuve du théoréme : On va montrer par récurrence sur la dimension n. Si
n = 2, toute variété analytique irréductible non triviale est de codimension
1. On peut donc appliquer le théoréme précédent. Supposons que le théoréme
est vral pour n = 2,....k, k > 2. Montrons cela au cas n = k + 1. Soit W
une variété analytique irréductible de codimension au mois 2 dans CP". Soit
a ¢ W et soit S un hyperplan qui ne contient pas «, alors p, s(W) est une
variété analytique dans S. Par hypothése de récurrence, on a p, (W) est
algébrique ainsi que p_s(pa,s(W)) U {a} par théoréme 3.1.6.

Par théoréme 3.1.7, on a

W= (] @aspasW) u{a}).
agWags

Donc W est définie par une famille F' de polynémes homogénes. Comme
I’anneau des polynoémes est noethérien, on peut soustraire une sous-famille
finie de F' qui engendre le méme idéal que F' dans C[xy, ..., x,]. Donc W est
algébrige. B

3.3 Application du Théoréme de Chow

On a vu que la notion de la géométrie algébrique et celle de la géométrie
analytique sont équivalentes dans un espace projectif complexe. En sachant
qu’une variété analytique irréductible est toujours connexe, on obtient un
résultat de la géométrie algébrique : dans un espace projectif complexe, une
variété algébrique irréductible est toujours connexe. Mais ce n’est pas vrai
en général.

Ezemple. Soient U = {(z,y) € R*}, W = {zy = 1}, alors W est irréductible
mais non connexe.
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Dans I’exemple précédent, si 'on prolonge U dans RP? de la maniére na-
turelle, on a W est algébrique et connexe dans RP?. Mais il existe des variétés
algébriques irréductibles (au sens algébrique) non connexes dans RP?.

Ezemple. Considérons W = {(2? — 222)? + 23223 — 23 = 0} dans {[z; :
Ty 1 w3]} = RP? Clest une variété algébrique irréductible. Dans la carte
{z3 # 0} on pose z = i—;, y = % Dans cette carte, W est définie par

(22 —2)2 +y*> — 1 = 0, on peut voir que W a au moins deux composantes
connexes.

Pour les espaces complexe affines, ’assertion est correcte.

Proposition 3.3.1. Soit W C C" une variété algébrique irréductible (au
sens algébrique), alors W est connexe.

Preuve : On a l'injection
J:C" = CP" (z1,...,20) = [1 210000 2]
De plus j : C* — Im(j) est un isomorphisme (entre des variétés holo-

morphes). Soit H = {[0: 2z, :...: z,] € CP"}, alors CP" = Im(j) U H.

Soit P € Clz1,...,2n), P(21,...,20) = Bciy. i, 240 ... 22 un polynéme de
degré d, on note P(zg, z1,...,2,) = X¢;,..
homogéne de degré d.

d—i1—...—1 i1 1 A
25 "z' ...z un polynome

~ln

Si W C C" est définie par P,..., P, on note W C CP" la_variété
analytique définie par P, ..., Ps. On a trouvé une variété analytique W dans
CP" telle que W N Imj = W. Soit

Yw = {W variété analytique dans CP"| W N Im{j} =W}
JWw)y= (| W.

WeSw

Par Proposition 2.1.14, J(WW) est une variété analytique dans CP". De
plus, J(W) n’a pas de composante irréductible dans H. Par le théoréme de
Chow, on peut montrer que 'application J de {variétés algébriques dans C"}
dans {variétés analytiques dans CP" n’ayant pas de composante irréductible
dans H } est bijective.

Donc, si W est irréductible (au sens algébrique), alors J(W) est irréductible
(au sens analytique). Par Propositon 2.1.17, J(IW)* est connexe. On a
J(W)* une variété holomorphe connexe et J(W)*N H C J(W)* une variété
analytique inclu strictement dans J(WW)*. Par Proposition 2.1.7 et Pro-
position 2.1.8, W* = J(W)*\ H est connexe, donc W = W* est connexe. B
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Définition 3.3.2. Une fonction de CP" dans lui-méme est dite analytique si
elle est localement définie par une fonction holomorphe. Un automorphisme
analytique de CP"™ est une fonction analytique bijective de CP™ dans lui-
méme dont l'inverse est aussi analytique. On remarque que tout élément f
de GL,41(C) induit un automorphisme analytique de CP", noté encore f,
de maniére naturelle : f: [xg: ... 1 z,] — f([xo ...t @)).

Théoréme 3.3.3. Tout automorphisme analytique de CP" est induit par
un élément de GL,,1;(C).

Pour le montrer, on va admettre un théoréme de Bézout [7]. Soient
P, € C[Xy,..., X, 41| des polynomes homogénes irréductibles, i = 1,...,n.
Alors, en comptant la multiplicité, le nombre des racines communes des P;
dans CP" est exactement [[_, deg P;.

Grace a ce théoréme, on a le lemme suivant.

Lemme 3.3.4. Soit ¢ un automorphisme de CP", alors ¢ laisse I'ensemble
des hyperplans stable.

Preuve : 1l suffit de montrer que ¢(Hy) est un hyperplan. Montrons par
I’absurde. Comme ¢ est un automorphisme, 'image de H, par ¢ est une
variété analytique V' de CP". Comme H, est inversible, on a V est irréduc-
tible de codimension 1 et partout régulier. Par le proposition 3.2.2, V est
donnée par un polynéme homogéne irréductible fy. Supposons le contraire,
alors deg fo > 2. On suppose que ¢(H;) est définie par un polynéme homo-
géne irréductible f;, alors, comme ¢ est bijectif, les f; admet une 'unique
racine z € CP". Or, par le théoréme de Bézout, ¢’est une racine multiple car
deg fo > 2, donc rg(J,(f1,-.., [i)) < n. Absurde, puisque ¢ est un automor-
phisme.

On va prouver le théoréme maintenant.
Preuve du théoreme : On va procéder par récurrence sur n

Montrons le cas ot n = 1, soit ¢ un automorphisme. Quitte & composer
un élément de GLy(C), on peut supposer que ¢([1 : 0]) = [1 : 0] et que
([0 :1]) = [0 : 1]. Alors il existe deux fonctions holomorphes hy et hy sur C
telles que ¢([1 : z]) = [1 : hy(x)] et ¢([y : 1]) = [ha(y) : 1]. On a donc, pour
tout x € C non nul, hl(%) = Supposons que hi(z) = O(z¥) en 0, alors
par théoréme 1.1.7, hy est polynomiale de degré au plus k. On en déduit

que h; et hy sont polynomiales, par suite hy(x) = ax® et hy(x) = a~1a* avec
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k € N et a non nul. Comme h; est bijective, on a k = 1. Donc ¢ est induit
par [z :y| — [z : ay]

Supposons que c’est vrai pour n = 1,..., k, avec k > 1. Montrons le résul-
tat pour n =k + 1.

Fixons un automorphisme ¢ de CP", par le lemme précédent, on a
V = ¢(Hp) est un hyperplan de CP". Quitte & faire un changement de
coordonnées, on peut supposer que V = Hj et donc restreindre ¢ a H,. Par
hypothése de récurrence, cette restriction est un élément de GL,,(C). On peut
en outre supposer que c’est 'identité de Hy quitte a faire un changement de
coordonnées de Hj.

Comme ¢ est un automorphisme, il réalise une bijection biholomorphe
de Uy dans lui-méme. Grace & ¢g, on peut identifier Uy & C™ et on va alors
montrer que g = @g 0 ¢ o, est affine dans C™.

Soit F' = {(x1,...z,)| 1 = k} un hyperplan affine de C", alors E, 'adhé-
rence de ¢y ' (F), est un hyperplan de Uy. On a donc ¢(E) est un hyperplan
de CP". Par hypothése de récurrence, il existe ty # 0,14, ...,t, € C tels que
O k:0:..:0])=1to: ... itp)et d([1:k:ao:.:my])=1Tto:t:
To + 1ty ...t xy + ty]. Done g(k, xe, ..., x,) = %(tl,tg + X9, oy by + xy), e
g est affine sur F. Par des changements de coordonnées, on montre que g
est affine sur tous les hyperplans affines et par suite g est affine sur toutes
les droites. Donc par théoréme 1.1.7, g est affine sur C". Enfin, on a ¢ est
induit par un élément de GL,,1(C). B

On peut améliorer le résultat. En effet, f € GL,; induit I'identité sur
CP" si et seulement si f est une homothétie. On a donc Aut(CP") ~
PGL, 1 (C).

Dans les articles de Serre [8] [9], on peut voir des définitions plus abs-
traites des variétés analytiques et des variétés algébriques. Ce sont analogues
a celle des variétés holomorphes, i.e. on introduit des cartes. Vu que les
fonctions polynomiales sont holomorphes, on peut munir une variété algé-
brique d’'une structure de variété analytique. Serre montre trois théorémes
intéressants sur ce type de variétés et on peut en déduire une autre preuve
du théoréme de Chow. Comme une application du théoréme de Chow, on
montre qu'une variété analytique compacte posséde au plus une structure
de variété algébrique. Par ailleurs, considérons l'espace quotient X = C?/A
ol A est un réseau isomorphe & Z*. On peut munir X d’une structure de
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variété analytique de maniére naturelle. X est compact mais en général X
ne posséde pas de structure de variété algébrique [10] pp.140-141.
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