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Introduction

Les systémes dynamiques étudient le comportement asymptotique des itérés d’une
application sur un ensemble. On appelle systéme dynamique topologique la donnée
d’un couple (X, f) o X est un espace topologique et f une application continue de X
dans X. On introduit alors la notion d’entropie topologique d’un systéme qui permet
de mesurer le "désordre" qu’induit 'application répétée de f sur X. Cependant, cette
entropie topologique n’est pas toujours facilement accessible, ni toujours bien réguliére
par rapport aux applications. Nous allons nous intéresser a la régularité de 1’entropie
topologique d’une famille & un paramétre bien connue : la famille quadratique. Plus
précisément, pour a € [0;4], en notant f, : [0;1] — [0;1], z — azx(1 — 2) et hyp(fa)
'entropie topologique de f,, nous allons montrer que l'application : a — hyp(f,) n'est
pas absolument continue. Pour ce faire, nous allons exhiber un ensemble A’ tel que

m(A") =0 et m({hiop(fa),a € A’}) > 0 ot m correspond & la mesure de Lebesgue.
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1 Les outils de la théorie des systémes dynamiques

1.1 Entropie topologique

L’entropie topologique mesure le « désordre »topologique créé par cette dynamique.
Elle ne dépend que des propriétés topologiques du systéme i.e. elle est invariante par
homéomorphisme. On la note hy,, (la définition de I’entropie est détaillée dans [?, Partie
2.5]).

On utilise les définitions et notations suivantes ( X est un espace métrique compact,

et f: X — X une application continue)

Définition 1. Soit ¢ > 0 Un ensemble A C X est dit :
~ (n,€) couvrant siVy € X,3x € A, sup;,_, , d(f(z), f'(y)) <
On note cov(n, e, f) le plus petit cardinal d’ensemble (n, 6) couvrant.

~ (n,€) séparé siVa #y € A,sup,_q_, d(f'(2), f'(y)) >

On note sep(n, €, f) le plus grand cardinal d’ensemble (n, €) sépareé.

Définition 2 (Entropie topologique). On peut alors définir ’entropie topologique de la

maniere suvante :

htOp(f) = hme—>o+ 1imn_>+oo % 10g Cov(n7 e)

= lim_,o+ lim,,_, o % log sep(n, €)

Ces deuz limites sont bien définies d’apres [?, partie 2.5, page 37].

1.2 Quelques éléments d’ergodicité

On présente ici la notion d’ergodicité qui joue un réle fondamental, notamment en
physique. Celle-ci permet de formaliser une certaine forme de mélange dans le compor-
tement du systéme dynamique : celle-ci exprime qu’étant donnés une observable et une
trajectoire, la moyenne des valeurs prises par I’'observable sur cette trajectoire est égale

a la moyenne de 1'observable. Plus précisément (les définitions sont tirées de [?]) :



Définition 3. Soit (X, B,v) un espace mesuré, ou v est finie. Soit f : X — X une
fonction mesurable.

W est dite invariante par f si :
VA € Bu(f(4)) = v(A)

On dit alors que f est ergodique si :
— v est f-invariante.
— Tout ensemble f-invariant (i.e f~1(A) = A) est de mesure nulle ou de mesure

pleine.

L’intérét principal de cette définition est qu’elle permet d’obtenir le théoréme sui-
vant, exprimant 1’égalité entre moyenne temporelle et moyenne spatiale d'une obser-

vable.

Théoréme 1 (Birkhoff). Soit (X,B,v) un espace mesuré fini. Soit f : X — X une
fonction mesurable préservant la mesure v.

f est ergodique si et seulement si :

quELl(XBV)pourptxeXhm Zgbf" = /(b Ydv(v
Remarque : En réalité Birkhoff a énoncé un théoréme plus fort dont celui-ci est
un corollaire, mais c’est celui-ci qui est le plus utile en pratique.

Définition 4. Si I désigne un intervalle compact, et v une mesure de probabilité, un

point © € I tel que
Vo € C(I,R), hm Zgb f(z)) = /gb(v)du(v)
I

est dit typique pour v sous f.

On voit que si la mesure est ergodique, quasiment tout les points sont typiques.
Cependant il n’est pas aisé d’en exhiber un comme le montrera I’exemple de 'application

tente.



1.3 Entropie de Kolmogorov

L’entropie de Kolmogorov mesure le « désordre »par rapport a une mesure de pro-

babilité choisie sur le systéme. Suivons la définition donnée dans |?, Partie 9| :

Définition 5. Soit (X, A, v) un espace mesuré, avec v mesure de probabilité.
¢ est une partition de X constituée d’ensembles mesurables si et seulement si :
— ( est une partie finie de A.
-X= UCec C
-vC,C"e,v(CNC’)=0

Dans ce cas, on appelle entropie de ¢ la quantité :

H(¢) =~ v(C)log(1v(C))

Cce¢

Cette quantité s’interpréte de la maniére suivante : si X est vu comme ’ensemble des
états accessibles pour un systéme donné, la quantité — log(v(C')) quantifie I'information
apportée sur le systéme lorsque son état est situé dans I’ensemble C'. L’entropie est alors
la moyenne de ces quantités : I'information moyenne apportée par la partition sur I’état
du systeme.

Avant de continuer, nous devons définir les termes suivants :

Définition 6. Soient ¢ et (' deux telles partitions.

¢ est dite moins fine que (' si :
vC e, 3¢ e’ :Cc

On note de plus :
cv ={CncC|Ce¢,C e’}

C’est la plus petite (au sens de l'inclusion) partition plus fine que ¢ et (.

Nous sommes alors en mesure de définir I'entropie de Kolmogorov. Dans ce qui suit

f désigne une transformation X — X mesurable telle que v est f-invariante.

Définition 7. Soit n € N, si ( est une partition mesurable de X, on note :

n



On montre alors (voir |?, Partie 9.3]) que
H(¢™™) < H(C") + H(C™)

Cela permet de définir :

Définition 8 (Entropie de Kolmogorov). Pour ( partition mesurable de X, la limite

sutvante existe :

ho(f.0) = lm ~H(C")

n—+oo N

L’entropie de Kolmogorov de f par rapport a la mesure v est alors définie par :

ho(f) = sup  h(f.Q)

¢ partition de X

On peut établir un lien entre les deux mesure de l’entropie précédemment définies

grace au :

Théoréme 2 (Principe variationnel). Soit (X, f) un systéme dynamique topologique

ou X est un espace métrique compact, alors :

htop(f) = sup hy(f)

neMy
ot My est l’ensemble des mesures de probabilité f-invariantes de X.

Démonstration : Voir |7, théoréme 8.6|.

1.4 La famille des fonctions tentes

On définit la famille des applications tentes :

Définition 9. Pour b € [0;2], on note :

Ty,: [0;1] — [0; 1]
r = (b/2)(1— |22 — 1))

Le graphe d'un exemple d’application tente est donné en page 12.



On peut calculer I'entropie des applications tentes :

logh si b€ [1;2]

Proposition 1. Pour b € [1;2], hyp(Th) = { ,
0 stnon

Démonstration : On utilise un théoréme liant le nombre d’intervalles ot une
fonction est monotone a l’entropie topologique de la fonction en suivant |7, Page 163|.
Ce calcul permettra d’en déduire plus facilement I’entropie topologique de la tente.

Pour cela introduisons tout d’abord quelques propriétés sur ce nombre :

Définition 10. Soit f : I — I une fonction monotone par morceaux (I est un intervalle
compact).
On appelle nombre de branches de f, le nombre minimal d’intervalles sur lesquels f est

monotone. Ce nombre est noté l(f).

Proposition 2. Soient f,g: I — I deux fonctions monotones par morceauz. Alors

[(fog) <IUS)g)

Demonstration : Soient Iy, .., I, (vesp Ji, ..., J,) les intervalles sur lesquels f (resp.
g) est monotone.
Alors pour (4,7) € {1..p} x {1,..q}, f o g est monotone sur J; N g~'(;). Donc f o g est
monotone par morceaux, et de plus I(f o g) < pg=1(f)l(g).

Proposition 3. La suite (I(f™)% )nens €st convergente.

Demonstration : Pour n,m € N, on a en effet : I(f") <I(f")I(f™).
La suite (log(I(f™))nen est donc sous additive, et positive. Par conséquent elle est conver-
gente.

En réalité cette limite a un lien fort avec I'entropie topologique du systéme (I, f).

Théoréme 3 (Misiurewicz et Szlenk). Soit f : I — I une application continue et

monotone par morceaux. Alors :

hiop(f) = log(s(f)) avec s(f) = lim l(f")%

n—-+00

Demonstration : On montre que f a méme entropie topologique qu'une dynamique

de décalage bien choisie, ce qui permettra de calculer son entropie.



On note I3, ..1, les intervalles sur lesquels f est monotone. Posons alors :

ZO(f) = {(Iz)zGN’xz S {17 "7p} et VTL € N, ﬂi:O..nf_i(Imi) 7é @}

Cet ensemble est compact , car fermé et inclus dans un compact ('ensemble {1, .., p}"
muni de la topologie produit qui est métrisable via la distance d(z,y) = Z:()) %;ky’“')

Il est de plus invariant sous la restriction a Yy de I'application de décalage :

{1,..,pV — {1,...,p}"

(xn)nEN = (xn+1)n€N

Définissons 1’ensemble :
2 ={(z,2) € By x IIVi €N, f'(x) € I}

Cet ensemble est compact car fermé inclus dans 3, compact, en effet si (2,, z,) m)
(y,9), on a en particulier z,, — y, d’ou f*(z,) — f*(y). Soit i € N, il existe ng telque
pour n = ng, Tp, = y.. D’olt fi(y) € I,,. Ce qui montre que (y,y) € ¥;.

Soient les applications o7 : (z,z) — (o(x), f(x)), 71 : (z,2) — z, et Ty : (x,2) — .

Nous avons les relations :

1 007 = 0 OT
Tpoo0r = fom,

De plus 7 et my sont continues surjectives. Donc par théoréme de Bowen ([?, page
159]) :

htOP(U) < htOP(UI) < htap(a) + suzp ht0p(017771_1(£))
EASH)

Or pour z € X, on a 7, '(z) = z x I(z) ot I(z) = {x € [0;1]|f!(z) € L.} Donc f
et ses itérées sont monotones sur I, d’oit hyp(or, 7 (z)) = 0 (en utilisant [?, Lemme
7.3, page 162]).
D’ou finalement hyop(0) = hyop(or).

Par un argument similaire, on peut montrer que Aoy (07) = hiop(f) = hiop(0).

Il suffit donc de calculer I’entropie topologique de o pour conclure.

Pour cela définissons : C(z) = {y € X : yi = ;i = 0,..n — 1}. Et posons C,,, la

famille constituée de ces ensembles. Alors, nous avons Card(C,,) = I(f").



Si Cn(z) # Cu(y), alors Vi € {0,..,n — 1}, 2; # y;, dou d(z,y) > 3. Ainsi en
choisissant un point dans chacun des éléments de C,, on obtient une famille (n, %)
1

séparée, d’ott I(f™) < sep(n, 5, f). Et donc, en faisant n — o0,

log(5(f)) < hiop(0) = hiop(f)

Soit p € N, si Cpip(z) = Cryp(y), on a

Vie{0,..,n+p—1}:2;, =y

D’ou .
. i i = Tk — Y| c
Vi€ {0,..,n},d(c"(x),0'(y)) = Z R S o
k=n+p

Choisissons un élément dans chacun des C,.+,, on obtient un ensemble (n, 2i17)-(:ouvraunt7
d’ou l'inégalité :

cov(n, o) < I(/")

Ce qui conduit & he,(f) < log(s(f)).

L’entropie de la tente s’en déduit alors :

Corollaire 1. Soit f une fonction continue affine par morceauzx, dont la pente est en
valeur absolue s € RY.. Alors hyoy(f) = log(s) si s > 1, et hyop(f) = 0 sinon.

Démonstration : On suppose s > 1

Pour z,y € I, on a |f(z) — f'(y)| < s'|x — y| (car f est lipschitzienne de rapport s).

Donc pour n € N, les segments [£¢; (kjnl)e

],k = 1..E(%) forment un recouvrement du
segment I = [0,1]. On a donc :

S'n,

cov(n,e) < —

€
D’ou :
log(e)

n

%log(cov(n, €)) < log(s) —

Donc hyep(f) < log(s).
Si L est un intervalle sur lequel f™ est monotone, f& y est affine de pente en valeur

absolue s", d’out A(f{1(L)) = s"A(L).



Comme de plus [ est décomposable en de tels L :
L= ML)=sT") ML) < s
L L

D’otu finalement :
1
log(s) < I(f")"

Et en faisant n — +00, log(s) < hip(f)-

Sis < 1, f est contractante et a donc une entropie topologique nulle. En effet,
soit A = {uq,..,ux} un ensemble (0,€) couvrant de cardinal minimal. Alors si n € N,
soit y € I, il existe x € A tel que d(z,y) < e. Mais alors comme f est contractante :
Vk € {0,..,n},d(f*(x), f*(y)) < e. A est donc (n,€) couvrant, d’ott cov(n,e) < k. 1l
vient donc :

hiop(f) = lim  lim llog(cov(n, €)=0

e—0t n—+oo N

Pour les T}, le supremum de I'entropie de Kolmogorov (valant I'entropie topologique)

est atteint pour une unique mesure de probabilité :

Théoréme 4. Pour b €]1;2] , il existe une unique mesure absolument continue (par
rapport & la mesure de Lebesgue)invariante p,. C’est aussi l'unique mesure qui mazimise

Uentropie de Kolmogorov du systeme (Donc hio,(Ty) = hy, (1) ).

Démonstration : Voir [?| pour Uexistence, [?| pour l'unicité et enfin [?] pour la

propriété de maximisation.

Théoréme 5 (Bruin). Pour presque tout b €]1;2] (pour la mesure de Lebesgue), ¢ = 3

est typique pour py, sous Tp.

Démonstration : Voir [?]

Remarque : Les paramétres b tels que c soit typique sous T} pour pu; sont donc
trés nombreux, cependant il n’est pas possible d’expliciter un tel paramétre.
En réalité les applications tente font partie d’une famille plus large de dynamiques

sur un segment :

Définition 11 (Application unimodale). Soit f : [0;1] — [0; 1] continue.

f est dite unimodale s’il existe ¢ € [0;1] tel que :

10



~F(0) =0 et f(1) =0
~ fi0.q est C et strictement croissante
~ file1 est C' et strictement décroissante

c est alors appelé le point critique de f.

T, pour b € [0;2] est donc unimodale, et son point critique noté ¢ est toujours %

1.5 Famille quadratique et lien avec les fonctions tentes

On définit la famille des applications quadratiques :

Définition 12. Pour a € [0;4], on note :

fa: [0;1] = [0;1]
r  +— azx(l—x)

On remarque de plus que f, est unimodale pour a € [0;4].

Le graphe d’une application quadratique est donné en page 10.

La dynamique des ces applications est bien plus complexe malgré une expression

analytique simple. Pour faciliter I’étude de ces applications, on dispose d’une semi-

conjugaison topologique avec une application tente de méme entropie topologique.

Théoréme 6 (Milnor-Thurston). Soit f : I — I une fonction continue, strictement

monotone par morceaux telle que hiy(f) > 0. Soit s = exp(hiop(f))-
Alors il existe T : [0,1] — [0, 1] application continue, affine par morceaur avec pente s

en valeur absolue, et A : I — [0, 1] continue, croissante telle que
Aof=Tol

Démonstration : La démonstration se trouve dans [?, Page 166]

Corollaire 2. Pour tout a € [0;4] il existe A, continue croissante surjective telle que

en notant Ty, Uapplication tente de pente k(a) = exp(hiop(fa)), on ait :
Aa © fa = Tk(a) o Aa

De plus, on a :

Au(c) =c

11



FIGURE 1 — Application T}, pour b = 1,5

FIGURE 2 — Application f, pour a =

12



Démonstration : Montrons d’abord que A, est surjective. En applicant la semi-
conjugaison en 1, on obtient : A,(1) = Ty(e)(Aa(1) d’oit Ay(1) = 0 ou 1 puis 1 car
A, est non nulle puis comme elle est croissante de [0; 1] dans [0; 1], elle est surjective.
Montrons maintenant que 7Ty, est croissante sur [0; Aq(c)] : Sici < ¢ € [05Aq(c)], il

existe u; < ug tels que ¢; = A, (u;) (car A, est surjective croissante). Alors :

Tray (1) = Tiia)(Aa(ur)) = Aa(falur)) < Aalfa(uz)) < Thia)(Aa(u2)) = Tia)(c2)

De méme on montre que Ty est décroissante sur [Aq(c);1]. Donc nécessairement

Au(c) =c.

Gréace a ce corollaire, on établit un lien entre les applications quadratiques et les

applications tentes, que nous allons exploiter & multiples reprises par la suite.

Ainsi, en utilisant la correspondance obtenue par le théoréme de Milnor-Thurston,

on obtient un résultat analogue au théoréme 4 sur les applications quadratiques.

Lemme 1. Soit a € [0;4] Posons pour E Borélien de I :

l/a(E> = Hk(a) (Aa(E)>

Alors v, est f, invariante, et de plus h,, (f) = s (Th(ay) = Ptop([fa)

Donc v, maximise l'entropie de Kolmogorov de f,.

Démonstration : Voir |?]

2 Parameétre Collet-Eckmann et non absolue conti-

nuité

2.1 Les applications Collet-Eckmann

Définition 13. Soit f une application unimodale.

f est dite Collet-Eckmann si et seulement si :

dp>1,3C >0:VYn > 1,|(f")(f(c))| = Cp"

13



On note alors :
CE ={a€|0,4]: f, est Collet-Eckmann}

Exemple : f; est Collet-Eckmann.
En effet on note que fy(c) = 1, et donc pour n = 2,(f4)"(c) =0
De plus, pour n > 1, comme Vo € [0;1], £t (z) = 4f2(x)(1 — f(x)), nous avons la

formule suivante :

Vo € [0;1], (fi) (@) = A7) (2)(1 = fi' () — 4f7 () (f) ()

On obtient donc pour n > 1 :

(I (fa(0)) = 4x (f1)[fal0)] x [L = fi(0)) =4 x 77 (e) < () (falc))
i,o_/ T
= A(f1)'(fa(0))

Par récurrence sur n > 1, on a donc :

() (falc)) = —4"

D’ou :
[(f2) (fa(e))] = 1 x 4"
fa est donc Collet-Eckmann.

Nous allons a présent nous intéresser a ’ensemble des paramétres Collet-Eckmann

C&, c’est-a-dire 'ensemble des a tels que f, est Collet-Eckmann.

Théoréme 7 (Sands). Pour presque tout a € [1;2] Si f :[0;1] — [0; 1] satisfait :
— f est unimodale

— La dérivée de Schwarz de f (Sf(x) = J;/:l((;)) — %(J;,/((;)))Q pour x différent du point

critique) est strictement négative.
— I existe O1,05 > 0, et | > 2 tels que Vo € [0;1],2 # ¢, O]z — |t < f(x) <
Oslz — !
- f(0)>1
— huop(f) =loga
Alors f est Collet-Eckmann.

14



Démonstration : Le théoréme est montré dans [?, Page 79, théoréme 53].

Corollaire 3. Pour presque tout b € [1;2], si hip(fa) = logb, alors a € CE.

Ces hypotheéses sont vérifiees dans la démonstration du théoréme 8.
Comme hop(fo) = 0 et hyop(fa) = log(2), et que lapplication a — hy,(f,) est continue
(voir derniére sous-section). On déduit que I'ensemble {h,,(fo)|a € CE} est de mesure
pleine (dans [0;log2]), c’est-a-dire I'image de CE par a — hyp(f,) est de mesure pleine
(dans [0;log 2]).

Théoréme 8. Soit a € C&, il existe une unique mesure de probabilité absolument

continue et invariante par f, qui est notée n,.
Démonstration : On utilise ici |[?, Théoréme 4.1 page 373| :

Théoréme 9 (Nowicki et Van Strien). Soit f : I — I une application unimodale (de
point critique ¢) C* dont la dérivée de Schwarz est strictement négative telle qu’il existe
01,059 > 0,1 > 1 tels que :

Oz — o 7 < | (2)] < Oafw — 7

Supposons de plus :
+00

D (MY (£(e) < 400

k=0
Alors il existe une unique mesure de probabilité absolument continue (par rapport a la

mesure de Lebesque) qui est de plus ergodique et d’entropie positive.

Ce résultat utilise des hypothéses plus fortes que celles utilisées (& savoir la condition
Collet-Eckmann), c’est cependant la référence la plus claire & notre disposition (les
articles originaux sont peu précis sur les conditions & utiliser).

En effet f, est C3.

Sa dérivée de Schwarz vérifie :

1
Vo € [07 1]7'1; % §7Sfa(‘r) = _6<
Et enfin, sa dérivée est égale a :
Ve e [0,1], fo(z) = a(l — 22) = 2a(= — )

15



Donc : . )
v € [0,1), (2 — )l — ] < ()] < (20 + |5 1l

ol € < 2a : la dérivée est donc d’ordre 2. Et enfin :

1 1

¥ > LI (e < s

D’ol, comme p, > 1 :
+o00o
_1
> () (fale))| 72 < +o0
n=0

Ainsi le Théoréme est démontré.

On a a présent, pour les applications quadratiques Collet-Eckmann, une mesure v,
fo-invariante et maximisant l'entropie de Kolmogorov (ie h,,(f.) = hiop(fa)) d’aprés
le Lemme 1 et 1, qui est 'unique mesure de probabilité absolument continue et f,-
invariante d’aprés la proposition précédente. Or, ces deux mesures sont presque partout

distinctes :

Théoréme 10 (Avila et Morera). Les assertions suivantes sont vraies presque partout

(pour la mesure de Lebesque, selon le parametre a € CE) :
1. ¢ est typique pour ng sous fq.

2. n, n'est pas la mesure qui maximise [’entropie de Kolmogorov.

Démonstration :
Premier point : Voir |?, Théoréme B]
Second point : Soit a € CE tel que 1, maximise I’entropie de Kolmogorov. Alors A,
est absolument continue. Par [?, page 363] il existe donc U voisinage de ¢ et a > 0 sur
lequel A, est C1*e.
On suppose alors par 'absurde qu'il existe n > 1 tel que f”(¢) € U. Soit J le plus grand
intervalle de la forme [c; ] inclus dans U. f); est bijective. Donc en se restreignant a J,

on a (en confondant abusivement f, et sa restriction a .J) :
Vo € fi(J), Ma(2) = Ty © Ao o (fo )" (2)
Donc :

Vo € fo (), 2 # f3(0), Ag(z) = [(fa )" (@) (Txay 0 M) 0 (£ )" (@)



(o)™ ()] m +00

Par conséquent A, ne peut étre C'™ en f7(c), c’est absurde!
Or pour presque tout a € CE, ¢ est typique pour 7, sous f, et ¢ € supp(n,), ¢ est donc
valeur d’adhérence de (f7(c))nen. Par ce qui précéde, dans ce cas, 7, ne maximise pas

I’entropie de Kolmogorov.

Rappel (Théoréme 5 ) : Pour presque tout b € [1;2], ¢ est typique sous T} pour

la mesure .

2.2 La démonstration du théoréme

Le résultat suivant a été démontré dans [?, Thm 9.1] (on démontre en |?, Cor 10.2]

la monotonicité).
Théoréme 11. a — hy,,(f,) est continue et croissante.

Malheureusement, on ne peut pas obtenir plus de régularité pour cette application,
en effet le but de cette section est de démontrer (a 1'aide des résultats précédemment
établis) le théoréme suivant, dont la démonstration a été esquissée dans larticle |?,

Page 216] et qui constitue le résultat principal du présent mémoire :

Théoréme 12. L’application a — hyy(fa) n'est pas absolument continue.

Nous allons maintenant considérer I'ensemble A = {a € C& vérifiant (1) et (2)}, qui,

au vu du théoréme 8, a la mesure de I’ensemble des paramétres Collet-Eckmann.

Proposition 4. Soit A = {a € CE vérifiant (1) et (2)}.
Alors Ao = {hiop(fa)|a € A} N [0;1og(2)] est de mesure de Lebesgue nulle.

Démonstration : Supposons par 1'absurde que cet ensemble est de mesure non
nulle. Il en est de méme pour exp(Ag) = {k(a)[:= exp(hip(fa))]|la € A} N [1;2]. 11 est
donc d’intersection non vide avec ’ensemble des b € [1;2], tels que ¢ est typique sous
T, pour la mesure u;, (Théoréme 5). On a alors k(a) € exp(Ag) tel que ¢ est typique

pour fig(q) sous Ty, et ¢ est typique pour 7, sous f,.
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Pour ¢ : [0;1] — [0; 1] continue, on a donc

1 & ,
- Z ¢ o T}, (c) T /de,uk(a) = /¢ o Agdy,
j=1

Or :
% Z?:l po T/ﬁ(a)(c) = % Z?:l po T/ﬁ(a) (Aa(c))
= %Z?=1¢0Aaofg(c)
— [ ¢ o Ndn,

Ainsi, on a :

V¢ continue, / ¢oNdy, = /¢ o Aydn,

On en déduit que v, = n,. Donc 7, maximise I’entropie de Kolmogorov de f,, c’est

absurde !

Démonstration du théoréme 12 : Nous avons donc trouvé un ensemble A dont
I'image par l'application a — hy(f,) intersectée par [0;log2] est de mesure nulle.
Posons a présent A’ = CE \ A. Comme (1) et (2) sont vrais presque partout dans CE
(Théoréme 8), la mesure de Lebesgue de A’ est nulle. Or I'ensemble {hy,,(fo)|a € CE}
est de mesure pleine dans [0;log 2] (Théoréme 5). Ainsi, comme l'image de A est de
mesure nulle dans [0; log 2] (proposition précédente), 'image de CE\ A est de mesure non
nulle. On a donc trouvé un ensemble A’ tel que m(A’) = 0 et m({hiwp(fa)|a € A'}) > 0.

On en conclut que a — hyyy(fo) n'est pas absolument continue.
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