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Introduction

Dans ce court exposé nous allons revoir les principaux constituants de la théorie
des probabilités libres jusqu’a la construction du calcul stochastique libre. Cette
théorie a été initiée dans les années 80 par Dan Voiculescu [7] pour résoudre des
problemes de théorie des operateurs. Elle s’est beaucoup développée par la suite
avec la découverte d’exemples concrets en lien avec des matrices aléatoires.
L’accent sera mis sur le parallele qui existe entre la théorie libre et la théorie
classique et aucune démonstration ne sera donnée ici (se référer au citations
données en bibliographie).
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1 Espace de probabilité non-commutatif

Rappelons qu’un espace de probabilité classique est un triplet (2, F,P) avec
) un ensemble donné, F C P(2) un sous-ensemble de P(2) et P une fonc-
tion de F dans [0, oo satisfiant certains axiomes. Dans les faits cette définition
est équivalente avec la donnée d’une certaine algebre de fonctions A C R%,
I’ensemble des fonctions mesurables, et d’une forme linéaire E : A — R, 'intégrale
par rapport a la mesure P, telles que

si a € A est positive, E(a) > 0
le AetE(1) =1

De maniere analogue on peut définir de maniere abstraite un espace de proba-
bilité non-commutatif & partir d’une algeébre de von Neumann [7] (voir 'annexe
pour une tres rapide introduction aux algebres de von Neumann et une explica-
tion quant & leur nécessité). On rappelle juste qu’une algebre de von Neumann
est une algebre d’opérateurs sur un espace de Hilbert, contenant 1’identité et
fermé dans la topologie de la norme forte.



Définition 1 Un espace de probabilité non commutatif (e.p.n.c) est la donnée
d’un couple (A, @), avec A une algébre de von Neumann et ¢ une forme linéaire
continue sur A telle que

sia €A, ¢laa*) >0
leAetp(l)=1

Une telle forme linéaire est appelée un état.

Une fois un tel espace défini, on peut redéfinir la loi d’un élément normal a € A
par ’application
CX] — C
P = ¢(P(a))

On vérifie aisément par le théoréme spectral que cette application résulte en
une mesure fi, sur C & support borné par ||a||. De cette maniére on peut dire
qu’une suite a,, d’éléments de A converge en loi vers a € A, ou fi,, — g i

VP € C[X], ¢(P(an)) — ¢(P(a))
Exemples :

e Sion suppose que P est une mesure a support bornée, l'espace (L (2, C), E)
est un espace de probabilité non commutatif qui est ... commutatif.

e L’espace (M, (L (2, C)),E[Tr(.)]) est également un espace de probabilité
non-commutatif. Cette classe d’exemple est I'une des plus importantes et
justifie le lien fort entre les matrices aléatoires et les probabilités libres.

e [7] Soit G un groupe discret, e son élément neutre et 1?(G) l'espace de
Hilbert des fonctions complexes de carré intégrable sur G muni de la
mesure de comptage. [2(G) admet comme base orthonormale les fonc-
tions

8y 19 — g,

Pour g € G on définit a partir de cette base 'opérateur unitaire

ug(8g7) = Ogg'

On note que g — u, est un morphisme de groupe. Notons v N(G) I'algebre
de von Neumann engendrée par les u, et définissons sur vN(G) I'état ¢
par

ba(a) = (a(de),8.), a € vN(G)

Alors (vN(G), ) est un espace de probabilité non commutatif. C’est
cet exemple qui a motivé la construction du concept de probabilité libre
par Voiculescu. En effet supposons que le groupe initial G est le groupe
libre & n générateurs aq, .. ., a, et nommons Ay, ..., A, les algebres de von
Neumann générées respectivement par ug,, ..., us,. Maintenant prenons
un éléments x € vN(G) qui s’écrit x = biby...b, avec b; € Ay, i; #
ij4+1 et supposons que ¢¢(bj) = 0 pour tout 1 < j < p. Nous pouvons
montrer que dans ce cas ¢g(x) = 0 également. Pour le voir facilement sans
s’encombrer avec le cadre des algebres de von Neumann, restreignons-nous
au cas oll



Comme ¢¢(b;) =0 on a cg; = 0 et finalement

k k
dc(x) = g C1LkUq, | - g Cp.kla, Oy Oc
k#0 k#0
= E Clky --- Cp,kp <6a1‘c1“.ak‘p y 6e> =0
K1, kp#£1 R

car G étant le groupe libre & n générateurs, si ;41 # ¢; et chaque k; # 0,
k1 kp
a;) ---a; £ e.
Ce dernier exemple motive la définition suivante :

Définition 2 Soit (A, ¢) un e.p.n.c, (A;)icr des sous-algébres de A contenant
Uidentité. Les sous-algébres sont dites libres si pour tout élément x = a;, ... q;
avec a;; € Ai;,d(a;;) =0 etij #ij ona

¢(z) =0

Deuz éléments a et b de A sont dits libres entre eux si les algébres engendrées
par ces deux éléments sont libres entre elles.
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Ce concept est & mettre en parallele avec le concept d’indépendance dans le cas
commutatif que nous rappelons ici.

Définition 3 Indépendance : Soit (A, ¢) un espace de variables aléatoires clas-
siques, (A;)ier des sous-algébres de A contenant l'identité. Les sous-algébres
sont dites indépendantes si pour tout élément x = a;, ...a;, aveca;; € A;;, qﬁ(aij)
0 eti; #ij pour tout 0 <i<j<pona

¢(z) =0

Deuz éléments a et b de A sont dits indépendants si les algebres engendrées par
ces deux éléments sont indépendantes entre elles.

Cette analogie peut-étre approfondie assez loin, comme le montre cette série de
résultats :

Proposition 1 Version libre de la convolution [7]: Soit (A, d) un e.p.n.c, et
a,b € A auto-adjoints et libres entre eux. Alors la loi pqyp de a + b dépend
uniquement de i, et up (et non de a et b) et on peut noter

Patb = ta B 1

De méme si a,b > 0, la loi de azba? est uniquement déterminée par g et fp.
On la note a X b.

Proposition 2 Version libre de la gaussienne [7]: Soit S(m,o?) la loi semi-
circulaire de centre m et de largeur o, définie par la densité

2
fSC(m,az)(x) = W]-IG[mfo',ero] V o? — (.’E - m)2

Alors
SC(m,o*)BSC(m,0") = SC(m +m’, 0% + ¢'?)



Proposition 3 Version libre du théoréme central limite [7]: Soit (an)n>0 une
suite de variables libres entre elles et de méme loi u telle que u(X) = 0. Alors

L0 500, u(x?)

vn
La démonstration de ces trois propositions repose sur la construction d’une fonc-
tion analytique jouant le méme role que la fonction génératrice des cumulants
dans le cas classique. Nous verrons plus en détail ceci dans la prochaine section.
Terminons juste ce paragraphe sur deux résultats importants qui établissent le
lien entre matrices aléatoires et probabilités libres en rendant concrete la notion
de liberté.

Théoreme 1 [Z] Soit A,, B, une suite de matrices hermitiennes bornées de
taille n X n telles que pa, — 1 et wp, — e dans la topologie faible-x, avec pu;
et po a support compact. Soit Uy, V,, deur matrices unitaires aléatoires suivant
la mesure de Haar. Alors si on pose A, = U, AU} et B, =V, B,V,*, on a

par,+Br, — p1 B o

2 R-transformée et combinatoire

Revenons un instant au cas classique. La loi de la somme de deux variables
aléatoires a et b indépendantes de loi respectives 17 et vy est uniquement
déterminée par ces deux lois : c’est la convolution de vy et vy, notée vy * vy. 11
est donc possible de calculer les moments de vy * v5 a partir de ceux de v et
vo. Cependant la formulation est compliquée et il est plus simple de passer par
des quantités alternatives. Notons ®x la fonction caractéristique d’une variable
aléatoire X. Alors I'indépendance de a et b garantit que

log ®41(8) = log (Pa(£) Py (£)) = log Pa(§) + log Py(§)

Donc si il est possible d’écrire log @ x (§) = Zn21 %cn (X)E™ pour a, b et a+ b,

alors on a ¢, (a+0b) = ¢p(a) + cn(b). cn(a) est appelé le n—iéme cumulant de a.
De la méme maniere si (a;)o<i<p est une famille de variables aléatoires, on peut
définir la fonction

Gay,.ap(X1,..., Xp) = logEexp (Z aiXi)
Si elle admet un développement en série entiere en 0, celle-ci devient localement
1
Gal""’al’(X17.'.’Xp):ZE Z c(ail,...,aip)Xi ~-~Xip
n>1 " 1<iy,...in<p

Les coefficients c(a;, ,...,a;,) sont appelés cumulants généralisés. La linéarité
de Gg,,....a, dans le cas ol les a; sont indépendants implique que

C(ail,...,aip):()sj Elj,klj #Zk

Enfin nous pouvons retrouver les moments d’un n—uplet de variables aléatoires
a partir de ces cumulants généralisés. En effet notons Part(n) I’ensemble des
partitions de ensemble {1,...,n}. Alors on a la formule

E(Xz .“ajip): Z H C<Xj1a---an,~)

mePart(n) {j1<---<jr} bloc de 7



On peut inverser cette formule grace a la fonction de Moebius associée a 1’ordre
naturel sur Part(n) (induit par Uinclusion des blocs) pour obtenir les cumu-
lants généralisés a partir des moments du n—uplet. Ceci donne une définition
alternative de ces cumulants généralisés ne faisant pas intervenir la fonction
caractéristique.

Il se trouve que I'on peut recommencer exactement la méme construction dans
le cas d’un e.p.n.c en utilisant les partitions non-croisées a la place des partitions

[6].

Définition 4 Une partition P € Part(n) est dite non croisée si pour tous blocs
B,B € P, {i1 <i2} C B et {j1 < ja} C B avec iy < j1 < iz on a la relation

11 < J1 < j2 <12

On note NC(n) l’ensemble des partitions non-croisées. C’est un ensemble par-
tiellement ordonné par la méme relation que pour l’ensemble des partitions.

Soient ay,...,a, € A des éléments d’un e.p.n.c. On peut définir les cumulants
libres généralisés k(a;,,...,a;, ) par récurrence avec la formule

qj(al__,an): Z Z k(ail,...,aip)

TENC(n) {i1<---<ip} bloc de 7
Et on définit le n—iéme cumulant libre d’un élément a par la formule
kn(a) = k(a,g.’._/, a)
n fois
De maniere analogue avec le cas commutatif, on a le résultat suivant
Proposition 4 Dire que les a; sont libres entre eux équivaut o la condition
E(ag,...,a; ) =0 si Jig, i; tels que i # iy

D’autre part si a et b sont libres entre eux

kn(a+b) = kn(a) + kn(b)

Pour a € A posons Go(2) = 3,5 i(na“) et Ro(2) = >_,50knt1(a)z". Nous
avons notamment que si a et b sont libres entre eux, R,y = R, + Rp. De plus
la construction des k, (a) donnée auparavant implique la formule d’inversion [6]

Go(Ra(2) + ;) =2z

Or il se trouve que G, est juste la transformée de Cauchy de la mesure p,, c’est
a dire Go(2) = [p == dpa(z) (2 € Supp(p)). Ceci donne une machinerie [7]
pour calculer la somme libre de deux lois p et v (& condition que ce soit une loi
a densité):

e Calculer la transformée de Cauchy de p et v

e En déduire par un calcul d’'inversion R, et R,,.



e Calculer G,m, en appliquant R, + R, dans la formule d’inversion.

e Retrouver la densité de p B v grace a la formule générale pour A mesure
réelle a densité
d\(z) = }ir% Im[G\(z + it)]
—

Dans les faits l'algorithme n’est souvent pas facile a réaliser car la formule
d’inversion est difficile & utiliser. Il permet cependant par exemple de calculer la
somme libre de deux mesures de Dirac, ou bien de deux mesures semi-circulaires

2].

3 Calcul stochastique libre

Dans cette derniere section nous allons introduire le calcul stochastique libre,
dont la construction est encore une fois tres semblable a la construction clas-
sique, mise & part la non commutativité. Il s’appuie essentiellement sur le
mouvement brownien libre. Avant toute chose nous pouvons définir I’espérance
conditionnelle libre. Nous supposerons dans la suite que A possede un état ¢
tracial et fidele (c’est & dire ¢(ab) = ¢(ba) et P(aa*) > 0). Ceci est en réalité
trés peu restrictif dans le cadre des probabilités libres.

Définition 5 Soit B une sous-algébre de von Neumann de A. Une espérance
conditionnelle de A dans B est une application linéaire

Ep: A— B
vérifiant que pour tout b,b’ € B, a € A, on a
Ep(bab’) = bEg(a)b’

Cette définition pose un probleme d’existence qui est résolu par le théoreme
suivant [3]:

Théoréme 2 Soit A une algébre de von Neumann munie d’une trace finie et
fidéle ¢ et soit B une sous-algébre de von Neumann de A. Il existe une appli-
cation

Egp: A— B

vérifiant la condition de la définition précédente. De plus on a pour b € B et

a€A
¢ (Eglalb) = ¢(ab)

En particulier si a est libre avec B, Eg(a) = ¢(a). En revanche I'implication
inverse n’est pas garantie. Il est donc plus sir de construire le mouvement
Brownien libre sans faire appel a 'espérance conditionnelle.

Définition 6 Un mouvement Brownien libre dans (A, ¢), avec ¢ tracial et
fideéle, est la donnée de:

e une suite croissante de sous-algébres de von Neumann (A)i>o (appelée
aussi filtration)



o une famille d’opérateurs auto-adjoints (Si)i>0 avec Sy € A et telle que

VO <s<t,S— S~ SC(0,t—s) et Sy —Ss est libre avec A

Sis < t on a en particulier avec l’espérance conditionnelle du théoréme précédent
]EAS (St) - SS .

On peut se demander si un tel processus existe. La construction de (S)¢>0 est
instructive puisqu’elle repose sur un exemple canonique d’e.p.n.c.

Construction de (S;);>9 Soit 7 un espace de Hilbert. On appelle espace de
Fock F(H) associé a H l'algebre libre associative engendrée par H (c’est & dire
>, HE™). Clest un espace de Hilbert en prenant le produit hermitien

HE™ x HE™ — C
([1® @ fng1 @ @ gm) = O [1(fi,91)n

Pour h € H on définit V'opérateur création I, sur F(H) par Papplication
@ - @fnh®fi® @ fo
et on définit sur B[F(H)] état tracial
T(A) = (92, AQ)

Alors il découle directement de ces définitions que si (h,h')y = 0, I, + [} et
lps 413, sont libres entre eux. De plus on peut vérifier grace a la R-transformée [7]
que la loi de py,, 417 est la loi d’une variable aléatoire semi-circulaire de moyenne
nulle et de variance (h,h)y. A partir de ces considérations il devient possible
de construire un mouvement Brownien libre. Il suffit de prendre comme espace
de Hilbert initial I'espace L?(0,0), de poser

_ *
Sy = ll(w) + ll(O,t)

et de prendre pour A; 'algebre de von Neumann engendrée par (Ss)s<i.

Encore une fois il est possible d’obtenir une approximation plus concrete de ce
mouvement Brownien libre [0] :

Théoréme 3 Soit BY = ﬁ(Bij (t))1<i,j<n la matrice symétrique dont les coef-
ficients B;;(t) sont des mouvements Browniens standards classiques et indépendants
entre euz (modulo la symétrie). Considerons sur ces matrices I’état

1
on(BYY) = N]ETT(BtN)
Alors pour n € N* et ty,...,t, > 0 on obtient a la limite
Jim gy (BY ...BY) = ¢(S, ... S,)

L’existence d’'un mouvement Brownien libre permet de construire un calcul
stochastique libre & partir de celui-ci [6] . Dans le cas classique nous étions
amené a considérer des intégrales stochastiques du type fR 4 AdBy avee (Ay)i>o0
un processus adapté a la filtration du mouvement Brownien. Dans le cas non-
commutatif nous devons faire attention au fait que les variables ne commutent
pas. Nous devons donc considérer des multiplications a gauche et a droite.
Commengons comme dans le cas classique par définir le cas le plus simple :



Définition 7 Un biprocessus simple adapté (Uy)i>o est une application de [0, 00)
dans A @ AP (A°P est lalgébre A avec lopération multiplication a X ., b = ba)
telle qu’il existe 0 = tg < t1 < --- < t, < oo et pour tout 0 < i < n—1
A;, B; € Ay, avec

U — Ai®@B; t; <t <ty
P10 t, <t

Pour un tel processus on définit l’intégral stochastique

n—1
/UtﬁdSt = ZAi(Sti+1 - Stz)Bl
=0

Définissons sur A le produit hermitien
(s,0) : A,B+— ¢(B*A)

On peut canoniquement étendre ce produit hermitien & A ® A°P. La propriété
importante de cette intégrale est que pour U, V' deux biprocessus simples adaptés

on a I’égalité
¢ ((/ UﬁdS> (/Vﬂds)*) _ /<Ut,Vt>A®AOPdt

Le terme de droite de la derniére égalité définit un produit scalaire sur I’ensemble
des biprocessus simples adaptés. On peut donc prendre le complété By de cet
espace avec ce produit scalaire. On peut ainsi étendre l'intégrale stochastique
libre en une application

/ By — L2(A)

De plus on a une inégalité de type Burkhorlder-Gundy [6] semblable au cas
classique.

Proposition 5 Si [ ||A:||?||B:||?dt est fini on a Uinégalité

I [ visasii <2ve ( / ||At||2||Bt||2dt)

Donc si on introduit 'espace Bo,, complété de I'espace des biprocessus simples
adaptés vérifiant [ || A;|?||B:||?dt < oo sous la norme

1
3
N N VI LR
on peut étendre l'intégrale stochastique en une application
/ B — A

L’avantage de cette application est que grace & l'inclusion de 'image dans A,
on peut sans probleme multiplier deux intégrales stochastiques.



Formule d’It6 [I] Pour établir la formule d’Ttd dans le cas libre, il faut définir
des opérateurs différentiels qui prennent en compte la non-commutativité.

Définition 8 Soit f(x) = > fnz™. On définit les opérateurs O et Ay par les
formules

n—1
OF(X) =) fuy XFeXxr k!
k=0

8efe) = 5 [T g0
avec pg, ~ SC(0,t).

Supposons maintenant que f est assez réguliere (analytique par exemple). Alors
on a la formule d’'It6 libre

150 = S0+ [ ors)eas. + 3 | Apisas

Nous allons terminer cette introduction en donnant deux opérations qui s’apparentent
& une définition libre du calcul de Malliavin [4]. Nous nous plagons sur l’algebre
S(H) engendrée par les opérateurs (I, + I} )nen. Cette algebre présente la pro-
priété de pouvoir étre injectée dans l’espace de Fock F(H) :

Proposition 6 L’application
AeSH)— AQ € F(H)

est une application injective. C’est méme une isométrie si on munit S(H) du
produit scalaire (.,.). On peut donc l’étendre en une isométrie

it LA(S(H), (+) — F(H)

Il est donc possible de raisonner sur F(H) et d’induire ce raisonnement sur
S(H). Définissons donc les opérateurs gradient et divergence sur F(H)

Définition 9 L’opérateur gradient est l'opérateur densément défini par

F(H) — FH)@H® F(H)

v:h1®"'®hn — Z;L:l(hl®"'®hj—1)®hj®(hj+1®"'®hn)

avec VQ = 0.
L’opérateur divergence est l'opérateur densément défini par

) FH)@HQF(H) — F(H)
(M@ RQh)@hR(1® - ®gm) — M@ QhyQh®g ®- - @ gm
Grace a ¢ ces applications peuvent se transposer sur ’ensemble des éléments de
S(H) consistant en I’algebre Sqiq(H) générée les polyndmes en (I, +1})nen. On
peut montrer que le domaine de V est justement la fermeture de Sy4(H) dans
F(H). De plus V et ¢ sont adjoints 'un de l'autre.

Plus particulierement 'opérateur gradient possede des propriétés [4] semblables
au gradient classique.



Proposition 7 L’opérateur gradient rapporté & Suq(H) est une dérivation.
C’est a dire pour A, B € Sg4(H)

V(AB) = (VA).B+ A.(VB)

Ou la multiplication a gauche et a droite se sous-entend avec le terme le plus
proche dans le produit tensoriel.

Proposition 8 Si on définit la forme bilinéaire [, | par

)] (Satg(H) @H @ Sa1g(H)) x H = Sag(H) @ Sarg(H)
neH (A® hy ® B, hy) —  (h1,ho)yA® B

Alors on a l’égalité suivante, équivalente libre de lintégration par partie, pour

AecSuy(H) etheH

¢ @ O([VA, hly) = ¢(Alln + 1))

Pour éclairer la forme linéaire de la derniere proposition, observons ce que cela
donne dans le cas o H = L?([0,00)). Dans ce cas on peut voir qu'un élément de
(Satg(H) @ H®@Sa14(H)) X H est un biprocessus simple et que la forme bilinéaire
est donc pour U € (Saig(H) @ H ® Saig(H)) et h e H

U, hlyy = / Uh()dt

Ces opérateurs présentent une forme beaucoup plus explicite dans le cadre de
I’expansion par chaos des processus libres, que nous ne présenterons pas ici.
Ils permettent d’obtenir des théoremes de comparaison entre la loi de variables
aléatoires non commutatives engendrées par un mouvement Brownien libre et
une loi semi-circulaire [4] ( de maniére analogue au théoréme de Nualart et
Peccati dans le cas classique [5]).

4 Appendice : Algebre de von Neumann

Dans ce court appendice nous expliquons rapidement pour quelles raisons ’apparition
d’algebres de von Neumann est naturelle dans le contexte des probabilités libres.
Rappelons la définition d’une algebre de von Neumann :

Définition 10 Une algébre de von Neumann A est une sous-algebre fortement
fermée de l'espace des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H. Cela
équivaut au fait qu’elle est égale a son bicommutant (c’est & dire A” = A).

Rappel La topologie forte est la topologie de la convergence ponctuelle en
norme. C’est a dire que A,, — A si et seulement si pour tout £ € H

[An(€) — A(E)[l =0

En particulier pour tout espace de probabilité (2, F,P), L>°(Q) est une algebre
de von Neumann, comme sous-algebre fortement fermée de B(L?(12)). On peut
montrer que dans ce cas la topologie forte est équivalente & la convergence sim-
ple (alors que la topologie norme est équivalente & la topologie convergence

10



uniforme).

La propriété importante des algebres de von Neumann est qu’une algebre de
von Neumann A est engendrée par les projections contenues dans A [3] (au sens
que c’est la fermeture forte de 'espace engendré algébriquement par ces projec-
tions). C’est justement la généralisation de l'espace des fonctions mesurables
bornées sur un espace de probabilité, qui sont engendrées comme limite simple
de combinaisons linéaires d’indicatrices d’événements mesurables.
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