Algorithme LLL et applications a la recherche
de racines et a la factorisation de polynémes a
coefficients entiers

Matthieu Agogué et Martial Hue

Sujet proposé par Phong Nguyen



Table des matiéres

1 Rappels et définitions 3
1.1 Réseaux . . . . . . . . ... 3
1.2 Orthogonalisation de Gram-Schmidt . . . ... ... ... . ... 4

2 Algorithme LLL 4
2.1 Bases réduites et propriétés . . . . . .. ..o oL 4
2.2 Description de l'algorithme LLL . . . . . ... ... .. ..... 6

3 Le théoréme de Coppersmith 9

4 Factorisation dans Z[X] 10
4.1 Lien aveclesréseaux . . . . . . . . . . ... ... 10
4.2 Sous-algorithmes utiles . . . . . . . ... .. o000 13

4.2.1 Sous-algorithme 1 . . . .. ... ... ... ........ 14
4.2.2 Sous-algorithme 2 . . . .. ... ... ... ... ... .. 14
4.2.3 Sous-algorithme 3 : algorithme de Berlekamp . . . . . .. 15
4.3 Algorithme final de factorisation dans Z[X] . . .. ... ... .. 15



1 Rappels et définitions

On rappelle ici des résultats élémentaires sur les réseaux ainsi que le procédé
d’orthogonalisation de Schmidt.

1.1 Réseaux

Définition 1 Un réseau de R™ est un sous-groupe discret de R™.

Proposition 1 Un sous-groupe additif H de R"™ est discret si et seulement si
pour tout compact K de R"™, l'intersection H N K est finie.

Un exemple typique de sous-groupe discret de R™ est Z™. On va voir que c’est
a peu de choses prés le seul.

Théoréme 1 Soit H un sous-groupe discret de R™. Alors H est engendré en
tant que Z-module par v vecteurs linéairement indépendants sur R (d’ot r <
¢ On choisit une famille (by, ... ,b,) d’éléments de H linéairement

indépendants tel que r soit maximal. On note :

r
P:{Zalbl|0<al<1}
i=1

Comme P est compact, H N P est fini. Soit & € H. Vu le caractére
maximal de (b;);=1,...r,On a:

i=1

avec A; € R. On considére pour j € Z, ’élément de HN P :

r T

zj=jz =Y [iXlbi =Y (X — [iA])bi

i=1 i=1

On a donc que H est engendré comme Z-module par H N P, et
est donc de type fini. D’autre part, comme H N P est fini, les )\;
sont rationnels. Ainsi H est engendré par un nombre fini d’élé-
ments qui sont combinaisons linéaires & coefficients rationnels des
(bi)i=1,...r- Ona donc d € Z tel que dH C >, Zb;. Ainsi il existe
une base (¢;)i=1,....r du Z-module 22:1 Zb; et des a; € Z tels que
(areq,. .. ,a,c,) engendre dH. De plus, on a rg(dH) = rg(H), et
rg(dH) > r, donc rg(dH) = r et les «; sont tous non-nuls. Donc
dH, et par conséquent H, est engendré par r vecteurs linéairement
indépendants sur R.

Définition 2 On appelle pour L = 2?21 Rb; un réseau de R" le détermi-
nant ou volume d(L) de L, la racine du déterminant de la matrice de Gram de

(b1,...,b;).
Proposition 2 d(L) ne dépend pas de la base (by,...,b;) choisie.

Théoréme 2 Soit L un réseau de R™ et S un sous-ensemble intégrable de R™
tels que p(S) > d(L). Il ezxiste deuz éléments z,y de S tels que x —y € L.



¢ Soit (by, ... ,b,) une base de L et P le parallélotope semi-ouvert
construit sur cette base. Alors S est la réunion disjointe des SN (h +
P), pour h € L, d’ou :

w(S) = wSu(h+P))

heLl

Or par linvariance par translation de p, on a u(S N (h + P)) =
u((S — h) N P), et par suite ces ensembles ne peuvent étre deux
a deux disjoints sinon, on aurait u(S) < d(L). Par suite, il existe
h,h' € L tels que (S—h)NP)N((S—h)NP) &, dot z,y € S
telsquex —h=y—h'. O

1.2 Orthogonalisation de Gram-Schmidt
Soit (by,...,bq) une famille libre de R™. On a la proposition suivante :

Proposition 3 Si l'on définit par récurrence :

i—1 *
by =b; — E pi b avec p;; = W
j=1 J

on obtient une famille orthogonale de R™, qui est une base de 2?21 Rb;. De
plus la matrice donnant les b} en fonction des b; est unipotente. En particulier,
si d(L) désigne le déterminant du réseau L, on a :

d(L)* =TT ller1®
i=1

Corollaire 1 (inégalité d’Hadamard)
Soit L un réseau de déterminant d(L), (b;)1<i<n une Z-base. Alors :

n

aw) < [ ol

¢ L’orthogonalité des b} donne :

i—1

1b:l1> = 167 11> + > 43 116311
j=1
d’ou :
n

d(L)* =TT Ies1® < T loali*<
i=1 i=1

2 Algorithme LLL

2.1 Bases réduites et propriétés

Parmi les Z-bases du réseau L, il en existe certaines qui sont plus intéressantes
que les autres. Ce sont celles dont les éléments sont les plus courts, et elles



sont, appelées réduites. Comme les bases ont toutes le méme déterminant, le fait
d’étre réduite implique de ne pas étre trés loin d’étre orthogonale.

On introduit ici la notion donnée par A.K.Lenstra, H.-W.Lenstra et L.Lovész
dans [1] (appelée maintenant réduction LLL).

Définition 3 Avec les notations précédentes, la base (by,bs,... ,by,) est LLL-
réduite si :

pour 1<j<i<n

DN | =

il <
et
1 + oAbl > S I6 P pour 1< <n
ou de maniére équivalente

3
o7 > (Z — i) 1051 |17

On peut remarquer que les vecteurs b} + p;;—1b;_; et b;_; sont les projections
de b; et b;_; sur le supplémentaire orthogonal de 23;21 Rb;.

Théoréme 3 Soit (by,bs,...,b,) une base LLL-réduite du réseau L. Alors on
a les inégalités suivantes :

1.

a(L) < [ lIbill < 2»=D74a(z)

i=1

2. Pourl<j<i<n,ona:

b5 < 207D/ b7 |

by]| < 2D/ *a(L)t/m
4. Pour toutx € L, ¢ #20, on a :

o1l < 20772 |

5. Pour tout famille (1, ... ,xq) de L de vecteurs linéairement indépendants,
onapourl<j<d

b5 < 20D Pmaz(|[2 |, ., [|2all)
¢ La premiére inégalité de 1. est l'inégalité d’Hadamard. Pour la
seconde, le fait que (b;)1<ign soit LLL-réduite implique que :
* |12 1 * 2

1671 > 567

c’est-a-direpour 1 < j<i<n,ona:
(+) IIBEI2 < 277 b7 2

et par suite, il vient :

2i-1 41

Ibil? < 2

16711 < 27|71



L’inégalité voulue s’obtient alors en multipliant ces inégalités.
Par (), onaaussipour 1 < j<i<n:

1b;11* < (2% + 2777|1612
et (2072421771 <271 dou 2.
On prend dans 2., j = 1 et on multiplie alors les inégalités obtenues

pour i = 1,... ,n pour obtenir 3.
Soit @ # 0 dans L. On écrit :

i
@ = rib; (ri#0)
i=1
Alors @ s’écrit aussi :
i
x = Zsjb; (ri = s;)
i=1

Par suite, comme r; € Z, il vient :
] > |ss*[[b7 17 = 167117 = 2" (b [I* > 2" 7" (|6 ||

ce qui montre 4.
Soit j € {1,...,d}. Il existe k € {1,...,d} tel que si

n
Ty = E T,ib;
i=1

il existe [ > j tel que ri; # 0. On a alors :
maz(|lzy |, ..., 2all)® > l@ell® > 165117 > 2776 1> > 2" |b;)?

ce qui est bien 5.

Remarque 1 Ici on n’a pas utilisé a fond les conditions de réduction LLL. On
peut affaiblir les inégalités vérifiées par les u; ; et prendre comme conditions :

pour j <i—1

N | =

M%,j <

1

il < 5

En fait le facteur % introduit ici peut étre remplacé par ¢ E]i, 1[, mais c’est le
facteur de réduction % qui fut initialement utilisé dans ’algorithme LLL.

2.2 Description de ’algorithme LLL

On va maintenant pouvoir décrire I’algorithme LLL.

Supposons que les vecteurs by, ... ,bg—1 soient initialement LLL-réduits (i.e. ils
forment une base LLL-réduite du réseau qu'’ils engendrent). Le premier vecteur
devant étre réduit est by, cela afin que 'on ait :

1 .
|k 1 < 3 pour j <k



Ceci se fait en remplacant by, par by, — Zj<k ajb; pour des a; € Z de la maniére
suivante : supposons que

1
|uk7j|<§pourl<j<k

(initialement avec 1=k-1). On prend g = |, ] l'entier le plus proche de py et
on remplace by par by — gb;. Alors les pu, ; ne sont pas modifiés pour j > [ (car
b} est orthogonal aux b; pour I < j). Le nouveau py ; vérifie alors :

1
|kl < 5 pour 1 =1 <j <k
Il faut aussi satisfaire la condition de Lovasz :
* 3 * 2
1311 > (7 = mii-0) 107 |

Si cette condition est satisfaite, on incrémente k& de 1 et on s’occupe du vec-
teur suivant by (si il existe). Si cette condition n’est pas satisfaite, on echange
les vecteurs by et bi_1, et on décrémente k de 1, car on sait seulement que
bi,... by o est LLL-réduite.

D’autre part, si on pose By = ||b;]|?, il est efficace de calculer les By et les
Hk,; une fois pour toute au début de l'algorithme et de les modifier au fur et a
mesure. Cependant, il est plus intéressant de calculer les coefficients de Gram-
Schmidt quand on en a besoin, en conservant dans une variable k., la valeur
maximale de k qui a été atteinte.

Une autre amélioration est de calculer uniquement py ;1 puisque c’est le seul
coefficient qui intervient pour tester la condition de Lovasz.

On en déduit ’algorithme suivant :

Algorithme 1 (Algorithme LLL)

Etant donné une base by, ... b, du réseau L, cet algorithme transforme les b;
afin que lorsque [’algorithme termine, les b; forment une base LLL-réduite du
réseau. En sortie, l’algorithme fournit la matrice H des coordonnées de la base
finale LLL-réduite dans la base initiale, dont on notera H; les colonnes :

1 Initialisation

Poser k < 2, kpas < 1, b] < by, By < ||b]||? et H < I,.
2 Gram-Schmidt

Si k < kpazx, aller o Uétape 3.

Sinon, poser kyqr < k, puis pour j =1,... k—1, poser :

(biv b;>
B

[k j et by, < by, — i ;bj

J

Finalement, poser By, < ||b}||*> et si Br, = 0 sortir un message d’erreur
disant que les b; ne forment pas une famille libre, et terminer l’algorithme.

3 Condition LLL
FEzecuter le sous-algorithme RED (k,k-1).
Si By, < (0,75 — l‘i,k—ﬂBk—l: executer le sous-algorithme ECH(k), poser
k < max(2,k — 1) et aller o I’étape 3.
Sinon, pourl =k —2,k—3,...,1, executer le sous-algorithme RED(k,l),
puis poser k < k + 1.



4 Fin
Si k < n aller a Uétape 2.
Sinon, sortir la base LLL-réduite b;, la matrice H € GL,,(Z) et terminer
lalgorithme.

Sous-algorithme RED(k,l)
Si k) < 0,5, terminer Ualgorithme.
Sinon soit q l'entier le plus proche de i, i.e.

q < |prgl = 10,5+ pg )

Poser by, < by —qb;, Hy < Hy — qH;, pgg < prg — q et pour i =
1,...,0 =1, poser pp; < i — qiu,; et terminer le sous-algorithme.

Sous-algorithme ECH(k)
Echanger les vecteurs by, et by_1, ainsi que Hy et Hp—1, et si k > 2, pour
J=1,...,k—2, echanger puy ; et pr—1 ;-
Puis poser (dans cet ordre) p < pgp—1, B < Bp + p*Bg_1, pr k-1 <
pBr-1/B, b+ by_y, bi_y « bi + pb, by « —pr—1b; + (Be/B)b et
B,_1 + B.
Finalement, pour i = k+ 1,... , kmaz, poser (dans cet ordre) t < fi;,
Mk < Mik—1 — pE, fhi g < fhiklk,k—1 + 1 et terminer le sous-algorithme

11 est facile de voir qu’au début de I’étape 4 de 'algorithme LLL, les conditions
LLL de sont satisfaites pour tout ¢ < k—1. Il en résulte que si k > n (c’est-a-dire
si k=n+1) les b; forment une base LLL-réduite du réseau. De plus les opérations
effectuées sur les b; sont des opérations élémentaires, et donc la base finalement
obtenue est bien une base du réseau L.
Cependant, il faut vérifier la terminaison de l’algorithme, et que le résultat est
obtenu en un temps polynomial.
Pour 0 <7 < n, posons

d; = det((br-bs)lgr,sgi)

di= [] B;

1<j<i

On a alors

En particulier, on a dy = 1, d; > 0 et d,, = d(L)?.
Proposition 4 Les d; sont bornés inférieurement.
¢ Introduisons

m(L) = min{|l2|* | ¢ € L, @ # 0}

On interpréte alors d; comme le carré du déterminant du réseau
, , . i
engendré par les vecteurs by ... b; dans l'espace vectoriel 3_;_; Rb;.

Ce réseau contient alors un vecteur non nul x tel que :

lz|* < (2 /m)d;/?

d’ou
d; > (ﬁ/i2)im(L)i<>



Posons :
D= ][ &
1<i<n

Cette quantité ne peut étre modifiée que si I'un des B; est modifié, c’est-a-dire
dans l'algorithme ECH. Mais dans cet algorithme, les d; sont inchangés pour
1t < k—1eti > k. De plus, d’aprés la condition testée dans l’étape 3, dj_
est multiplié par un facteur compris entre 0 et 3/4. D’autre part, D est borné
inférieurement et donc le sous-algorithme EC' H n’est exécuté qu’un nombre fini
de fois, et donc k ne peut décroitre qu’un nombre fini de fois et l’algorithme se
termine.

Théoréme 4 Soit L C Z™ un réseau de base by, ... by, et soit BER, B > 2
tel que pour 1 < i < n, on ait ||b;]|> < B. Alors le nombre d’opérations néces-
saires a la réduction de la base initiale en une base LLL-réduite par l’algorithme
LLL est en O(n*log(B)).

3 Le théoréme de Coppersmith

On ne sait pas extraire des racines e-iémes sans factoriser n. Plus généralement,
on ne sait pas résoudre une équation polynomiale modulo n sans factoriser n (et
utiliser ensuite les restes chinois). En 1996, Coppersmith a démontré, a 'aide
de 'algorithme LLL, que 'on pouvait trouver efficacement toutes les petites
solutions d’équations polynomiales sans factoriser n :

Théoréme 5 (Coppersmith) : Soient P(x) un polynéme unitaire de degré §
a coefficients entiers, et n un entier de factorisation inconnue. Alors on peut
trouver en temps polynomial en (logn,d) tous les entiers zo tels que P(xo) =
0(modn) et |zo| < n'/®

¢ L’idée de Coppersmith est de réduire le probléme de la recherche
des petites racines modulaires au probléme (facile) de la résolution
d’équations polynomiales sur Z. Plus précisément, Coppersmith uti-
lise la réduction de réseau pour trouver une équation polynomiale
(sur Z) satisfaite par toutes les petites racines modulaires de P. In-
tuitivement, on essaie de linéariser toutes les équations de la forme
z'P(z)? = 0(modn) pour des valeurs entiéres appropriées de i et
j- De telles équations sont satisfaites par n’importe quelle solution
de P(z) = 0(modn). Les petites solutions zo donnent des solutions
inhabituellement petites du systéme linéaire obtenu. Pour transfor-
mer des équations modulaires en des équations entiéres, on utilise le
lemme élémentaire suivant, avec la notation ||r(z)|| = /Y. a7 :
Lemme : Soit r(z) € Q[z] un polynome de degré < m et X un
nombre positif. Supposons ||r(xX)|| < 1/v/m. Si r(zg) € Z, avec
|zo| < X alors r(zg) =0 sur Z.

Ce lemme provient du fait que tout entier suffisamment petit est
nécessairement nul. Fixons & présent un paramétre h et considérons
les m = (h+1)d polynomes ¢y ,(z) = z*(P(z/n))’ ou 0 L u < d—1
et 0 < v < h. Remarquons que Pévaluation de ¢, ,(z) en n’im-
porte quelle racine zy de P(x) modulo n est nécessairement un
entier. Et cela reste vrai pour toute combinaison linéaire a coeffi-
cients entiers des ¢y (). Si une telle combinaison satisfait en outre



[[r(zX)|| < 1/y/m alors le lemme nous assure que la résolution de
léquation r(z) = 0 sur Z fournira toutes les racines de P(z) mo-
dulo n inférieures & X en valeur absolue. Cela suggére la recherche
d’un vecteur court dans le réseau correspondant aux gy, (X). Plus
précisément, définissons la matrice m x m M dont la iéme ligne
est constituée des coeflicients de g, (zX), en commengant par les
termes de plus bas degré, avec v = [(i — 1)/d] et uw = (i — 1) — dv.
M est triangulaire inférieure et un calcul élémentaire montre que
vol (M) = X™(m=1)/2p=mh/2 - Appliquons une réduction LLL au ré-
seau total engendré par les lignes de M. Le premier vecteur de la
base réduite obtenue correspond un polynome de la forme r(zX),
qui vérifie

[|[r(zX)]| < 9(m—1)/4vol(M)*/™ _ o(m=1)/4 x-(m=1)/2 —h/2

Rappelons qu’il faut ||r(zX)|| < 1/4/n pour appliquer le lemme.
Par conséquent, pour tout h donné, la méthode garantit de trouver
toutes les racines modulaires inférieures & X si :

X < /=1, =1/ (m=1)

La limite de cette borne supérieure , lorsque h tend vers 'infini est
%nl/‘s. On en déduit le résultat par un choix approprié de h. ¢

4 Factorisation dans Z[X]

Dans cette partie, nous allons exposer une méthode de factorisation dans Z[X].
Cet algorithme va utiliser I’algorithme de Berlekamp, ou tout autre algorithme
pour factoriser dans un (Z/pZ)[X] et ensuite on utillisera LLL pour pouvoir a
partir d’un facteur irréductible dans (Z/pZ)[X] obtenir un facteur irréductible
dans Z[X]. On va donc tout d’abord voir comment cette remontée fonctionne
et comment elle peut étre effectuée par I’algorithme LLL, et ensuite présenter
I’algorithme complet de factorisation.

4.1 Lien avec les réseaux

On désigne dans toute cette partie par p un nombre premier et k£ un entier positif.
Soit f € Z[X] de degré n > 0, et h € Z[X] ayant les propriétés suivantes :

h est unitaire,
(h mod p*) divise (f mod p*) dans (Z/p*Z)[X],
(h mod p) est irréductible dans (Z/pZ)[X],
(h mod p)? ne divise pas (f mod p)dans (Z/pZ)[X].

On désigne par [ le degré de h. On a alors 0 < [ < n.

Proposition 5 Le polynome f a un facteur irréductible, unique au signe preés,
ho dans Z[X] tel que (h mod p*) divise (ho mod p*). D’autre part, si g divise f
dans Z[X], les trois assertions suivantes sont équivalentes :
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— (h mod p) divise (g mod p) dans (Z/pZ)[X]

— (h mod p*) divise (g mod p*) dans (Z/p*Z)[X]

— ho divise g dans Z[X]

En particulier, (h mod p*) divise (hg mod p*) dans (Z/p*Z)[X].
¢ L’existence de hg découle de (2) et (3), 'unicité au signe pres,
de (4). Les implications (i) = (i) et (ii4) = (i) sont claires.
Maintenant supposons (i), montrons (zi7) et (7¢) Il résulte de (i) et
(4) que (h mod p) ne divise pas (f/g mod p) dans F,[X], donc hg ne
divise pas (f/g mod p) dans Z[X], donc divise g. Ceci prouve (ii3).
D’aprés (3), les polynomes (h mod p) et (f/g mod p) sont premiers
entre eux dans F,[X], donc on a :

(A1 mod p).(h mod p) + (u1 mod p).(f/g mod p) =1

ol A1, € Z[X]. Par conséquent \ih + pif/g = 1 — pvy, avec

v; € Z[X]. En multipliant par 14 pv; +p?v? +...+p* 1oF = et par

g, on obtient :
Aol + pof = g mod p*Z[X]

olt A, iz € Z[X]. Le terme de gauche, pris modulo p* est divisible
par (h mod p¥),c’est vrai pour le terme de droite. Ceci prouve (ii).
La derniére assertion en découle en prenant g = hg. $

Pour la suite, on fixe un entier m > [, et soit L I’ensemble des polynomes de
Z[X], de degré inférieur ou égal & m, dont I'image canonique dans (Z/p*Z)[X]
est divisible par (h mod p*). L est alors un réseau de R™*! en identifiant
o aiX' et (ag, ... ,anm), dont une base est :

{P*XT|0<i <1 U{RX? | 0<j<m—1}

d’ott d(L) = p*. On définit de plus la norme || > " a;X?|| comme la norme
euclidienne de (ag, ... ,am).

Proposition 6 Soit b € L tel que
s (5)

Alors b est divisible par hy dans Z[X], et en particulier f ANb # 1.

¢ On peut supposer b # 0. Posons g = pged(f, b). D’aprés la proposi-
tion 5, il suffit de montrer que (h mod p) divise (g mod p). Supposons
que ce ne soit pas le cas. Alors par (3), on a :

Ash + psg =1—pus (6)

ol Az, pus3,vs € Z[X]. Nous allons en tirer une contradiction. Soit
e =deg(g) et m' =deg(b). On a 0 < e < m' < m. Posons

M ={\f+pb:\p€ Z[X],deg(\) <m' —e,deg(p) <n —e}
CZ+Z-X+Z Xt 4. 4Z- X" —et
Soit M’ la projection de M sur

Z-XC+Z X4, 47 xntmioel

11



Supposons que Af + ug se projette sur 0 dans M', avec \ et y comme
dans la définition de M. Alors deg(\f + ub) < e, or g divise Af + ub,

donc Af +ub=0De X-(f/g) = —p-(b/g) et pged(f/g,b/g9) =1, on
déduit que f/g divise p. Or deg(p) < n—e =deg(f/g), donc p =0,
et aussi A = 0.

Ceci montre que les projections des

{(Xif:0<i<m' —elU{XIb:0<j<n—e}

sont linéairement indépendantes. Comme ces projections engendrent
M', il résulte que M' est un réseau de rang n + m' — 2e. D’aprés
l'inégalité d’Hadamard et (5), on obtient

d(M") < LA™ =< Il < LA™ - fBll™ < p™. (7)

On déduit de (6) que

{v€ M :deg(v) <e+1} CpPZ[X] (8)
Ainsi, si on choisit une base be,bet1,-.. ,bptm—e_1, de M' avec
deg(b;) = j, alors les coefficients dominants de be, bey1, - - - , bptm/—e—1

sont divisibles par p¥. [Remarquer que e +1 —1 < n+m' —e—1
car g divise b et (h mod p) divise (f/g mod p) |. Comme d(M') est
égal a la valeur absolue du produit des coefficients dominants de
beybests e sbpim—e—1 on a d(M') > p*. En combinant avec (7),
on a la contradiction voulue. Pour montrer (8), soit v € M, deg(v) <
e +[. Alors g divise v. En multipliant (6) par v/g et par 1 + pus +
p*v3 4+ ...+ pF~1vh! on obtient

Aah + pav = v/g mod p*Z[X] 9)

ott Ay, 14 € Z[X]. De v € M et b € L on déduit que (v mod p*) est
divisible par (h mod p*), donc d’aprés (9), on a aussi (v/g mod p¥)
divisible par (h mod p*). Or (h mod p*) est de degré [ de coefficient
1, alors que (v/g mod p*) est de degré < e +1—e =1, donc v/g =
0 mod p*Z[X], et v = 0 mod p*Z[X], d’ou (8).

¢

Proposition 7 Sous les hypothéses précédentes, soit by, ... ,by1 une base LLL-
réduite de L. On suppose :
P> 2, ) (10)

Alors on a d°(ho) < m ssi

kl
p 1/n
bi] <

¢ La condition est suffisante d’aprés la proposition 6. Pour la condi-
tion nécessaire, voir [1]

&
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Proposition 8 Supposons les hypothéses de la proposition précédente vérifiées,
et supposons qu’en plus, il existe j € {1,... ,m + 1} pour lequel

pkl 1/
11l < (7)™ (11)
! (ke
et soit t le plus grand des tels j. On a alors
d°(hg) =m+1—t
ho = pged(by, ... ,by)
et (11) est vraie pour 1 < j < t.
¢ Soit J = {j € {1,2,... ,m+1} :on a (11)}. D’aprés la proposition
6, on sait que hg divise b; pour tout j € J, donc si on pose

hi = pged({b; : j € J})

alors hg divise hy. Chaque b, j € J est divisible par h; et est de
degré < m, donc appartient a

Z-hi+Z WX +... +Z hyXmdes(h)
Comme les b; sont linéairement indépendants, on a :
#J <m+1—deg(hy) (12)

D’aprés un résultat da a Mignotte, voir [1], on a [|hoX|| = ||hol] <
(C3)Y2 - || f|| pour tout i > 0. Pour i = 0,1,... ,m — deg(hg) on a
hoX € L, donc d’apreés le théoréme 2, on a :

ol < 2772 - (C5) M2 - LA

2m
pour 1 < j <m+1—deg(hg). D’aprés (10), ceci implique
{1,2,... ,m+1—deg(ho)} CJ (13)
De (12) et (13) et le fait que hg divise hy, on déduit qu’il y a égalité
dans (12) et (13) et que
deg(ho) = deg(h1) =m+1—1t
J=A{1,2,...,t}

Il reste & montrer que hy est égal & h;, au signe prés, et pour cela
il suffit que h, soit primitif. Choisissons j € J, et soit d; le contenu
de bj. Alors bj/d; est divisible par hg et ho € L, donc b;/d; € L. Or
b; appartient & une base de L, donc d; = 1 et b; est primitif, et ceci
reste valable pour le facteur hy de b;

&

4.2 Sous-algorithmes utiles

Nous allons maintenant pouvoir donner un algorithme permettant de factoriser
un polynome f € Z[X] de degré n > 0, en facteurs irréductibles dans Z[X].
Nous avons cependant besoin de trois algorithmes préliminaires.
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4.2.1 Sous-algorithme 1

On se donne f, n, p > 0 premier, k > 0 et un polynéme h € Z[X] de degré ! > 0
qui vérifient les conditions de la proposition 3. On suppose que les coefficients
de h sont réduits modulo p* afin que l’on ait :

IR]* < 1+ 1p**
Soit m > [ fixé et supposons que 'on a :
P> 2l () O

On a un algorithme qui détermine hg comme auparavant si 'on a d°hg < m.
Pour cela, on introduit le réseau L déja vu :

{P*XT0<i < U{RX? |0<j<m—1}

On réduit cette base par 'algorithme LLL et on a alors deux cas :
— |Ib1]l = @**/||£]|™)*/™. Alors par la proposition 7, on a d®hg > m.
— Nlball < @**/]1£1I™)Y/™. Alors par la proposition 7, on a d°hg < m, et

ho = ngd(bb v >bt)
avec t comme dans la proposition 8.

Proposition 9 Le nombre d’opérations effectuées par le sous-algorithme 1 est
polynomial avec une complexité en O(m*klog p)

4.2.2 Sous-algorithme 2

On se donne maintenant un polynéme f de degré n, un nombre premier p. On
suppose de plus que 'on a un polynéme h € Z[X], de degré [, satisfaisant aux
conditions de la proposition 5 avec k = 1, avec des coeflicients réduits modulo
D
On va maintenant utiliser le sous-algorithme 1, pour calculer hg, le facteur
irréductible de f tel que (h mod p) divise (hg mod p). On va tout d’abord com-
mencer & chercher une valeur de k convenable afin d’appliquer les résultats
précédents.
On peut supposer [ < n, sinon f = hg et ’algorithme termine. On cherche alors
la plus petite valeur de k telle que ’on ait les hypothéses de la proposition avec
m =n — 1, c’est-a-dire tel que I'on ait :

pkl > 2(n71)n/2(cg(—nlil))n/2||f||2n71
On modifie alors h sans changer (h mod p) pour que ’on ait dans (Z/pZ)[X] :

(h mod p*) | (f mod p*)

en gardant toujours les coefficients de h réduits modulo p.

On va maintenant exécuter le sous-algorithme 1 pour les valeurs m = [(n —
1)/2%,[(n — 1)/2%],...,[(n — 1)/2],(n — 1) ou w désigne le plus grand entier
pour lequel on a l < (n — 1)/2%, et [z] désigne la partie entiére de z, et on
s’arréte dés que le sous-algorithme 1 trouve hy pour une telle valeur de m.

Si ceci n’arrive pas, alors d°hoy > (n — 1) et donc hy = f.

Proposition 10 Le nombre d’opérations effectuées par le sous-algorithme 2 est
polynomial avec une complezité en O(mo(n® + n*log|f| + n3logp)) ot my =
d°hg.
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4.2.3 Sous-algorithme 3 : algorithme de Berlekamp

On redonne ici sans démonstration I'algorithme de Berlekamp qui permet pour
des petites valeurs de p premier de factoriser f € (Z/pZ)[X] de degré n. En
pratique, cet algorithme reste efficace pour des valeurs de p inférieurs & 100. Au
dela, il convient d’utiliser I’algorithme de Cantor-Zassenhaus.

Algorithme 2 (Algorithme de Berlekamp pour p petit)
FEtant donné un polynome f € (Z/pZ)[X] de degré n, sans racine, l’algorithme
suivant renvoie la factorisation de f en facteurs irréductibles.

1 Calcul de Q
Calculer inductivement pour 0 < k < n, les éléments q; , € Z/pZ tels que
l'on ait :
XPh= 3" gix X' (mod A(X))
0<i<n

2 Calcul de ker@Q — 1
Calculer les vecteurs Vi,...,V, de ker@Q — I. Alors r sera le nombre de
facteurs irréductibles de f et on a Vi = (1,0,...,0)t. Poser E « {f},
k< 1etj+ 1 (E designe un ensemble de polynomes dont le produit est
égal & f, k son cardinal et j Vindice du vecteur du noyau utilisé).

3 Fin?
Si k = r, renvoyer E et terminer l’algorithme. Sinon, poser j < j +
1 et soit T(X) le polynome correspondant au vecteur V; (ie. T(X) =
2 o<icn(V3)iX"

4 Scindage
Pour chaque élément B € E de degré > 1, calculer

F={GX)=(B(X)AT(X)-3s) | s€Z/pZ et d°G(X) > 1}

Poser E < (E\{B})UF etk < k—1+¢F.
Si k =r, renvoyer E et terminer lalgorithme. Sinon aller a l’étape 3.

4.3 Algorithme final de factorisation dans Z[X]|

On va maintenant décrire un algorithme qui étant donné un polynéme f € Z[X]
primitif de degré n > 0, retourne sa décomposition en facteurs irréductibles dans
Z1X].
Pour cela, on commence par calculer le discriminant de f par le calcul du résul-
tant de f et f'.
— On suppose que 'on a R(f, f') #0
Ensuite on détermine le plus nombre premier p tel que p fR(f, f') et 4 ’aide de
Palgorithme de Berlekamp, on décompose (f mod p) en facteurs irréductibles
dans (Z/pZ)[X]. On a alors la propriété (4) pour tout diviseur (h mod p) de
(f mod p).
Ensuite on va calculer les hy correspondants aux (h mod p), en utilisant le
sous-algorithme 2, et en faisant bien attention au fur et & mesure de supprimer
tous les (h mod p) qui divisent un méme hy.
— On suppose que 'on a R(f, f') =0
On calcule alors g le pged de f et f' dans Z[X]. On pose fo = f/g. Alors fy
n’a pas de facteurs multiples dans Z[X] et on se raméne au cas précédent.
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Ensuite comme ¢ et fp ont les mémes facteurs irréductibles dans Z[X], un
nombre limité de divisions permet de les trouver et de terminer la factorisation
de f.

Théoréme 6 L’algorithme décrit ci-dessus factorise un polynéome f de degré
n > 0 en produit de facteurs irréductibles avec une complezité O(n°+n®log|f]).
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