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� Rappels et d��nitions

On rappelle ici des r�sultats �l�mentaires sur les r�seaux ainsi que le proc�d�
d�orthogonalisation de Schmidt�

��� R�seaux

D��nition � Un r�seau de Rn est un sous�groupe discret de Rn�

Proposition � Un sous�groupe additif H de Rn est discret si et seulement si
pour tout compact K de Rn� l�intersection H �K est �nie�

Un exemple typique de sous�groupe discret de Rn est Zn� On va voir que c�est
� peu de choses pr�s le seul�

Th�or�me � Soit H un sous�groupe discret de Rn� Alors H est engendr� en
tant que Z�module par r vecteurs lin�airement ind�pendants sur R �d�o	 r �
n
�

� On choisit une famille �b�� � � � � br� d��l�ments de H lin�airement
ind�pendants tel que r soit maximal� On note �

P � f
rX

i��

�ibi j � � �i � �g

Comme P est compact� H � P est ni� Soit x � H � Vu le caract�re
maximal de �bi�i������ �r� on a �

x �

rX

i��

�ibi

avec �i � R� On consid�re pour j � Z� l��l�ment de H � P �

xj � jx�
rX

i��

�j�i�bi �

rX

i��

�j�i � �j�i��bi

On a donc que H est engendr� comme Z�module par H � P � et
est donc de type ni� D�autre part� comme H � P est ni� les �i
sont rationnels� Ainsi H est engendr� par un nombre ni d��l��
ments qui sont combinaisons lin�aires � coe�cients rationnels des
�bi�i������ �r� On a donc d � Z tel que dH �Pr

i�� Zbi� Ainsi il existe
une base �ci�i������ �r du Z�module

Pr
i�� Zbi et des �i � Z tels que

���c�� � � � � �rcr� engendre dH � De plus� on a rg�dH� � rg�H�� et
rg�dH� � r� donc rg�dH� � r et les �i sont tous non�nuls� Donc
dH � et par cons�quent H � est engendr� par r vecteurs lin�airement
ind�pendants sur R� �

D��nition � On appelle pour L �
Pn

j��Rbj un r�seau de Rn le d�termi�
nant ou volume d�L� de L� la racine du d�terminant de la matrice de Gram de
�b�� � � � � bj��

Proposition � d�L� ne d�pend pas de la base �b�� � � � � bj� choisie�

Th�or�me � Soit L un r�seau de Rn et S un sous�ensemble int�grable de Rn

tels que ��S� � d�L�� Il existe deux �l�ments x� y de S tels que x� y � L�
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� Soit �b�� � � � � bn� une base de L et P le parall�lotope semi�ouvert
construit sur cette base� Alors S est la r�union disjointe des S� �h	
P �� pour h � L� d�o� �

��S� �
X

h�L
��S � �h	 P ��

Or par l�invariance par translation de �� on a ��S � �h 	 P �� �
���S � h� � P �� et par suite ces ensembles ne peuvent �tre deux
� deux disjoints sinon� on aurait ��S� � d�L�� Par suite� il existe
h�h� � L tels que ��S � h� � P � � ��S � h�� � P � � �� d�o� x�y � S
tels que x� h � y � h�� �

��� Orthogonalisation de Gram�Schmidt

Soit �b�� � � � � bd� une famille libre de Rn� On a la proposition suivante �

Proposition � Si l�on d��nit par r�currence �

b�i � bi �
i��X

j��

�i�jb
�
j avec �i�j �

hbi� b�j i
kb�jk�

on obtient une famille orthogonale de Rn� qui est une base de
Pd

j��Rbj � De
plus la matrice donnant les b�i en fonction des bi est unipotente� En particulier�
si d�L� d�signe le d�terminant du r�seau L� on a �

d�L�� �

nY

i��

kb�i k�

Corollaire � �in�galit� d�Hadamard

Soit L un r�seau de d�terminant d�L�� �bi���i�n une Z�base� Alors �

d�L� �

nY

i��

kbik

� L�orthogonalit� des b�i donne �

kbik� � kb�i k� 	
i��X

j��

��i�jkb�jk

d�o� �

d�L�� �

nY

i��

kb�i k� �
nY

i��

kbik��

� Algorithme LLL

��� Bases r�duites et propri�t�s

Parmi les Z�bases du r�seau L� il en existe certaines qui sont plus int�ressantes
que les autres� Ce sont celles dont les �l�ments sont les plus courts� et elles
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sont appel�es r�duites� Comme les bases ont toutes le m�me d�terminant� le fait
d��tre r�duite implique de ne pas �tre tr�s loin d��tre orthogonale�
On introduit ici la notion donn�e par A�K�Lenstra� H�W�Lenstra et L�Lov�sz
dans ��� �appel�e maintenant r�duction LLL��

D��nition � Avec les notations pr�c�dentes� la base �b�� b�� � � � � bn� est LLL�
r�duite si �

j�i�j j � �

�
pour � � j � i � n

et

kb�i 	 �i�i��b
�
i��k� �




�
kb�i��k� pour � � i � n

ou de mani�re �quivalente

kb�i k � �



�
� �i�i���kb�i��k�

On peut remarquer que les vecteurs b�i 	 �i�i��b
�
i�� et b�i�� sont les projections

de bi et bi�� sur le suppl�mentaire orthogonal de
Pi��

j�� Rbj �

Th�or�me � Soit �b�� b�� � � � � bn� une base LLL�r�duite du r�seau L� Alors on
a les in�galit�s suivantes �

�

d�L� �

nY

i��

kbik � �n�n�����d�L�

�� Pour � � j � i � n� on a �

kbjk � ��i�����kb�i k

��
kb�k � ��n�����d�L���n

�� Pour tout x � L� x �� �� on a �

kb�k � ��n�����kxk

�� Pour tout famille �x�� � � � �xd� de L de vecteurs lin�airement ind�pendants�
on a pour � � j � d

kbjk � ��n�����max�kx�k� � � � � kxdk�

� La premi�re in�galit� de �� est l�in�galit� d�Hadamard� Pour la
seconde� le fait que �bi���i�n soit LLL�r�duite implique que �

kb�i k� �
�

�
kb�i��k�

c�est���dire pour � � j � i � n� on a �

��� kb�jk� � �i�jkb�i k�

et par suite� il vient �

kbik� � �i�� 	 �

�
kb�i k� � �i��kb�i k�
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L�in�galit� voulue s�obtient alors en multipliant ces in�galit�s�
Par ���� on a aussi pour � � j � i � n �

kbjk� � ��i�� 	 �i�j���kb�i k�

et ��i�� 	 �i�j��� � �i��� d�o� ��
On prend dans ��� j � � et on multiplie alors les in�galit�s obtenues
pour i � �� � � � � n pour obtenir 
�
Soit x �� � dans L� On �crit �

x �

iX

j��

rjbj �ri �� ��

Alors x s��crit aussi �

x �

iX

j��

sjb
�
j �ri � si�

Par suite� comme ri � Z� il vient �
kxk� � jsij�kb�i k� � kb�i k� � ���ikb�k� � ���nkb�k�

ce qui montre ��
Soit j � f�� � � � � dg� Il existe k � f�� � � � � dg tel que si

xk �
nX

i��

rk�ibi

il existe l � j tel que rk�l �� �� On a alors �

max�kx�k� � � � � kxdk�� � kxkk� � kb�jk� � �j�lkbjk� � ���nkbjk�

ce qui est bien �� �
Remarque � Ici on n�a pas utilis� � fond les conditions de r�duction LLL� On
peut a�aiblir les in�galit�s v�ri��es par les �i�j et prendre comme conditions �

��i�j �
�

�
pour j � i� �

j�i�ij � �

�

En fait le facteur �
� introduit ici peut �tre remplac� par 	 �� �� � ��� mais c�est le

facteur de r�duction �
� qui fut initialement utilis� dans l�algorithme LLL�

��� Description de l�algorithme LLL

On va maintenant pouvoir d�crire l�algorithme LLL�
Supposons que les vecteurs b�� � � � � bk�� soient initialement LLL�r�duits �i�e� ils
forment une base LLL�r�duite du r�seau qu�ils engendrent�� Le premier vecteur
devant �tre r�duit est bk� cela an que l�on ait �

j�k�j j � �

�
pour j � k

	



Ceci se fait en rempla�ant bk par bk�
P

j�k ajbj pour des aj � Z de la mani�re
suivante � supposons que

j�k�j j � �

�
pour l � j � k

�initialement avec l�k���� On prend q � b�k�le l�entier le plus proche de �k�l et
on remplace bk par bk � qbl� Alors les �k�j ne sont pas modi�s pour j � l �car
b�j est orthogonal aux bl pour l � j�� Le nouveau �k�j v�rie alors �

j�k�j j � �

�
pour l� � � j � k

Il faut aussi satisfaire la condition de Lov�sz �

kb�i k � �



�
� �i�i���kb�i��k�

Si cette condition est satisfaite� on incr�mente k de � et on s�occupe du vec�
teur suivant bk �si il existe�� Si cette condition n�est pas satisfaite� on echange
les vecteurs bk et bk��� et on d�cr�mente k de �� car on sait seulement que
b�� � � � � bk�� est LLL�r�duite�
D�autre part� si on pose Bk � kb�kk�� il est e�cace de calculer les Bk et les
�k�j une fois pour toute au d�but de l�algorithme et de les modier au fur et �
mesure� Cependant� il est plus int�ressant de calculer les coe�cients de Gram�
Schmidt quand on en a besoin� en conservant dans une variable kmax la valeur
maximale de k qui a �t� atteinte�
Une autre am�lioration est de calculer uniquement �k�k�� puisque c�est le seul
coe�cient qui intervient pour tester la condition de Lov�sz�
On en d�duit l�algorithme suivant �

Algorithme � �Algorithme LLL

�tant donn� une base b�� � � � � bn du r�seau L� cet algorithme transforme les bi
a�n que lorsque l�algorithme termine� les bi forment une base LLL�r�duite du
r�seau� En sortie� l�algorithme fournit la matrice H des coordonn�es de la base
�nale LLL�r�duite dans la base initiale� dont on notera Hi les colonnes �

� Initialisation
Poser k 	 �� kmax 	 �� b�� 	 b�� B� 	 kb��k� et H 	 In�

� Gram�Schmidt
Si k � kmax� aller � l��tape ��
Sinon� poser kmax 	 k� puis pour j � �� � � � � k � �� poser �

�k�j 	
hbi� b�j i
Bj

et b�k 	 b�k � �k�jb
�
j

Finalement� poser Bk 	 kb�kk� et si Bk � � sortir un message d�erreur
disant que les bi ne forment pas une famille libre� et terminer l�algorithme�

� Condition LLL
Executer le sous�algorithme RED�k�k�
�
Si Bk � ��� �� ��k�k���Bk��� executer le sous�algorithme ECH�k
� poser
k 	 max��� k � �� et aller � l��tape ��
Sinon� pour l � k � �� k � 
� � � � � �� executer le sous�algorithme RED�k�l
�
puis poser k 	 k 	 ��

�



� Fin
Si k � n aller � l��tape ��
Sinon� sortir la base LLL�r�duite bi� la matrice H � GLn�Z� et terminer
l�algorithme�

Sous
algorithme RED�k�l

Si j�k�lj � �� �� terminer l�algorithme�
Sinon soit q l�entier le plus proche de �k�l� i�e�

q 	 b�k�le � b�� � 	 �k�lc

Poser bk 	 bk � qbl� Hk 	 Hk � qHl� �k�l 	 �k�l � q et pour i �
�� � � � � l� �� poser �k�i 	 �k�i � q�l�i et terminer le sous�algorithme�

Sous
algorithme ECH�k

Echanger les vecteurs bk et bk��� ainsi que Hk et Hk��� et si k � �� pour
j � �� � � � � k � �� echanger �k�j et �k���j �
Puis poser �dans cet ordre
 � 	 �k�k��� B 	 Bk 	 ��Bk��� �k�k�� 	
�Bk��
B� b 	 b�k��� b

�
k�� 	 b�k 	 �b� b�k 	 ��k�k��b�k 	 �Bk
B�b et

Bk�� 	 B�
Finalement� pour i � k 	 �� � � � � kmax� poser �dans cet ordre
 t 	 �i�k�
�i�k 	 �i�k�� � �t� �i�k 	 �i�k�k�k�� 	 t et terminer le sous�algorithme

Il est facile de voir qu�au d�but de l��tape � de l�algorithme LLL� les conditions
LLL de sont satisfaites pour tout i � k��� Il en r�sulte que si k � n �c�est���dire
si k�n��� les bi forment une base LLL�r�duite du r�seau� De plus les op�rations
e�ectu�es sur les bi sont des op�rations �l�mentaires� et donc la base nalement
obtenue est bien une base du r�seau L�
Cependant� il faut v�rier la terminaison de l�algorithme� et que le r�sultat est
obtenu en un temps polynomial�
Pour � � i � n� posons

di � det��br�bs���r�s�i�

On a alors
di �

Y

��j�i

Bj

En particulier� on a d� � �� di � � et dn � d�L���

Proposition � Les di sont born�s inf�rieurement�

� Introduisons

m�L� � minfkxk� j x � L� x �� �g

On interpr�te alors di comme le carr� du d�terminant du r�seau
engendr� par les vecteurs b� � � � bi dans l�espace vectoriel

Pi
j��Rbj �

Ce r�seau contient alors un vecteur non nul x tel que �

kxk� � �i�
��d
��i
i

d�o�
di � ��
i��im�L�i�

�



Posons �
D �

Y

��i�n

di

Cette quantit� ne peut �tre modi�e que si l�un des Bi est modi�� c�est���dire
dans l�algorithme ECH � Mais dans cet algorithme� les di sont inchang�s pour
i � k � � et i � k� De plus� d�apr�s la condition test�e dans l��tape �� dk��
est multipli� par un facteur compris entre � et 

�� D�autre part� D est born�
inf�rieurement et donc le sous�algorithme ECH n�est ex�cut� qu�un nombre ni
de fois� et donc k ne peut d�cro�tre qu�un nombre ni de fois et l�algorithme se
termine�

Th�or�me � Soit L � Z
n un r�seau de base b�� � � � � bn� et soit B � R� B � �

tel que pour � � i � n� on ait kbik� � B� Alors le nombre d�op�rations n�ces�
saires � la r�duction de la base initiale en une base LLL�r�duite par l�algorithme
LLL est en O�n�log�B���

� Le th�or�me de Coppersmith

On ne sait pas extraire des racines e�i�mes sans factoriser n� Plus g�n�ralement�
on ne sait pas r�soudre une �quation polynomiale modulo n sans factoriser n �et
utiliser ensuite les restes chinois�� En �  	� Coppersmith a d�montr�� � l�aide
de l�algorithme LLL� que l�on pouvait trouver e�cacement toutes les petites
solutions d��quations polynomiales sans factoriser n �

Th�or�me � �Coppersmith
 � Soient P �x� un polyn�me unitaire de degr� 	
� coe�cients entiers� et n un entier de factorisation inconnue� Alors on peut
trouver en temps polynomial en �logn� 	� tous les entiers x� tels que P �x�� 

��modn� et jx�j � n���

� L�id�e de Coppersmith est de r�duire le probl�me de la recherche
des petites racines modulaires au probl�me �facile� de la r�solution
d��quations polynomiales sur Z� Plus pr�cis�ment� Coppersmith uti�
lise la r�duction de r�seau pour trouver une �quation polynomiale
�sur Z� satisfaite par toutes les petites racines modulaires de P � In�
tuitivement� on essaie de lin�ariser toutes les �quations de la forme
xiP �x�j 
 ��modn� pour des valeurs enti�res appropri�es de i et
j� De telles �quations sont satisfaites par n�importe quelle solution
de P �x� 
 ��modn�� Les petites solutions x� donnent des solutions
inhabituellement petites du syst�me lin�aire obtenu� Pour transfor�
mer des �quations modulaires en des �quations enti�res� on utilise le
lemme �l�mentaire suivant� avec la notation jjr�x�jj �

pP
a�i �

Lemme � Soit r�x� � Q�x� un polyn�me de degr� � m et X un
nombre positif� Supposons jjr�xX�jj � �


p
m� Si r�x�� � Z� avec

jx�j � X alors r�x�� � � sur Z�
Ce lemme provient du fait que tout entier su�samment petit est
n�cessairement nul� Fixons � pr�sent un param�tre h et consid�rons
les m � �h	��	 polyn!mes qu�v�x� � xu�P �x
n��v o� � � u � 	��
et � � v � h� Remarquons que l��valuation de qu�v�x� en n�im�
porte quelle racine x� de P �x� modulo n est n�cessairement un
entier� Et cela reste vrai pour toute combinaison lin�aire � coe��
cients entiers des qu�v�x�� Si une telle combinaison satisfait en outre

 



jjr�xX�jj � �

p
m alors le lemme nous assure que la r�solution de

l��quation r�x� � � sur Z fournira toutes les racines de P �x� mo�
dulo n inf�rieures � X en valeur absolue� Cela sugg�re la recherche
d�un vecteur court dans le r�seau correspondant aux qu�v�xX�� Plus
pr�cis�ment� d�nissons la matrice m � m M dont la i�me ligne
est constitu�e des coe�cients de qu�v�xX�� en commen�ant par les
termes de plus bas degr�� avec v � ��i � ��
	� et u � �i � �� � 	v�
M est triangulaire inf�rieure et un calcul �l�mentaire montre que
vol�M� � Xm�m�����n�mh��� Appliquons une r�duction LLL au r��
seau total engendr� par les lignes de M � Le premier vecteur de la
base r�duite obtenue correspond un polyn!me de la forme r�xX��
qui v�rie

jjr�xX�jj � ��m�����vol�M���m � ��m�����X�m�����n�h��

Rappelons qu�il faut jjr�xX�jj � �

p
n pour appliquer le lemme�

Par cons�quent� pour tout h donn�� la m�thode garantit de trouver
toutes les racines modulaires inf�rieures � X si �

X �
�p
�
nh��m���m����m���

La limite de cette borne sup�rieure � lorsque h tend vers l�inni est
�p
�
n��� � On en d�duit le r�sultat par un choix appropri� de h� �

� Factorisation dans Z�X�

Dans cette partie� nous allons exposer une m�thode de factorisation dans Z�X ��
Cet algorithme va utiliser l�algorithme de Berlekamp� ou tout autre algorithme
pour factoriser dans un �Z
pZ��X � et ensuite on utillisera LLL pour pouvoir �
partir d�un facteur irr�ductible dans �Z
pZ��X � obtenir un facteur irr�ductible
dans Z�X �� On va donc tout d�abord voir comment cette remont�e fonctionne
et comment elle peut �tre e�ectu�e par l�algorithme LLL� et ensuite pr�senter
l�algorithme complet de factorisation�

��� Lien avec les r�seaux

On d�signe dans toute cette partie par p un nombre premier et k un entier positif�
Soit f � Z�X � de degr� n � �� et h � Z�X � ayant les propri�t�s suivantes �

h est unitaire� ���

�h mod pk� divise �f mod pk� dans �Z
pkZ��X �� ���

�h mod p� est irr�ductible dans �Z
pZ��X �� ���

�h mod p�� ne divise pas �f mod p�dans �Z
pZ��X �� ���

On d�signe par l le degr� de h� On a alors � � l � n�

Proposition � Le polyn�me f a un facteur irr�ductible� unique au signe pr�s�
h� dans Z�X � tel que �h mod pk� divise �h� mod pk�� D�autre part� si g divise f
dans Z�X �� les trois assertions suivantes sont �quivalentes �

�




� �h mod p� divise �g mod p� dans �Z
pZ��X �
� �h mod pk� divise �g mod pk� dans �Z
pkZ��X �
� h� divise g dans Z�X �
En particulier� �h mod pk� divise �h� mod pk� dans �Z
pkZ��X ��

� L�existence de h� d�coule de ��� et ���� l�unicit� au signe pr�s�
de ���� Les implications �ii� �� �i� et �iii� �� �i� sont claires�
Maintenant supposons �i�� montrons �iii� et �ii� Il r�sulte de �i� et
��� que �h mod p� ne divise pas �f
g mod p� dans Fp�X �� donc h� ne
divise pas �f
g mod p� dans Z�X �� donc divise g� Ceci prouve �iii��
D�apr�s ���� les polyn!mes �h mod p� et �f
g mod p� sont premiers
entre eux dans Fp�X �� donc on a �

��� mod p���h mod p� 	 ��� mod p���f
g mod p� � �

o� ��� �� � Z�X �� Par cons�quent ��h 	 ��f
g � � � pv�� avec
v� � Z�X �� En multipliant par �	pv�	p�v��	 � � �	pk��vk��� et par
g� on obtient �

��h	 ��f 
 g mod pkZ�X �

o� ��� �� � Z�X �� Le terme de gauche� pris modulo pk est divisible
par �h mod pk��c�est vrai pour le terme de droite� Ceci prouve �ii��
La derni�re assertion en d�coule en prenant g � h�� �

Pour la suite� on xe un entier m � l� et soit L l�ensemble des polyn!mes de
Z�X �� de degr� inf�rieur ou �gal � m� dont l�image canonique dans �Z
pkZ��X �
est divisible par �h mod pk�� L est alors un r�seau de Rm	� en identiantPm

� aiX
i et �a�� � � � � am�� dont une base est �

fpkX i j � � i � lg � fhXj j � � j � m� lg
d�o� d�L� � pkl� On d�nit de plus la norme kPm

� aiX
ik comme la norme

euclidienne de �a�� � � � � am��

Proposition � Soit b � L tel que

pkl � kfkmkbkn ���

Alors b est divisible par h� dans Z�X �� et en particulier f  b �� ��

�On peut supposer b �� �� Posons g � pgcd�f� b�� D�apr�s la proposi�
tion �� il su�t de montrer que �h mod p� divise �g mod p�� Supposons
que ce ne soit pas le cas� Alors par ���� on a �

��h	 ��g � �� pv� �	�

o� ��� ��� v� � Z�X �� Nous allons en tirer une contradiction� Soit
e � deg�g� et m� � deg�b�� On a � � e � m� � m� Posons

M � f�f 	 �b � �� � � Z�X �� deg��� � m� � e� deg��� � n� eg

� Z	 Z �Xe 	 Z �Xe	� 	 � � �	 Z �Xn	m��e��

Soit M � la projection de M sur

Z �Xe 	 Z �Xe	� 	 � � �	 Z �Xn	m��e��

��



Supposons que �f	�g se projette sur � dansM �� avec � et � comme
dans la d�nition de M � Alors deg��f 	�b� � e� or g divise �f 	�b�
donc �f 	�b � � De � � �f
g� � �� � �b
g� et pgcd�f
g� b
g� � �� on
d�duit que f
g divise �� Or deg��� � n� e � deg�f
g�� donc � � ��
et aussi � � ��
Ceci montre que les projections des

fX if � � � i � m� � eg � fXjb � � � j � n� eg

sont lin�airement ind�pendantes� Comme ces projections engendrent
M �� il r�sulte que M � est un r�seau de rang n 	 m� � �e� D�apr�s
l�in�galit� d�Hadamard et ���� on obtient

d�M �� � kfkm��e � kbkn�e � kfkm � kbkn � pkl� ���

On d�duit de �	� que

fv �M � deg�v� � e	 lg � pkZ�X � ���

Ainsi� si on choisit une base be� be	�� � � � � bn	m��e��� de M � avec
deg�bj� � j� alors les coe�cients dominants de be� be	�� � � � � bn	m��e��
sont divisibles par pk� �Remarquer que e 	 l � � � n 	m� � e � �
car g divise b et �h mod p� divise �f
g mod p� �� Comme d�M �� est
�gal � la valeur absolue du produit des coe�cients dominants de
be� be	�� � � � � bn	m��e�� on a d�M �� � pkl� En combinant avec ����
on a la contradiction voulue� Pour montrer ���� soit v �M�deg�v� �
e	 l� Alors g divise v� En multipliant �	� par v
g et par � 	 pv� 	
p�v�� 	 � � �	 pk��vk��� on obtient

��h	 ��v 
 v
g mod pkZ�X � � �

o� ��� �� � Z�X �� De v � M et b � L on d�duit que �v mod pk� est
divisible par �h mod pk�� donc d�apr�s � �� on a aussi �v
g mod pk�
divisible par �h mod pk�� Or �h mod pk� est de degr� l de coe�cient
�� alors que �v
g mod pk� est de degr� � e	 l � e � l� donc v
g 

� mod pkZ�X �� et v 
 � mod pkZ�X �� d�o� ����
�

Proposition  Sous les hypoth�ses pr�c�dentes� soit b�� � � � � bm	� une base LLL�
r�duite de L� On suppose �

pkl � �mn���Cm
�m�n��kfkm	n ��
�

Alors on a do�h�� � m ssi

kb�k � �
pkl

kfkm ���n

� La condition est su�sante d�apr�s la proposition 	� Pour la condi�
tion n�cessaire� voir ���
�

��



Proposition � Supposons les hypoth�ses de la proposition pr�c�dente v�ri��es�
et supposons qu�en plus� il existe j � f�� � � � �m	 �g pour lequel

kbjk � �
pkl

kfkm ���n ����

et soit t le plus grand des tels j� On a alors

do�h�� � m	 �� t

h� � pgcd�b�� � � � � bt�

et �
 est vraie pour � � j � t�

� Soit J � fj � f�� �� � � � �m	�g � on a ����g� D�apr�s la proposition
	� on sait que h� divise bj pour tout j � J � donc si on pose

h� � pgcd�fbj � j � Jg�
alors h� divise h�� Chaque bj � j � J est divisible par h� et est de
degr� � m� donc appartient �

Z � h� 	 Z � h�X 	 � � �	 Z � h�Xm�deg�h��

Comme les bj sont lin�airement ind�pendants� on a �

�J � m	 �� deg�h�� ����

D�apr�s un r�sultat d" � Mignotte� voir ���� on a kh�Xk � kh�k �
�Cm

�m���� � kfk pour tout i � �� Pour i � �� �� � � � �m� deg�h�� on a
h�X � L� donc d�apr�s le th�or�me �� on a �

kbjk � �m�� � �Cm
�m���� � kfk

pour � � j � m	 �� deg�h��� D�apr�s ��
�� ceci implique

f�� �� � � � �m	 �� deg�h��g � J ����

De ���� et ���� et le fait que h� divise h�� on d�duit qu�il y a �galit�
dans ���� et ���� et que

deg�h�� � deg�h�� � m	 �� t

J � f�� �� � � � � tg
Il reste � montrer que h� est �gal � h�� au signe pr�s� et pour cela
il su�t que h� soit primitif� Choisissons j � J � et soit dj le contenu
de bj � Alors bj
dj est divisible par h� et h� � L� donc bj
dj � L� Or
bj appartient � une base de L� donc dj � � et bj est primitif� et ceci
reste valable pour le facteur h� de bj
�

��� Sous�algorithmes utiles

Nous allons maintenant pouvoir donner un algorithme permettant de factoriser
un polyn!me f � Z�X � de degr� n � �� en facteurs irr�ductibles dans Z�X ��
Nous avons cependant besoin de trois algorithmes pr�liminaires�

��



����� Sous
algorithme �

On se donne f� n� p � � premier� k � � et un polyn!me h � Z�X � de degr� l � �
qui v�rient les conditions de la proposition 
� On suppose que les coe�cients
de h sont r�duits modulo pk�an que l�on ait �

khk� � � 	 lp�k

Soit m � l x� et supposons que l�on a �

pkl � �mn���Cm
�m��n���kfkm	n

On a un algorithme qui d�termine h� comme auparavant si l�on a doh� � m�
Pour cela� on introduit le r�seau L d�j� vu �

fpkX i j � � i � lg � fhXj j � � j � m� lg
On r�duit cette base par l�algorithme LLL et on a alors deux cas �
# kb�k � �pkl
kfkm���n� Alors par la proposition � on a doh� � m�
# kb�k � �pkl
kfkm���n� Alors par la proposition � on a doh� � m� et

h� � pgcd�b�� � � � � bt�

avec t comme dans la proposition ��

Proposition � Le nombre d�op�rations e�ectu�es par le sous�algorithme � est
polynomial avec une complexit� en O�m�k log p�

����� Sous
algorithme �

On se donne maintenant un polyn!me f de degr� n� un nombre premier p� On
suppose de plus que l�on a un polyn!me h � Z�X �� de degr� l� satisfaisant aux
conditions de la proposition � avec k � �� avec des coe�cients r�duits modulo
p�
On va maintenant utiliser le sous�algorithme �� pour calculer h�� le facteur
irr�ductible de f tel que �h mod p� divise �h� mod p�� On va tout d�abord com�
mencer � chercher une valeur de k convenable an d�appliquer les r�sultats
pr�c�dents�
On peut supposer l � n� sinon f � h� et l�algorithme termine� On cherche alors
la plus petite valeur de k telle que l�on ait les hypoth�ses de la proposition avec
m � n� �� c�est���dire tel que l�on ait �

pkl � ��n���n���Cn��
��n����

n��kfk�n��
On modie alors h sans changer �h mod p� pour que l�on ait dans �Z
pZ��X � �

�h mod pk� j �f mod pk�

en gardant toujours les coe�cients de h r�duits modulo p�
On va maintenant ex�cuter le sous�algorithme � pour les valeurs m � ��n �
��
�u�� ��n � ��
�u�� � � � � ��n � ��
��� �n � �� o� u d�signe le plus grand entier
pour lequel on a l � �n � ��
�u� et �x� d�signe la partie enti�re de x� et on
s�arr�te d�s que le sous�algorithme � trouve h� pour une telle valeur de m�
Si ceci n�arrive pas� alors doh� � �n� �� et donc h� � f �

Proposition �	 Le nombre d�op�rations e�ectu�es par le sous�algorithme � est
polynomial avec une complexit� en O�m��n


 	 n� log jf j 	 n� log p�� o	 m� �
doh��

��



����� Sous
algorithme � � algorithme de Berlekamp

On redonne ici sans d�monstration l�algorithme de Berlekamp qui permet pour
des petites valeurs de p premier de factoriser f � �Z
pZ��X � de degr� n� En
pratique� cet algorithme reste e�cace pour des valeurs de p inf�rieurs � ���� Au
del�� il convient d�utiliser l�algorithme de Cantor�Zassenhaus�

Algorithme � �Algorithme de Berlekamp pour p petit

�tant donn� un polyn�me f � �Z
pZ��X � de degr� n� sans racine� l�algorithme
suivant renvoie la factorisation de f en facteurs irr�ductibles�

� Calcul de Q
Calculer inductivement pour � � k � n� les �l�ments qi�k � Z
pZ tels que
l�on ait �

Xpk 

X

��i�n

qi�kX
i �mod A�X��

� Calcul de kerQ� I
Calculer les vecteurs V�� � � � � Vr de kerQ� I� Alors r sera le nombre de
facteurs irr�ductibles de f et on a V� � ��� �� � � � � ��t� Poser E 	 ffg�
k 	 � et j 	 � �E designe un ensemble de polyn�mes dont le produit est
�gal � f � k son cardinal et j l�indice du vecteur du noyau utilis�
�

� Fin �
Si k � r� renvoyer E et terminer l�algorithme� Sinon� poser j 	 j 	
� et soit T �X� le polyn�me correspondant au vecteur Vj �i�e� T �X� �P

��i�n�Vj�iX
i�

� Scindage
Pour chaque �l�ment B � E de degr� � �� calculer

F � fG�X� � �B�X�  T �X�� s� j s � Z
pZ et doG�X� � �g

Poser E 	 �EnfBg� � F et k 	 k � � 	 �F �
Si k � r� renvoyer E et terminer l�algorithme� Sinon aller � l��tape ��

��� Algorithme 	nal de factorisation dans Z�X�

On va maintenant d�crire un algorithme qui �tant donn� un polyn!me f � Z�X �
primitif de degr� n � �� retourne sa d�composition en facteurs irr�ductibles dans
Z�X ��
Pour cela� on commence par calculer le discriminant de f par le calcul du r�sul�
tant de f et f ��
# On suppose que l�on a R�f� f �� �� �
Ensuite on d�termine le plus nombre premier p tel que p � jR�f� f �� et � l�aide de
l�algorithme de Berlekamp� on d�compose �f mod p� en facteurs irr�ductibles
dans �Z
pZ��X �� On a alors la propri�t� ��� pour tout diviseur �h mod p� de
�f mod p��
Ensuite on va calculer les h� correspondants aux �h mod p�� en utilisant le
sous�algorithme �� et en faisant bien attention au fur et � mesure de supprimer
tous les �h mod p� qui divisent un m�me h��

# On suppose que l�on a R�f� f �� � �
On calcule alors g le pgcd de f et f � dans Z�X �� On pose f� � f
g� Alors f�
n�a pas de facteurs multiples dans Z�X � et on se ram�ne au cas pr�c�dent�

��



Ensuite comme g et f� ont les m�mes facteurs irr�ductibles dans Z�X �� un
nombre limit� de divisions permet de les trouver et de terminer la factorisation
de f �

Th�or�me � L�algorithme d�crit ci�dessus factorise un polyn�me f de degr�
n � � en produit de facteurs irr�ductibles avec une complexit� O�n�	n
 log jf j��
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