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CHAPITRE 1

GROUPES

1.1. Généralités sur les groupes

1.1.1. Groupes et morphismes. — Un groupe G est la donnée d’'un ensemble G, muni
d’'une loi de composition
GXG_'G) (g)h)"—)ghr

satisfaisant les propriétés suivantes :

1° associativité : pour tous g1, 82,83 €G, (8182)83 = 81(8283) ;

2° existence d'un élément neutre (nécessairement unique) : il existe e € G, tel que ge =
eg = g pour tout g € G;

3° inverse : tout élément g € G admet un inverse (nécessairement unique), c’est-a-dire
un élément g’1 € Gtel que gg’1 = gflg =e.

On dit que G est un abélien si, pour tous g,h € G, on a gh = hg. Dans ce cas, on note
généralement la loi de groupe additivement (g + h), I'élément neutre 0, et 'inverse de g est
appelé 'opposé, noté —g.

Un morphisme de groupes est la donnée d'une application f : G; — G, entre deux
groupes, satisfaisant, pour tous g, h € G,

flgh) =f(gf(h).

Si f est bijective, alors f~! est aussi un morphisme et on dit que f est un isomorphisme.
Si en outre G; = G2 =G, alors on dit que f est un automorphisme de G.

Exemples. — 1° (R, +) et (R*, x) sont des groupes; la méme chose reste vraie en rempla-
cant R par le corps des complexes C, ou plus généralement par n'importe quel corps
K ; encore plus généralement, pour un anneau commutatif A, on a le groupe multiplicatif
(A, %) des unités de A (les éléments de A inversibles dans A).

2° L'application exponentielle est un morphisme de groupes, exp : (C, +) — (C*, x).

3° (Z/nZ,+) est un groupe d’ordre n ('ordre d’un groupe fini G est son cardinal, noté
IGI).

1. Dans ces notes, un corps est toujours commutatif, sauf mention expresse du contraire.
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4° Le groupe diédral D, des symétries et rotations du plan préservant un polygone ré-
gulier a n cotés est un groupe d’ordre 2n.

5° Le groupe symétrique S,, des bijections d’'un ensemble a n éléments est un groupe
d’ordre n!

6° Le groupe orthogonal O(n,R) des transformations orthogonales de R”.

7° Si K est un corps, alors les matrices inversibles n x n a coefficients dans K forment le
groupe général linéaire GL(n,K) ; le déterminant det : GL(n,K) — K* est un morphisme;
si E est un K-espace vectoriel de dimension 7, alors le groupe des applications linéaires
bijectives de E dans E est isomorphe a GL(n,K).

8° Plus généralement, si A est un anneau commutatif, alors on peut former le groupe
GL(n,A) des matrices inversibles a coefficients dans A : il s’agit exactement des matrices
M telles que detM € A ; par exemple le groupe GL(n, Z) est constitué des matrices a coef-
ficients entiers, de déterminant +1.

9° Si G et G, sont deux groupes, alors on peut former un groupe appelé produit direct
G x Gz, en munissant ce produit de la loi interne (g1, g2) (h1, hp) = (g1 h1, g2 h2).

10° Lensemble des automorphismes d'un groupe G, muni de la composition, est un
groupe noté AutG.

1.1.2. Sous-groupes, générateurs. — Une partie H d'un groupe G est appelée un sous-
groupe si la loi de composition de G se restreint a H et en fait un groupe, ce qui est équi-
valent aux propriétés suivantes :

1° ee H;
2° pourtous hy,hp e H,ona h1hy €eH;
3° pourtout heH, onahleH.

Exemples. — 1° Lintersection de sous-groupes est un sous-groupe.

2° Les sous-groupes de Z sont les nZ pour n € N.

3° aZ est un sous-groupe de R pour tout a € R (on obtient ainsi tous les sous-groupes
non denses).

4°Si f: G — G’ est un morphisme de groupes, alors le noyau et I'image de f,

kerf={geG,f(g)=¢e}, imf={f(g),g€G},

sont des sous-groupes de G et G’ respectivement ; le morphisme f est injectif si et seule-
ment si ker f = {e}.
5° La signature € : S, — {+1} est un morphisme, dont le noyau est le groupe alterné A,,.
6° Le noyau du déterminant det : GL(n,[K) — [K* est le groupe spécial linéaire des ma-
trices de déterminant 1, il est noté SL(n, K) ; exercice : montrer que, si K = Fg, corps fini a
g éléments, alors les ordres de ces groupes sont

IGL(n,Fp)l = (q"-D(q" - q)---(q" - q"™), 1)
ISL(n,Fp)l = (@"-1(G" - q) -+ (" - q"Hq" " )

7° Le noyau du déterminant sur le groupe diédral D, est le sous-groupe des rotations
d’angle multiple de 27”
8° Le centre d'un groupe G,

Z(G) ={g € G, gx = xg pour tout x € G}
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est un sous-groupe de G; le groupe G est abélien si et seulement si Z(G) = G; par exemple,
le centre de GL(n,K) est constitué des homothéties, et le centre de SL(n,K) des homothé-
ties de rapport une racine n-ieme de I'unité dans le corps K.

9°Si g € G, on peut considérer le morphisme de groupes

¢g: 72— G, n—g"; 3)

I'image de ¢ est le plus petit sous-groupe de G contenant g, on I'appelle le sous-groupe
engendré par g et on le note (g) ; il est infini (ce qui se produit si g" # 1 pour tout n # 0),
on dit que l'ordre de g est infini, sinon I'ordre de g est par définition |'ordre de (g).

Ce dernier exemple se généralise de la maniere suivante :

1.1.3. Proposition. — Soit une partie A d'un groupe G. Alors il existe un plus petit sous-
groupe de G contenant A. On l'appelle sous-groupe engendré par A, et on le note (A).

Démonstration. — 11y a deux constructions équivalentes. La premiére consiste a définir
(A) comme l'intersection de tous les sous-groupes de G contenant A. La seconde construc-
tion consiste en la description explicite :

(A) = {(x{ x5 xy, neN, x; €Ae; = £1}.

O

1.1.4. Proposition. — Le sous-groupe engendré par un élément g € G est isomorphe a Z s'il
estinfini, a Z/nZ s’il est fini, ot n est l'ordre de g.

Démonstration. — Le morphisme ¢ considéré en (3) a pour image (g). Sil'ordre de g est
infini, alors ¢ est injectif, donc on obtient un isomorphisme ¢ : Z — (g). Sil'ordre de (g)
est fini, alors ker ¢4 = nZ, et I'application J)g :Z1nZ — (g), m— g™, est bien définie, est
un morphisme de groupes, par définition injectif et surjectif, donc un isomorphisme. O

Une partie A de G est une partie génératrice de G, ou engendre G, si (A) = G. On dit que
G est un groupe monogene s’il est engendré par un seul élément, un groupe cyclique s’il
est de plus fini.

Exemples. — 1° Le groupe diédral est engendré par la rotation r d’angle 27” etla symétrie s
par rapport al’axe horizontal : alors srs = rlet D, = {rk, 0<sks< n—l}u{srk,O <ks<n-1}.

2° Voici trois ensembles différents de générateurs pour le groupe symétrique S, :

— toutes les transpositions;;

— les transpositions (12), (23), ..., (n—1n);

— la transposition (12) et le cycle (12---n) .

3° Le groupe alterné A, est engendré par les 3-cycles (abc), car (ab)(ac) = (ach) et
(ab)(cd) = (acb)(acd).

4° Pour n = 2, le groupe orthogonal O(n,R) est engendré par les réflexions (symétries
par rapport a un hyperplan), voir Chap.
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1.1.5. Classes a gauche. — Soit H un sous-groupe du groupe G. On définit sur G une
relation d’équivalence # par

XRy <= 3JheH,y=xh.

Les trois propriétés caractéristiques des relations d’équivalence (réflexivité, symétrie,
transitivité) se vérifient immédiatement. La classe d’équivalence d'un élément x € G est
xH = {xh, h € H}. Les xH pour x € G sont appelées classes a gauche de G, et 'ensemble
quotient de G par %, c’est-a-dire I'ensemble des classes a gauche, est noté G/H. Si cet
ensemble est fini, son cardinal, noté [G: H], est appelé 'indice de H dans G.

On peut définir aussi les classes a droite comme les ensembles Hx = {hx, h € H}, et
I'ensemble des classes a droite est noté H\G. Heureusement, il est a peu pres indifférent
d’utiliser des classes a droite ou a gauche, car I'application inverse ¢ : G — G, x — x !,
envoie xH sur Hx~!, donc envoie classes 4 gauche sur classes a droite ; induisant ainsi une
bijection

G/H— H\G.
Soit x € G, alors I'application H — G, h — xh, induit une bijection
H— xH.

En particulier, si H est fini, alors le cardinal d'une classe a gauche xH est égal a 'ordre de
H. Les classes a gauche forment donc une partition de G par des classes de méme cardinal,
d’olt:

1.1.6. Proposition (Théoréme de Lagrange). — Si G est fini et H est un sous-groupe de G,
alors

|Gl = HI[G: H].

En particulier, U'ordre d’'un sous-groupe de G divise l'ordre de G ; l'ordre d’'un élément de G
divise l'ordre de G.

En particulier, un groupe d’ordre premier p est nécessairement isomorphe au groupe
cyclique Z/pZ.

1.1.7. Sous-groupes distingués. — Soit g € G, alors 'application
g:G6—G, x— gxg_l,

est un automorphisme de G. Un tel automorphisme de G est appelé automorphisme in-
térieur de G, et
1:G— AutG

est un morphisme de groupes (dont le noyau est le centre Z(G)).

On dit qu'un sous-groupe H de G est un sous-groupe distingué, ou sous-groupe nor-
mal, et on note H <G, s'il est stable par tout automorphisme intérieur, c’est-a-dire : pour
tousgeGetheH,onaghg ' eH.

Exemples. — 1° Les sous-groupes triviaux {e} et G de G sont distingués.

2° Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont distingués.

3°Si f: G — G’ est un morphisme de groupes, alors ker f <G (attention, il est faux en
général que I'image soit un sous-groupe distingué) ; plus généralement, si H' <G/, alors
1) <G.
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1.1.8. Quotient. — Soit H un sous-groupe de G, on souhaite munir G/H d’une structure
de groupe telle que la projection p : G — G/H, x — xH, d'un élément sur sa classe a gauche,
soit un morphisme de groupes. L'élément neutre de G/H serait nécessairement eH, et donc
le noyau de p serait la classe de e, c’est-a-dire H. D’apres I'exemple 3 ci-dessus, il faut donc
que H soit distingué dans G. Cette condition est suffisante :

1.1.9. Théoreme. — Si H est un sous-groupe distingué de G, alors il existe sur G/H une
unique structure de groupe, telle que la projection p : G — G/H soit un morphisme de
groupe.

Il estimportant de noter que si H est distingué, alors les classes a droite sont égales aux
classes a gauche : xH = Hx pour tout x € G, puisque xHx~! = H. Ainsi G/H = H\G et on
obtient le méme groupe quotient en considérant les classes a droite ou a gauche.

Démonstration. — Pour que p soit un morphisme de groupes, il faut que la loi de groupe
sur G/H vérifie

(xH)(yH) = xyH. 4)
La premiere chose a faire est de vérifier que cette formule ne dépend pas des choix de x et
y dans leurs classes : si x= x'h et y = y' I/, alors

xy= x,]’lylhl — x'y’(y’flhy’)h’.

Puisque H est distingué, y'~'hy’ € H donc xyH = x'y'H. La formule (4) définit donc bien
une loi de composition sur G/H. Il estimmédiat de vérifier qu’il s’agit d'une loi de groupe.
O

Si H est distingué, alors les groupes H, G et G/H s’inserent dans une suite exacte de
groupes :

1—H--G62G/H—1,
ol i:H — Gestl'inclusion du sous-groupe H dans G. Cela signifie que, dans le diagramme,

le noyau de chaque fleche est égal a 'image de la fleche précédente (vérifier ce que cela
veut dire a chacun des 5 groupes du diagramme, ou 1 désigne le groupe {e}).

1.1.10. Théoreme (Propriété universelle du quotient). — Soit H un sous-groupe distin-
gué deG, et f : G — G’ un morphisme de groupes. Si ker f > H, alors il existe un unique
morphisme f : G/H — G' tel que f = f o p, c'est-a-dire, le diagramme suivant est commuta-

tif:

G G
L
7 ’ f
G/H
En outre, ker f =ker f/H etim f = im f.
Démonstration. — On veut poser f(xH) = f(x), cela a un sens a condition que f(xh) =

f(x) pour tout h € H, c’est-a-dire f(h) = e, ce qui est précisément le cas puisque ker f > H.
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L'application f : G/H — G ainsi définie est manifestement unique, on vérifie immédiate-
ment que c’est un morphisme, avec le noyau et I'image indiqués. O

1.1.11. Corollaire. — Si f : G — G’ est un morphisme de groupes, alors f :Gl/ker f —im f
est un isomorphisme.
De maniére équivalente, si on a une suite exacte de groupes

1—aL G k—1,

alors g : G/H — K est un isomorphisme.

Noter I'abus de notation trés courant : on a écrit G/H au lieu de G/ f (H), car comme f
est injective, on peut identifier H a son image f(H) cG.

Démonstration. — On applique le théoréme a f : G — im f, coincidant avec f mais dont
on a restreint le but, et 8 H = ker f, donc on obtient f : G/ker f — im f, avec ker f =
kerf/kerf=1letimf=im f=imf. O

Exercice. — La propriété universelle caractérise le quotient : s’il existe (K, ), ou K est un
groupe et 1 un morphisme de groupes G — K tel que kermt o H, et si (K, ) est universel
pour cette propriété (si ker f > H, alors il existe un unique morphisme f : K — G’ tel que
f = fom), alors (K, ) est uniquement isomorphe a (G/H, p), ce qui signifie qu'il existe un
unique isomorphisme ¢ : G/H — K rendant le diagramme suivant commutatif :

7N

G/H——K

Exemples. — 1° Le groupe Z/nZ estle quotient de Z par nZ. On peut en déduire les sous-
groupes de Z/nZ : leur image réciproque par la projection p : Z — Z/nZ est un sous-
groupe de Z contenant nZ, donc de la forme dZ pour d|n, donc les sous-groupes de Z/nZ
sont exactement les sous-groupes cycliques engendrés par les entiers d tels que d|n.
Dans cet exemple, Z/nZ est un anneau, et non seulement la loi additive passe au quotient,
mais aussi la loi multiplicative (car nZ est un idéal : a(nZ) c nZ pour tout a € Z), donc
Z/nZ est un anneau, 'anneau quotient de Z par 'idéal nZ.
2° Le groupe diédral s’'insere dans la suite exacte

1—Z/nZ —D, % 11} —1,

ol le premier groupe est le sous-groupe (cyclique) des rotations de D, ; ainsi D,/ (Z/nZ) =
z/27.
3°0OnaS,/A,=7/27,venant de la suite exacte
1— A, — Sy — {1} — 1.

4° Le morphisme ( : G — AutG, défini par 1(g)(x) = gxg~!, a pour noyau le centre Z(G)
et image le sous-groupe IntG des automorphismes intérieurs de G, donc IntG = G/Z(G).
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5° Si K c H sont deux sous-groupes distingués de G, alors
(G/K)/(H/K) = G/H;

en effet, en appliquant la propriété universelle au morphisme G — G/H, on obtient un
morphisme G/K — G/H, surjectif, dont le noyau est H/K.

1.1.12. Quotient d’espace vectoriel. — Si E est un K-espace vectoriel, et F c E un sous-
espace vectoriel, alors en particulier, pour la structure de groupe abélien, F est un sous-
groupe de E donc on peut former le quotient E/F. Dans ce cas, la structure de K-espace
vectoriel passe aussi au quotient, en définissant pour x € E la multiplication par le scalaire
A €K dans E/F par A(x+F) = (Ax) + F : en effet, si on prend un autre représentant y = x+ f
(f € F) dela classe de x dans E/F, alors Ay = Ax + A f représente bien la classe Ax+F € E/F,
puisque A f € F. La projection
p:E—E/F

est alors aussi une application linéaire de noyau F, et la propriété de factorisation (théo-
reme|1.1.10) reste valable en remplagant les morphismes de groupe par des applications
linéaires : si ¢ : E — E’ est une application linéaire telle que ker ¢ > F, alors elle se factorise,
de maniére unique, par une application linéaire ¢ : E/F — E’ telle que ¢ = ¢o p. A nouveau,
cette propriété caractérise le quotient.

Si on choisit dans E un supplémentaire G de F, de sorte que E = F&G, alors la projection
restreinte p|g : G — E/F est un isomorphisme linéaire. Via cet isomorphisme, 'application
linéaire induite au quotient, ¢, peut s’identifier a la restriction ¢|g, mais ce n’est pas in-
trinséque, car le supplémentaire G n’est pas unique.

Attention, cette propriété est particuliere aux espaces vectoriels : dans le cas des
groupes, si H <G, alors en général G n’est pas isomorphe au produit H x G/H. Voir §[1.3]

Finalement, en appliquant la propriété de factorisation aux formes linéaires E — K, on
observera l'identification bien utile du dual (E/F)* avec le sous-espace de E* des formes
linéaires s’annulant sur F : plus précisément, la transposée de p fournit une application
linéaire

p':(B/B)* —E*, f— fop,
dontl'image est constituée exactement des formes linéaires s’annulant sur F, & savoir F* =
{f € E*, ker f © F}. On obtient ainsi un isomorphisme

p':(E/F)* = F.. (5)
1.1.13. Groupe dérivé. — Soit G un groupe, x,y € G, alors x et y commutent si

xyx~'y~l = e. On appelle commutateur un élément de G de la forme xyx 'y~!, et
le groupe engendré par tous les commutateurs,

DG) =(xyx 'y L, x,yeG),
est appelé groupe dérivé de G.

1.1.14. Proposition. — Le groupe dérivé D(G) est un sous-groupe caractéristique de G,
c’est-a-dire stable par tout automorphisme de G. En particulier, il est distingué.

Le quotient G/D(G) est abélien, et c’est le plus grand quotient abélien de G, au sens sui-
vant : si G/H est abélien, alors H > D(G), et donc G/H est un quotient de G/D(G).
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Démonstration. — Limage du commutateur xyx~'y~! par un automorphisme f est le
commutateur f(x) f(y) f(x)"' f(» !, donc f(D(G)) = D(G).

Puisque xyx~'y~! € D(G) pour tous x,y € G, tous les commutateurs sont nuls dans
le quotient G/D(G), donc G/D(G) est abélien. Si G/H est abélien, alors tous ses commu-
tateurs sont triviaux, donc pour tous x,y € G, il faut que xyx~'y~! € H, ce qui impose

D(G) cH. O

1.2. Groupes opérant sur un ensemble

1.2.1. Action de groupe. — Une action (a gauche) d'un groupe G sur un ensemble X est
la donnée d'une application

D:GxX—X, (g,x)—g-x,

telle que

1° pourtoutx€X,onae-x=x;

2° pourtousx€eXetg, g €G,onag-(g'-x)=(ggh-x
Il résulte de cette définition que, si on pose ®4(x) = g - x, alors

D, =1dx, q)g oy = (Dghr
donc une action du groupe G sur 'ensemble X est la méme chose qu'un morphisme de
groupes
G —BijX), g— @,

ol Bij(X) est 'ensemble des bijections de X. (On utilise parfois les actions a droite, notées
(g, x) — x-g, et satisfaisant la relation (x-g)-g’ = x-(gg’) : ce n’est pas une action a gauche,

puisque cela signifie ®@gor = Pz od,). Une action a droite - se ramene a une action a gauche
e en considérant ge x = x-g ')

Exemples. — 1° Le groupe symétrique S,, agit sur 'ensemble {1,..., n}.
2° GL(n,K) opeére sur K”.
3° O(n,R) opére sur la sphére S~ c R”.
4° SL(2,R) opere sur le demi-plan de Poincaré, # = {z € C,3z > 0}, par (4 Z) z= ?Z'S
5° Si H est un sous-groupe de G, alors G opere sur I'ensemble des classes a gauche, G/H,
par g- (xH) = (gx)H.

1.2.2. Orbites. — Soit G un groupe opérant sur X, et x € X. Le stabilisateur, ou groupe
d’isotropie de x est le sous-groupe de G défini par

Gy=1{geG,g-x=x}.
Lorbite de x sous Gest G- x = {g- x, g € G}. Lapplication
G—G-x, g—g-x
se factorise en une bijection entre I'espace des classes a gauche de G, et 'orbite de x :

F,:G/Gy— G-x. (6)
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Cette bijection identifie 'action de G sur I'orbite de x avec'action standard de G sur G/Gy,
c’est-a-dire qu'on a I'identité, pour ye G- xet geG,

8-y =F(g-F,'»).

Lensemble des orbites de X sous G est le quotient de X par G, noté G\X. (Le groupe est
a gauche pour une action a gauche. Pour une action a droite, I'orbite de x est en bijection
avec G4 \G et le quotient est noté X/G.)

L'action de G est transitive si G n’a qu'une seule orbite dans X. Par exemple, ’action de
G sur G/H par g-(xH) = (gx)H est transitive. C’est le cas général, puisque par (6), siX entier
est une orbite, alors I'action de G induit une bijection de G/G, avec X, pour tout x € X.
Exemples. — 1° Pour 'action de O(n,R) sur R", les orbites sont les sphéres de rayon r > 0,
ainsi que {0}. Le groupe d’isotropie d'un point non nul est O(n — 1), donc, par @), on a
une bijection O(n —1)\0(n) = S"~! (c’est en réalité un homéomorphisme si on munit le
membre de gauche de la topologie quotient).

2° Le groupe R* agit sur R” — {0}, et le quotient est

R" — {0}/R* = {droites réelles de R"},

appelé I'espace projectif réel, et noté RP"~1.
3°Sio €S, on considere I'action de G = (o) sur {1,...,n}; alors {1,..., n} est la réunion
disjointe des orbites :

{1,...,n}=U]0;;
on peut poser
o(x) xe€0O;,
0;(x)=
X xe€0;j;
alors o; est un cycle de support O;, onao;0; =0;0;, et
0 =01"0r;

on retrouve ainsi que toute permutation se décompose de maniére unique comme produit
de cycles disjoints.

Laction de G est fideéle si Nyex Gy = {e}. Observons que le morphisme @ : G — Bij(X), in-
duit par’action, a précisément pour noyau Nxex Gy, doncl’action est fidele si et seulement
si @ est injective. Sinon I'action @ se factorise :

G —2 > BijX

| A

G/ ker®

On obtient donc une action fidéle du quotient G/ ker® sur X : toute action se factorise
ainsi en une action fidele.

1.2.3. Exemple (Théoréme de Cayley). — Laction de G sur lui-méme par translation a
gauche, g- x = gx, est fidéle. Si G est fini, on en déduit un morphisme injectif G — Sg.
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1.2.4. Conjugaison. — Il y a une autre action de G sur lui-méme, donnée par le mor-
phisme G — AutG qui a g associe 'automorphisme intérieur induit par g : donc g-x =
gxg~! (action par conjugaison). Dans ce cas, le groupe d’isotropie d’'un élément x € G est
appelé le centralisateur de x, et noté C(x).

Explicitons cette action dans le cas du groupe symétrique :

1.2.5. Proposition. — Sic €Sy, est un cycle d'ordre p, doncc = (ay -+ ap), et 1 €Sy, alors
101! = (T(a) - T(ap)). @

Tous les cycles d’ordre p sont conjugués dansS,,.
Plus généralement, les classes de conjugaison de S, sont en bijection avec les partitions
den:

n=ki+---+k;, reN‘ 1<k <---<k,r.

Démonstration. — Si x ¢ {1(ay),...,T(ap)}, alors 1x) ¢ {ay,...,ap} donc Tot (%) = x.
Si en revanche x = 1(a;) alors To1 1 (%) = T0(a;) = T(a;4+1). Cela prouve la premiére partie
de la proposition.

Pour la seconde, écrivons o = g; - -- 0, comme produit de cycles disjoints de longueurs
(ki)i=1,.,r» qu'on peut ordonner de sorte que 1 < k; <--- < k;. Alors

tot ' = (T0'1T_1)"‘(TO'rT_1) (8)

est encore un produit de cycles disjoints de mémes longueurs (k;);=1,.. , que ceux de o,
donc une classe de conjugaison détermine bien une partition de n = k; +--- + k. Réci-
proquement, compte tenu des formules (7) et (8), il est évident que deux permutations
correspondant a la méme partition sont conjuguées. O

De maniere générale, la conjugaison préserve toutes les propriétés géométriques d'une
transformation. Par exemple, si o € O(3,R) est une rotation autour d'une droite D, et T €
0O(3,R), alors ToT™! est une rotation de méme angle autour de T(D). Ou encore, si 0 €
S, admet un point fixe p, alors T(p) est un point fixe de To1~'. Plus généralement, les
stabilisateurs des points d'une orbite sont tous conjugués, comme le lecteur le vérifiera
aisément :

1.2.6. Lemme. — SiG agit sur l'ensembleX, alors Gg.x = gGyg ' pourtousxeXetgeG.

1.2.7. Proposition (Formule des classes). — Si G et X sont finis, alors
cardX = ) [G:Gyl,
x€R

oit R c X est un ensemble contenant exactement un point de chaque orbite.

Démonstration. — La démonstration est immeédiate : X est la réunion disjointe des or-
bites, et par (6), chaque orbite est en bijection avec G/G, pour un élément x deI'orbite. O

Un point x € X est un point fixe de 'action de G si g- x = x pour tout g € G, et on note
X6 I’ensemble des points fixes de X sous G.
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1.2.8. Proposition. — 1°Si un p-groupe G (c’est-a-dire un groupe d’ordre égal a une puis-
sance du nombre premier p) agit surX, alors

X% =[X| mod p.

En particulier, si p11X|, alors l'action de G surX a au moins un point fixe.
2°Si G est un p-groupe, alors le centre de G n'est pas réduit a {e}.

1.2.9. Corollaire. — Si|G| = p2 avec p premier, alors G est abélien.

Comme on le verra plus loin, il 'y a que deux groupes abéliens d’ordre p?, 4 savoir
ZIp*ZetZ/pZx71pZ.

Démonstration de la proposition. — Par la formule des classes,

XI=1X%+ Y [G:Gyl.
xeR-XG
Si x n’'est pas un point fixe, alors G, & G, donc [G: G4] > 1 et divise |G| qui est une puissance
de p, donc p|[G: G4]. La premiere partie de la proposition en résulte.
La seconde partie s'obtient en appliquant le résultat a 'action de G sur lui-méme par
conjugaison : dans ce cas GS = Z(G) donc |Z(G)| = |G| mod p, cequiimpose |Z(G)|>1. O

Démonstration du corollaire. — D’apreés la proposition, on a |Z(G)| = p ou p?. Si x € G,
alors le centralisateur C(x) de x contient a la fois Z(G) et x. Si x ¢ Z(G), on déduit que
IC(x)| =|Z(G)[+1= p+1,donc|C(x)| = p2 et C(x) =G, c’est-a-dire x € Z(G) : contradiction.
Donc il faut toujours que x € Z(G), donc Z(G) = G et G est abélien. O

1.2.10. Les théoréemes de Sylow. — Si G est un groupe fini, et p un facteur premier de |G|,
écrivons |G| = p*m, avec p{ m. Un p-sous-groupe de Sylow de G (ou, plus brievement, un
p-Sylow) est un sous-groupe d’ordre p* de G.

1.2.11. Exemple. — Si G = GL(n,[F), considérons le sous-groupe H des matrices triangu-
laires supérieures, avec des 1 sur la diagonale (matrices unipotentes) :

1 * *
0 1
0 0 1

n-1

Alors H est un p-Sylow de G. En effet, |[H| = p H , alors que d’apres , onaq= w

Pour montrer 'existence d'un p-Sylow dans tout groupe fini, nous avons besoin
d’abord de passer d'un groupe a ses sous-groupes :

1.2.12. Lemme. — Si$S est un p-Sylow de G etH c G, alors il existe g € G tel que gSg™' nH
soit un p-Sylow de H.
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Démonstration. — Le groupe H agit a gauche sur’ensemble G/S des classes a gauche par
h-(gS) = (hg)S;le stabilisateur d'une classe gS est Hgs = gSg 'nH. Puisque pt m =|G/S],
la formule des classes (proposition [1.2.7) assure qu’il existe au moins une classe g8 telle
que

p'f (H: HgS] .

Mais puisque Hgs = gS g~! qui est un p-groupe, Hgs lui-méme est un p-groupe, et donc
un p-Sylow de H. O

1.2.13. Théorémes de Sylow. — Soit G un groupe fini et p un facteur premier de |G|. Ecri-
vons |G| = p*m, avec pt m. Alors :

1° G contient un p-Sylow;
2° tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow;
3° tous les p-Sylow sont conjugués dans G ;

4° le nombre de p-Sylow divise m, et est congru a1 modulo p.

1.2.14. Corollaire. — Sous les mémes hypotheéses, un p-Sylow de G est distingué si et seule-
ment si c’est 'unique p-Sylow de G.

Démonstration. — 1° Le groupe G s’injecte dans un groupe symétrique Sy (exemple
[1.2.3), lequel s'injecte dans GL(N,Fp), en envoyant une permutation o € Sy sur I'appli-
cation linéaire u,; permutant les éléments de base (e;);=1, N par o, donc définie par
Ug(e;) = eq(;). On peut ainsi considérer G comme un sous-groupe de GL(N, F), qui admet
un p-Sylow par 'exemple ci-dessus. Par le lemme|[1.2.12} G admet un p-Sylow.

2-3°Si H c G est un p-groupe et S < G un p-Sylow, alors, toujours par le lemme|1.2.12
il existe g € G tel que gSg~' N H soit un p-Sylow de H, donc soit égal 2 H puisque H est un
p-groupe. Donc H < gSg~! qui est un p-Sylow. Si en outre H était déja un p-Sylow, alors il
ale méme ordre que gSg~!, donc H=gSg™'.

4° Soit X 'ensemble des p-Sylow de G. On a donc une action transitive de G sur X par
conjugaison, ce qui implique que |X| divise |G|. Restreignons en outre I'action de G a un
p-Sylow particulier S. Pour montrer [X| =1 mod p, d’apres la proposition[I.2.8} il suffit de
montrer que |X%| = 1. En réalité, on va montrer que S est le seul point fixe de I'action de S
sur X.

Pour le montrer, introduisons pour un sous-groupe quelconque H < G son normalisa-
teur défini par

N(H) ={geG,gHg ' =H}. )

1l s’agit, pour I'action de G sur ses sous-groupes par conjugaison, du groupe d’isotropie de
H. Une propriété évidente, mais importante, est

H<N(H).

Revenons maintenant a la démonstration : supposons que S’ € X5, donc sS's™! = 8’
pour tout s € S. Il en résulte que S < N(S'). Ainsi S et S’ sont des p-Sylow de N(S'), alors
que S’ <N(S') : donc S =S'. O

Les théoréemes de Sylow ont de nombreuses conséquences, voir TD. En particulier :
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1.2.15. Corollaire. — Si le groupe G satisfait |G| = p*m avec pt m, alors pour toutf < o il
existe un sous-groupe de G d’ordre pP. En particulier, G admet un élément d'ordre p.

Démonstration. — Enregardant un p-Sylow, il suffit de le montrer pour un p-groupe. Un
p-groupe admet évidemment un élément d’ordre p. Comme le centre de Z(G) est non
trivial, on peut raisonner par récurrence sur a en se ramenant au quotient de G par un
sous-groupe d’ordre p de Z(G). O

1.3. Produit semi-direct

1.3.1. Suite exacte scindée et produit semi-direct. — Supposons qu’on ait une suite
exacte courte

1 —H--~c L Kk—1,

ce qui est équivalent a dire que H = i(H) est un sous-groupe distingué de G et K = G/H.
(Dans cette section, par souci de clarté, on va distinguer le groupe H de son image H<= G
par I'injection 7). On dit aussi que G est une extension de H par K. On va étudier un cas
ol 'on peut reconstruire le groupe G a partir de H et de K : on dit que la suite exacte est
scindée si elle admet une section, c’est-a-dire un morphisme

r:K— G, telque por=Idg,

ce qui peut se traduire par le diagramme commutatif :
1 H——G—-K 1

N_“~
r

Il est équivalent de dire qu’existe un sous-groupe K < G tel que plg : K — K soit un isomor-
phisme (la relation entre les deux est K = im r). Dans ce cas, on a les propriétés suivantes :
- KnH={e}:eneffet,imi =H=kerp;
— l'application HxK — G, (h k) — hk est une bijection : en effet, tout élément x € G
s’écrit de maniére unique x = hk avec nécessairement k = ro p(x) et h = xk7L;
— laloi de G s’écrit

(hk)(W' k) = (h kW k™Y (kK') = (hdi(B)) (kK),
(hk)™t = (R HET,

ol k — ¢y définit une application K — AutH, donc une action de K sur H par mor-
phismes de groupe (en fait, par automorphismes intérieurs de G, qui laissent bien
stir stable H puisque H<G).
Réciproquement, étant donnés deux groupes H et K, et une action de K sur H par mor-
phismes de groupes, c’est-a-dire un morphisme

¢:K— AutH, k— ¢y,

alors on peut construire le produit semi-direct G=H x K par :
— comme ensemble, G=H xK;
— I'élément neutre de G est (¢, e) ;
- laloi de groupe est donnée par (h, k) (I, k') = (hdr (R, kK').
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On vérifie facilement qu’on obtient ainsi un groupe, et qu’en outre, en définissant i(h) =
(h,1) et p(h, k) = k, on a la suite exacte

1—H--G2K—1.
On retrouve H = {(h, e)} et K = {(¢, k)}.

On a finalement démontré la proposition suivante :

1.3.2. Proposition. — Soit G un groupe.

1° Si G contient deux sous-groupes H et K tels que H <G, HNnK = {e} et G = HK, alors
G =~ H x K pour l'opération k- h = khk™".

2° Si on a une suite exacte courte1 - H— G — K — 1 admettant une sectionr : K — G,

alors G =~ H x K pour Uopération k- h = r(k)hr(k)~. O
1.3.3. Remarque. — Si G = H x K, alors les propriétés suivantes sont équivalentes (exer-
cice) :

1° l'action de K sur H est triviale;
2° le produit semi-direct est un produit direct: G=H x K;
3° K<G.

Exemples. — 1° La suite exacte

1—27/n7 —D, ¥ 7/27 —1

est scindée, une section est obtenue en envoyant 1 € Z/2Z sur 'une des symétries de D,
doncD,, =Z/nZx7/2Z7.

2° La suite exacte

1—A,— S, —=7/2Z —1

est scindée, en envoyant 1 € Z/2Z sur une transposition, donc S,, = A, x Z/2Z ; on remar-
quera que pour n = 3 on dispose d'un autre groupe, Z/6Z =~ Z/3Z x Z/2Z, s'insérant dans
une suite exacte avec A3 =Z/3Z et Z/27.

3° On a une suite exacte

0—7/22 227147 — 7127 — 0,

quin’est pas scindée : sinon Z/47 serait un produit semi-direct, mais puisqu’abélien, tous
ses sous-groupes sont distingués et il serait forcément un produit Z/2Z x Z/2Z7.
4° La suite exacte

1 — SL(n,K) — GL(1, ) 3 i¢* — 1

est scindée, en envoyant A € [K* sur la matrice diagonale dont le premier coefficient dia-
gonal est A et les autres 1, donc GL(n,K) = SL(n,K) x K*.
5° Le groupe Aff(R") des transformations affines de R” admet la suite exacte scindée

1 — R" — Aff(R") — GL(n,R) — 1,
ol R" est le sous-groupe des translations, donc Aff(R") = R" x GL(n,R).

1.3.4. Exercice. — Soient H et K deux sous-groupes d’'un groupe G, avec H <G. Montrer
que HK est un sous-groupe de G, et que les groupes HK/H et K/(HNK) sont isomorphes.
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1.3.5. Automorphismes des groupes cycliques. — Rappelons sans démonstration la
proposition suivante, conséquence du théoréme de Bezout :

1.3.6. Proposition. — SoitneN*, s€ Z. Alors sont équivalents :
1° (s,m)=1;
2° s engendre le groupe additif 7/ nZ ;

3° s appartient au groupe des unités (Z/nZ)* de l'anneauZ/nZ.

Notons ¢(n) I'indicatrice d’Euler de n,
G(n)=1(Z/nz)*| =card{s€ [1,n], (s, n) = 1}.
Si p est premier, alors ¢(p) = p — 1, plus généralement ¢(p*) = p*~L(p - 1).

1.3.7. Proposition. — 1° Le groupe des automorphismes du groupe additif Z/nZ est
(ZInz)*. Cest donc un groupe abélien d’ordre d(n).

2° Si on décompose n en facteurs premiers, n =[] p?‘i, alors on a un isomorphisme d'an-
neaux

o
zZinz=[]zlp}z,
et un isomorphisme de groupes
X o oG X
@inzy* =[]@ip]D)".

3°0m) =T1p{" (pi -1 = nTl1 - 1)

1

4°n=3%4,o).
Démonstration. — 1° On a un morphisme de groupes
(ZInz)* — AutZ/nzZ, a— (x— ax),

dont l'inverse associe a f € AutZ/nZ savaleur f(1) € Z/nZ.
2° C’est une conséquence immédiate du :

1.3.8. Lemme (Lemme chinois). — Si p et q sont premiers entre eux, alors Z/pqZ =
ZlpZ x Z1qZ comme anneaux.

Le morphisme d’anneau f: Z — Z/pZ x Z/ qZ, donné par f(n) = (n,n), a exactement
pour noyaul'idéal pgZ. 1l se factorise donc par un morphisme injectiff :ZIlpqZ — ZI1 pZx
Z/qZ, qui est un isomorphisme puisque les deux membres ont méme cardinal. Cela dé-
montre le lemme chinois. (Exercice : calculer explicitement I'inverse). Il est facile de le
généraliser a plusieurs facteurs Z/n;Z, ou les n; sont premiers entre eux deux a deux.

3° La formule résulte immédiatement de 2° et de ¢p(p®) = p*~L(p - 1).

4° Le groupe Z/nZ admet exactement un sous-groupe d’ordre d pour chaque d|n, cy-
clique et engendré par 7. Par conséquent, les éléments d’ordre d de Z/nZ sont exacte-
ment les générateurs de ce sous-groupe, donc sont au nombre de ¢(d). On compte alors
les éléments de Z/nZ suivant leurs ordres possibles, pour obtenir la formule voulue. O

Pour p premier, Z/ pZ est un corps. Son groupe multiplicatif (Z/pZ)* est alors cyclique,
donc isomorphe a Z/(p —1)Z, comme il résulte du résultat plus général suivant :
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1.3.9. Proposition. — Soit K un corps (commutatif) et G un sous-groupe fini du groupe
multiplicatif K*. Alors G est cyclique.

Démonstration. — Soit n = |G|. Lobservation de base est que si x € G alors x” = 1. Comme
le polynéme X" —1 a au plus n racines dans K, on déduit que G est exactement 'ensemble
des racines de X" — 1.

Par conséquent, un élément de G d’ordre d engendre exactement le sous-groupe Hy =
{x € K*,x% = 1}. Donc, ou bien il n'y a pas d’élément d’ordre d dans G, ou bien ce sont
les éléments d’ordre d dans le groupe cyclique Hy, qui sont au nombre de ¢p(d). Ainsi le
nombre v, d’éléments d’ordre d dans G est 0 ou (¢(d). Comme n =3 4, $(d) = X g1, Va, il
faut que vz = ¢(d), en particulier v, = ¢p(n) > 0, donc G est cyclique. O

On termine d’élucider la structure du groupe d’automorphismes de Z/nZ dans la pro-
position suivante :

1.3.10. Proposition. — Soit p un nombre premiereto = 1.

1°Si p est impair, alors (Z/ p*Z)* est cyclique.

2°Pourp=2,0ona(Z/22)* ={1}, (Z/42)* = Z/2Z, et pour o = 3 on obtient (Z/2°7)* =
Z12%%7x7/27.

Démonstration. — On ala congruence suivante, pour k=0 :

(p+ NP =1+ p**1 mod p*+2.

La démonstration de cette formule est laissée au lecteur. On en déduit :

P+DP " =1+ p*! mod p°,

P+D” =1+p*  mod p**!,
d’oti résulte que dans Z/p*Z on a (p + 1P’ # 1 mais (p+ 1)P*" =1. Lordre de p+1dans
le groupe multiplicatif (Z/p®Z)* est donc p*®~!.

Par ailleurs, on dispose d'un générateur x du groupe (Z/ pZ)*, donc d’ordre p—1. Consi-
dérant le morphisme d’anneau surjectif Z/ p*Z — 7/ pZ, on peut relever x en un élément
X € (Z/p*2)*, dontI'ordre est un multiple de p — 1. Donc une puissance y de X est d’ordre
exactement p — 1 dans (Z/p®2)*.

On dispose donc dans le groupe (Z/p®Z)* de I'élément p +1 d’ordre p*! et d'un élé-
ment y d’ordre p — 1. On applique alors le lemme suivant, variante du lemme chinois (la
démonstration est laissée en exercice) :

1.3.11. Lemme. — Si deux éléments a et b d’'un groupe G ont des ordres r, s premiers entre
eux, et siab = ba, alors ab est d'ordre rs dans G.

Il résulte du lemme que (p+1)y est d’'ordre (p— 1) p*~! dans (Z/p*Z)*, donc (Z/ p*Z)*
est cyclique.

Passons a la seconde partie de la proposition. Elle s’appuie sur la congruence, laissée
en exercice :

k
52" =1+2K2 mod 2k*3,
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Comme ci-dessus, on déduit que 5 est d’ordre 292 dans (Z/2%Z)*. On considere alors le
morphisme de groupes

f:@rn* — z/4z)* ={1,-1}.
Son noyau est d’ordre 2*72, et contient 5, d’ordre 2*72 : il est donc cyclique. On obtient
ainsi une suite exacte

1 — 7129727 — (7/2°7)* L 7127 — 1.

Mais Z/27 se releve en le sous-groupe {+1} < (Z/2%7)*, donc la suite est scindée. Puisque
(Z12%7)* est abélien, il faut que ce soit un produit direct : (Z2/2%7)* = Z7/2%27x7/27. O

La connaissance des automorphismes de Z/nZ permet de construire des produits
semi-directs. Voici un exemple d’application :

1.3.12. Théoréme. — Soit p < q deux nombres premiers, et G un groupe d’'ordre pq. Alors :
— oubienptq—1, etG est cyclique;
— ou bien plq —1, alors il y a, a isomorphisme pres, deux possibilités pour G : un groupe
cyclique ou un produit semi-direct Z/ qZ x Z| pZ.

Voir TD.

1.4. Groupes abéliens de type fini

Le but de cette section est le théoreme de structure des groupes abéliens de type
fini. C’est un cas particulier du théoréme de structure des modules de type fini sur un
anneau principal, qui sera vu en Algebre 2, car un groupe abélien est la méme chose qu'un
Z-module.

1.4.1. Engendrement fini. — Un groupe est de type fini s'il posséde une partie généra-
trice finie.

Si G est un groupe abélien de type fini, alors G est engendré par un nombre fini d’élé-
ments : G = (x1,..., x;). Cela signifie que le morphisme de groupes,

.
7" —G, (n)i=1,..r— ) Ni%i, (10)
1
est surjectif.
1.4.2. Proposition. — 1° Si on a un morphisme entre deux groupes abéliens, f : G — H, tel

queker f etim f soient finiment engendrés, alors G est finiment engendré.
2°Si G abélien est finiment engendré, alors tout sous-groupe de G est finiment engendré.

Démonstration. — 1° Soient y; = f(x1),...,¥r = f(x;) € H un ensemble de générateurs
pourim f. Soit x € G, alors il existe des entiers n; tels que f(x) = ¥} n;y;, doncx—Y.| n;x; €
ker f. Fixant un ensemble de générateurs z1,..., z; pour ker f, on déduit que x— Y| n;x; =
Y3 mjzj, donc G est engendré par la famille finie obtenue en réunissant les (x;) et les (z;).

2° On raisonne par récurrence sur le nombre n de générateurs de G. Si G est engendré
par n éléments, on a un morphisme surjectif

7" 2.g—o.
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Soit K = p(Z"*™!) et f : G — G/K la projection. Soit H un sous-groupe de G : alors f(H)
est monogene (sous-groupe de G/K qui est monogene), et ker f|iy = HN K est finiment
engendré par I'’hypothése de récurrence, donc H est finiment engendré. O

1.4.3. Groupes abéliens libres de type fini. — Un groupe abélien est libre s’il est iso-
morphe a un produit, fini ou infini, de copies de Z. Un groupe G abélien libre de type fini
est donc isomorphe a un produit fini Z". Cela signifie qu'il existe r € N et des éléments
x;€Gpouri=1,...,r, de sorte que le morphisme (10) soit un isomorphisme. Un tel en-
semble (x;);=1,. r est appelé une base de G. Plus généralement, on dira qu'un ensemble
(x;)i=1,..,r d’éléments de G est linéairement indépendant si est injectif.

Tout notre traitement dans cette section repose sur le lemme fondamental suivant,
donnant la classification des matrices équivalentes a coefficients entiers :

1.4.4. Lemme. — Soit A une matrice mx n a coefficients dans Z. Alors il existe des matrices
P e GL(m, 2) etQ € GL(n, 2), telles que
di
PAQ~! = d, ) (11)
0

oit les d; sont des entiers positifs satisfaisant d, |- - -|d,, appelés facteurs invariants. Ils sont
entierement déterminés par A.

Le lemme montre qu'une matrice a coefficients entiers est déterminée, a équivalence
pres, non seulement par son rang r (le seul invariant pour les matrices a coefficients dans
un corps), mais aussi par les diviseurs d;.

Admettons pour le moment le lemme On en déduit assez rapidement tous les
théoremes importants de la théorie.

1.4.5. Théoreme. — Toutes les bases d'un groupe abélien libre de type fini G ont le méme
nombre d'éléments, appelé le rang de G.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que si un groupe abélien libre G a une base
(x;)i=1,..,n, alors toute famille linéairement indépendante d’éléments de G a au plus n
éléments. Soit donc une famille (y;)j=1,..,m d’éléments de G : puisque (x;) est une base,
on obtient une matrice a coefficients entiers A = (A;;) définie par y; = 3; A;;x;. On peut
interpréter A en disant que A est la matrice du morphisme Z™ — G qui envoie e; sur y;, o
(€j) j=1,..,m est la base standard de Z™. Appliquant le lemme on déduit qu’existent
des matrices P et Q telles que PAQ~! ait la forme 1i c'est-a-dire PAQ le j = djxj, ou
encore AQ‘lej = de‘lxj. Si j > n on a nécessairement d; = 0, d’'ou une relation entre
les y; = Aej. Donc pour que la famille (y;) soit linéairement indépendante, il faut que
ms<n. O

1.4.6. Théoreme. — Un sous-groupe H d’'un groupe abélien G, libre de rang fini s, est libre
derangr < s. En outre, il existe une base (e1, ..., es) de G et des entiers (d,,...,d;) tels que
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1° (dyey,...,dye;) soit une base deH ;

2° on ait les divisibilités dy|da| - - - |d;.
Démonstration. — On prend une base (x;) de G, et un ensemble (y;) de générateurs de
H < G. Alors chaque y; se décompose sur la base : y; = }; A;;x;. Appliquant le lemme
on déduit que dans la base (e; = Q(x;)) de G, la partie génératrice de H, donnée par

les (P(y;)), est donnée par (d, ey, ...,dre;,0,...). Le théoréme s’en déduit immédiatement.
O

On déduit du théoréme[1.4.6]le théoréme de structure suivant :

1.4.7. Théoreme. — Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe des entiers r et s,
des entiers naturels dy|ds| - - - |d;, tous uniquement déterminés par G, tels que

G=7"x(x{z/d;Z).
Par le lemme chinois, le second morceau du produit s’écrit aussi comme
o
ij/pj’Z, (12)

ou les p; sont des nombres premiers, éventuellement répétés. Réciproquement, on récu-
peére, de maniére unique, les facteurs invariants d; a partir de la collection des p;{j :le plus

; i
grand facteur d; est le ppcm des p?], ets’écritdg =[] p]./ , on enleve alors les j’ de {j} pour
obtenir ds_; comme le ppcm des p?j restants, etc.
Démonstration. — Puisque G est de type fini, on dispose d'un morphisme surjectif

7" L.g—o.

On applique le théoréme(1.4.6|au noyau H = ker f, donc il existe une base (¢;);=1,.,, de
7", telle que (dy ey, ..., dre;) soit une base de H. Cela identifie H au sous-groupe

AMZx---xd,Zc7Z".

DouG=2Z"IH=7Z/dZx---xZld,ZxZ""".
Reste a montrer I'unicité de r, s et des d;. Le sous-groupe des éléments de torsion,

T={xeG,AneN, nx =0}

est nécessairement le facteur x;Z/d;Z, donc G/T = Z" est un groupe abélien libre de rang
r, donc r est bien déterminé. Il reste donc a montrer que, pour le groupe fini T, les d;
sont uniquement déterminés, ou, ce qui est équivalent, les facteurs pj.(j figurant dans .
En se limitant au sous-groupe des éléments dont 'ordre est une puissance de p (c’est le
p-Sylow de T), on est ramené au cas ol les d; = p%/, donc

T=Z/pMZx---xZIp™Z, oa3<---<as.

Considérons le sous-groupe T; = {pjx,x € T}. Alors |T;| = ch,->j p“i’f, et en particulier
IT;/Tjs1l = pth®i>Jj} - On récupere ainsi les exposants a; a partir des sous-groupes T},
completement déterminés par T. O
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1.4.8. Démonstration dulemme[1.4.4, — Commencons par I'unicité des coefficients d;.
Il est clair que d; estle pgcd de tous les coefficients de A (les pged des coefficients de A et
PAQ™! sont égaux), donc est déterminé par A. Etendons cette observation de la maniere
suivante. Notons

my(A) = pged des mineurs d’ordre k de A.

Pour k =1, on retrouve le pgcd des coefficients de A. Le point crucial est 'invariance par
équivalence,
mi(PAQ™) = mi(A), PeGL(m,2),Qe GL(n,2). (13)

Il en résulte my(A) = d; - - d, et donc les d; sont entierement déterminés par A.
Démontrons donc (13). 1l suffit de montrer que, pour toute matrice P a coefficients
entiers,
m(A)|my (PA). (14)

En effet, si P est inversible, cela implique my(A)|m(PA)| mi(P~IPA) = my(A), donc
my(PA) = m(A). Par passage a la transposée, cela fournit aussi m(AQ) = my(A) et donc
(13).

Finalement, on montre directement en exprimant les mineurs de PA comme com-
binaisons linéaires a coefficients entiers des mineurs de A : les détails sont laissés au lec-
teur.

Passons a présent a I'existence de P et Q. Comme pour la classification a équivalence
pres des matrices sur un corps, on fait agir des transformations élémentaires qui peuvent
s’interpréter comme la multiplication a droite ou a gauche par une matrice élémentaire.
La différence avec le cas d'un corps étant qu’on ne peut pas diviser.

Les opérations disponibles sont donc les suivantes :

- la multiplication a gauche par la matrice Id +aE;; permet d’ajouter a la i-éme ligne

la j-eme ligne, multipliée par un entier a;
— lamultiplication a droite par la matrice Id +aE; ; permet d’ajouter ala j-eéme colonne
la i-eme colonne, multipliée par un entier a;

— la multiplication a gauche ou a droite par une matrice de transposition permet

d’échanger des lignes ou des colonnes.

La méthode utilise une récurrence sur la taille de la matrice.

Soit A le pged des coefficients de la premiére colonne. On va appliquer des opérations
élémentaires sur les lignes pour obtenir une premiere colonne dont tous les coefficients
sont nuls, sauf le coefficient a;; qui sera égal a A. Faisons le sur les deux premiers coeffi-
cients aj et ajp : si aj2 =0, il n'y a rien a faire, sinon, effectuons la division euclidienne
a1 = bayy +cavec 0 < ¢ < |ay2|; en effectuant la transformation élémentaire dans laquelle
la seconde ligne, multipliée par b, est soustraite de la premiere, puis la permutation de la
premiére et de la seconde ligne, les coefficients (a;1, a;2) sont transformés en (a2, c). En
itérant, 'algorithme d’Euclide nous indique qu’on finit par arriver au couple ((a;1, a12),0).
Il est maintenant clair qu’en répétant ce procédé sur chaque ligne, on arrive a la premiere
colonne souhaitée, (A0---0).

La méme méthode peut alors étre appliquée a la premiere ligne, en utilisant des opéra-
tions élémentaires sur les colonnes, pour obtenir une matrice dont la premieére ligne a la
forme (A20---0), o A, est le pgcd des coefficients de la premiere ligne. Malheureusement,
on a ainsi modifié la premiére colonne, donc ses coefficients ne sont plus nuls. Néanmoins
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on a gagné quelque chose : Ay < A, puisque c’est le pged de A; et des autres coefficients.
On itere alors la construction, en mettant alternativement des 0 sur la premiére colonne
et la premiere ligne : les coefficients d’ordre (1,1) décroissent, A; = Ay = Az = ---. Donc
cette suite se stabilise, a un moment donné, on obtient par exemple une premiere ligne
(A,0---0), de sorte que A, soit aussi le pgcd des coefficients de la premiere colonne, donc
divise tous les coefficients de la premiéere colonne. Il suffit alors de retrancher a la i-éme
ligne le multiple adéquat de la premiére pour arriver a une matrice de la forme

8 0 -~ 0

On applique I'hypothése de récurrence sur B pour parvenir a la matrice diagonale
01
, oudy|d3]--- 0.
or

Dans la construction, il n'y a pas de raison a priori que §,/3,. En fait, on peut remplacer
le couple (81,d) par (d;, p2), ol d; et p, sont les pged et ppcm de ; et 6, : en effet, par
I'application d’'une transformation élémentaire, puis du procédé précédent répété deux
fois, on obtient successivement (en n’écrivant que les deux premieres lignes et colonnes,
sur lesquelles les opérations ont lieu)

A e N N A

ol le dernier coefficient est forcément le ppcm p, de d; et §,, car le déterminant de la
matrice reste inchangé (au signe pres).

Appliquant le méme procédé au couple (p2,d3), on peut le remplacer par (dz, p3).
Puisque d; = pgcd(8;,0,), d2 = pged(pz,83), et 52|03, on obtient d;|d,. En itérant le
procédé, on remplace les coefficients (8,,...,8,) par (dy,...,d;) avec dy|---|d;. O

1.5. Groupes simples et suites de composition

1.5.1. Groupes simples. — Un groupe G est simple si ses seuls sous-groupes distingués
sont {e} et G. Un groupe simple est donc un groupe qui n’a pas de quotient non trivial,
on ne peut pas espérer le comprendre a partir de groupes plus petits : les groupes simples
sont les blocs de base de la théorie des groupes.

L'exemple de base d'un groupe simple non abélien est le groupe alterné :

1.5.2. Théoreme. — Pour n # 4, le groupe alterné A,, est simple.

Le théoreme est faux pour n = 4, en effet, le groupe A4 contient le groupe de Klein des
doubles transpositions :

K= {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},
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qui est distingué, puisqu'une conjugaison doit envoyer une double transposition sur une
double transposition.

Limportance historique du théoréme réside dans la conséquence que le groupe symé-
trique S, nest pas résoluble (voir § pour n = 5. Par théorie de Galois, cela implique
que I'équation générale de degré n = 5 n’est pas résoluble par radicaux, voir le cours d’Al-
gebre 2.

1.5.3. Corollaire. — 1°Sin # 4, les sous-groupes distingués de S, sont {e}, A, etS,.
2°Pourn=5onaD(A;) =A,. Pourn=2onaD(S;) =A,.

Démonstration. — La premiére partie du corollaire est une conséquence immédiate du
théoréme, puisque si H<S,,, alors HNA,, <A;, donc HNA,, = A, ou {e}. Pour la seconde
partie, on utilise que D(A,) <A, donc est égal a {e} ou A, pour n # 4 : mais la premiére
hypothese signifie que A,, est abélien. De D(S,,) <S,, et D(S,) € A, (car la signature d'un
commutateur est toujours 1) on déduit le second énoncé pour n # 4; le cas n = 4 est laissé
au lecteur. O

Démonstration du théoréeme. — Pour un sous-groupe distingué H de G, on utilise les deux
faits suivants : si x € G et y € H alors

- xyx~! € H (toute la classe de conjugaison de y est dans H) ;

- xyx~'y~! € H (donne un moyen de construire des éléments de H dans d’autres

classes de conjugaison).
La méthode de preuve consiste alors, a partir d'un élément d'un sous-groupe distingué
H # {e} de A, a en fabriquer suffisamment pour assurer qu’en réalité H = A;,.

Premiere étape : pour n = 5 tous les 3-cycles sont conjugués dans A, et toutes les
doubles transpositions sont conjuguées dans A,. En effet, deux 3-cycles sont toujours
conjugués dans S,, par exemple écrivons (123) = oco~!, avec o € S,,, alors on a aussi
(123) = ¢’co’"! avec o’ = (45)0, et au moins 'un des deux éléments o ou o’ est dans A,. On
déduit que si H contient un 3-cycle, alors il contient tous les 3-cycles, et donc est égal a A,
qui est engendré par les 3-cycles. Le méme type de raisonnement s’applique aux doubles
transpositions.

Seconde étape : si H contient une double transposition, ou un 5-cycle, alors il contient
un 3-cycle car,sin =5, et a, b,..., e sont distincts,

(abc) = (ae)(cd) (ad)(ce) (ab)(de),
(abd) = (abc)(abcde) (abc)f1 (abcde)fl.

Dans les deux cas, on en déduit que H = A,,. Cela résoud complétement le cas n = 5,
puisque As ne contient que des doubles transpositions, des 3-cycles et des 5-cycles.

Troisieme étape : on montre que si A;,_ est simple, alors A, est simple. On commence
par montrer que H contient toujours un élément non trivial envoyant 1 sur lui-méme :
supposons ¢ € H, avec 6(1) = i # 1, on va corriger o en un élément ¢’ € Htel que ¢'(1) =1:
soit j ¢ {1,i} telque o(j) # j,etl,m¢{1,i,j,o(j)}. AlorsI'élément de H

o' =(lmo (jlm) o
vérifie o’(1) =1eto’(j) =1# j.Donc o’ # eet o’ € Gy NH, ot
Gi={o€A,0(l)=1}=A,_.
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Ainsi HN G; # {e}. Or HN G; <G donc, par 'hypothese de récurrence, HNG; = G; et H
contient donc un 3-cycle. Donc H=A,,. O

1.5.4. Le théoreme de Jordan-Holder. — La notion de suite de composition exprime
I'idée de «casser en morceaux simples» un groupe : une suite de composition d'un groupe
G est une suite de sous-groupes emboités,

G=Gy>G;>:-->G, ={e},

telle que G; <G;_1 et G;/G;_; soit simple.

1.5.5. Exemple. — Le groupe symétrique S, admet la suite de composition suivante :
S4D>A4>K>Z/2Z>1,

avec quotient successifs 2/27,7/37, 72127, 7/2Z.

Dans cet exemple, tous les quotients simples sont abéliens. Un groupe dont tous les
quotients dans une suite de composition sont abéliens est appelé résoluble.

Une autre suite de composition G = Gj > G} o --- © G| = {e} est dite équivalente a la
premiére si r = s et il existe une permutation o € S; telle que Gg(;)/Gg(i)-1 = G;. /G;fl.

Le théoreme suivant indique 'existence et 'unicité des suites de composition : il dit
ainsi qu’en un certain sens tous les groupes sont construits a partir de ces blocs de base.
La classification des groupes finis simples est un énorme travail, achevé dans les années
80, donc ces blocs de base sont connus, mais cela n’entraine pas du tout qu’on connaisse
tous les groupes finis en général!

1.5.6. Théoreme (Jordan-Holder). — Tout groupe fini admet une suite de composition.
Cette suite est unique, a équivalence pres.

Démonstration. — Lexistence d'une suite de composition est simple : on définit G;
comme un sous-groupe distingué non trivial maximal, alors G/G; est simple car un
sous-groupe distingué de G/G; remonterait en un sous-groupe distingué de G conte-
nant Gj, qui ne saurait étre que G; ou G; dans le premier cas, le sous-groupe de G/G;
est {e}, dans le second G/G; entier. On recommence le raisonnement a partir de Gy
pour construire Gy. La construction s’arréte quelque part puisque les cardinaux des G;
décroissent strictement.
La démonstration de I'unicité va utiliser le lemme suivant :

1.5.7. Lemme. — SiH; c G et K, c G sont deux sous-groupes distingués distincts, tels que
G/H; et G/K; soient simples, alors

G/H1 :Kl/Hl NnKi, G/K1 :Hl/Hl NnKj.

Admettons le lemme pour le moment. On raisonne par récurrence : supposons le résul-
tat vrai pour les groupes dont la suite de composition a une longueur inférieure ou égale a
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r — 1. Alors, si G a deux suites de composition, (H;)i<r et (K;) j<s, on introduit une suite de
composition (Lg)o<r<; pour Hy NnKj :

Hi o H; 5> - > H;={e
? N
G L,=H;nK; > > L;={e}
S 2
Ki > K =] =] Ks={e}

Compte tenu du lemme, tous les quotients apparaissant dans ce schéma sont simples.
Par conséquent, nous avons deux suites de composition pour Hj, a savoir (H;)2<i<r €t
(Lx)2<k<¢- Par 'hypothese de récurrence, il faut que r = ¢ et, a permutation pres, les quo-
tients (H;/H»,...,H,_1/H;) sont isomorphes aux quotients

(Hy/H; nK; =G/K,Hy nK;/Ls,...,L,—1/L;). (15)
Puisqu’on dispose maintenant de la suite de composition (L) de K;, de longueur r —1, on

peut appliquer aussi I’hypothése de récurrence a K; pour obtenir que s = £ = r, et que les
(K1/K>,...,K;—1/K;) sont isomorphes aux

(Kl/HlﬂKl=G/H1,H1ﬁKl/Lg,...,erl/Lr). (16)
De la comparaison de et (16) résulte immédiatement que les deux suites de composi-
tion (H;) et (K;) de G sont équivalentes. O

Démonstration du lemmel[L 5.4 — Le noyau de la projection K1 — G;/H; est Hy nKj,
donc on a une injection

Ki/H; nK; — Gy /H;.
Comme K; est distingué dans G, on obtient que K;/H; nK; est distingué dans G;/H;. Par
simplicité de ce dernier, il faut alors que K; /H; nK; = Gy /H;. O



CHAPITRE 2

GROUPES CLASSIQUES

Préliminaires sur les corps

Les groupes classiques qu’'on étudie dans ce chapitre sont définis sur des corps, et
quelques propriétés de base de la théorie des corps seront utiles. Le but de cette section
préliminaire est de les rappeler. La théorie des corps sera vue dans le cours d’Algebre 2.

Soit K un corps. On dispose d'un morphisme d’anneau,

¢: 7 —K,
défini par
édmM=n-1=1+---+1.
Alors le noyau de ¢ est un idéal pZ c Z, et fournit un morphisme injectif
$:21p7 — K.

Puisque K est un corps, Z/pZ doit étre integre et donc p est un nombre premier s'il est
non nul.

Le nombre p (un entier premier ou bien 0) est appelé la caractéristique du corps K,

notée cark.

On obtient immédiatement les propriétés suivantes :

— SicarK = p #0, alors p-1=0dans K, donc pourtout xe Konap-x=p(l-x) =
(p-Dx=0.

- SiK estun corps fini, alors p = carK > 0 et K > im¢ = [, un sous-corps de K appelé
sous-corps premier. Comme K est un [Fj,-espace vectoriel, il faut que |K| = p* olt
o= dim[Fp K. (Si carK = 0, alors K contient @ comme sous-corps, c’est le sous-corps
premier de K).

— SicarK = p >0, alors F: x — x” est un morphisme de corps, appelé morphisme de
Frobenius. En effet, par la formule du bin6me,

(x+y)P:xl’+c}7xp—1y+...+yp=xp+yp a7

car pICI’;J pour 1 <i < p—1.SiK estfini, alors F est un automorphisme (il est néces-
sairement injectif, puisque son noyau est un idéal, qui ne peut étre que 0 ou K, mais
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F(1) =1 donc c’est 0). Le sous-corps premier de K est exactement
{x el{,F(x) = x}.
La derniere propriété dont nous aurons besoin est 1égérement plus difficile, et nous ne

la démontrerons pas, renvoyant au cours d’Algebre 2.

Proposition. — Si q = p%, ot p est un nombre premier et « un entier naturel, il existe, a
isomorphisme pres, un et seul corps finiF 4 de cardinal q.

Puisque le groupe multiplicatif d'un tel corps est d’ordre g — 1, ses éléments satisfont
x7=x.
Les éléments du corps cherché sont donc exactement les racines du polynéme X7 —X.
Réciproquement, le corps [ sera construit comme le corps de rupture du polynéme X7-X

sur[Fp,, c’est-a-dire le plus petit sur-corps de F, dans lequel le polyndme X9 —X est a racines
simples. Si on admet I'existence d'une cloture algébrique [, de F, alors le corps F; s'écrit

Fg={xefF, x7=x}

C’est un sous-corps de [Fp car, de maniere similaire a 1! ona (x+y)7=x7+y9.

2.1. Le groupe linéaire

Soit K un corps (commutatif), E un K-espace vectoriel de dimension n, alors on dispose
du groupe GL(E) des transformations linéaires inversibles de E. Par le choix d'une base de
E, ce groupe s’identifie au groupe GL(n,K) des matrices n x n inversibles a coefficients
dans K. On a vu dans le chapitre[1]la décomposition en produit semi-direct

GL(n,K) =SL(n,K) x K*.

2.1.1. Générateurs. — On étudie les éléments de GL(E) les plus simples possibles, a sa-
voir les transformations laissant fixe un hyperplan de E. Soit donc u € GL(E) laissant fixe
I'hyperplan H c E, mais u # Id. Alors D = im(u — Id) est une droite. Fixant un générateur a
de D, on déduit que u s’écrit

ux)=x+ f(x)a, (18)
oll f € E* est une forme linéaire telle que ker f = H (autrement dit, f € H'). Deux cas se
présentent :

1° E =HeD, alors dans une base (ey,...,e, = a) de E telle que (ey,...,e,—-1) soit une
base de H, on obtient la matrice diagonale

u=| (19)

A

avec detu = A # 1 puisque u # Id; on dit que u est une dilatation d’hyperplan H, de
droite D, et de rapport A;
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2° D cH, alors on choisit une base (ey,...,e,-1 = a, e;) de E telle que (ey, ..., e;—1) soit
une base de H et f(e;;) = 1: dans cette base u s’écrit

u= . ; (20)

en particulier detu = 1 et u n'est pas diagonalisable ; on dit que u est une transvec-
tion de droite D et d’hyperplan H.

Une transvection donnée par la formule sera notée u = 1(f,a) (il faut donc que
a € ker f). Cette écriture n’est pas unique, puisque 1(f,a) = TAf,A" ' a).

Ona

(f,at(g,a)=1(f+ga)

donc I'espace des transvections de droite donnée D (auxquelles on ajoute I'identité) est
un sous-groupe de GL(E) isomorphe a I'orthogonal de D pour la dualité, D+ < E*. En par-
ticulier il est abélien.

Si g € GL(E) alors

gt(f,ag ' =1(fog !, gla)
est une transvection de droite g(D) et d’hyperplan g(H). On en déduit :

2.1.2. Proposition. — Le centre de GL(E) est réduit aux homothéties, donc Z(GL(E)) = K*.
Le centre de SL(E) est SL(E) N Z(GL(E)) = {A e K, A" = 1}.

Démonstration. — Si u € GL(E) commute avec tout élément de SL(E), alors pour toute
transvection T de droite D on a
T=utu !

qui est une transvection de droite (D), donc il faut que u(D) = D. Donc u fixe toutes les
droites de E, ce qui entraine que u est une homothétie. O

2.1.3. Théoreme. — Les transvections engendrent le groupe SL(E). Les transvections et les
dilatations engendrent le groupe GL(E).

Démonstration. — Laseconde partie de 'énoncé se ramene a la premiere, car si u € GL(E)
et § est une dilatation de rapport detu, alors 8~' 1 € SL(E), donc est un produit de trans-
vections : ainsi u est le produit de la dilatation & et d'un produit de transvections.

Reste a montrer la premiére partie. On commence par :

2.1.4. Lemme. — Six,y € E—{0} etdimE = 2, alors il existe un produit u de transvections
tel que u(x) =y.

Démontrons le lemme : si x et y ne sont pas colinéaires, on prend une base (e;) de E
telle que x = e, et y = e;,—1 + ey, alors la transvection envoie bien x sur y; si x et y sont
colinéaires, soit z ¢ Kx, il suffit de composer une transvection envoyant x sur z avec une
autre envoyant z sur y.

Revenons maintenant a la démonstration du théoreme, que I’on va faire par récurrence
sur dimE. Pour dimE =1, il n'y a rien a montrer. Si dimE = 2, si v € SL(E) et x € E, alors,
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quitte a composer v par un produit de transvections envoyant v(x) sur x, on peut supposer
que v(x) = x. Notons D la droite engendrée par x, alors v induit une application linéaire
v:E/D — E/D, également de déterminant 1 (si on choisit un supplémentaire F de D dans
E, alors dans E = D & F la matrice de v est triangulaire supérieure par blocs, et les deux
blocs diagonaux sont 1 et 7). Par 'hypothése de récurrence, v = []; 1(X;, fi), avec X; e E/D
et fie (E/D)* = D-. Relevant ; en x; € E, alors w = I1; T(x;, fi) satisfait :

- w(x) = v(x) = x car f; € D* c’est-a-dire f;(x) =0;

— le morphisme induit i € SL(E/D) coincide avec 7.
1l en résulte que im(w~'v —Id) € D, donc w™' v est ou bien I'identité, ou bien une trans-
vection de droite D. Ainsi v est un produit de transvections. O

2.1.5. Conjugaison, commutateurs. — A partir des formes matricielles et (20), il est
évident que deux dilatations sont conjuguées dans GL(E) si et seulement si elles ont méme
rapport, et que deux transvections sont toujours conjuguées dans GL(E). On en déduit :

2.1.6. Proposition. — 1° Deux transvections de SL(E) sont toujours conjuguées dans SL(E)
sidimE = 3.

2° SidimE = 2, une transvection est toujours conjuguée dans SL(E) a une matrice (} 71‘),
ot A e K*, et A, u € K* définissent deux transvections conjuguées si et seulement si ﬁ est un
carré dans K.

Démonstration. — Si on a deux transvections u et v, alors il existe g € GL(E) telle que
v=gug~'. Onveut corriger g en gs € SL(E) de sorte que v = (gs)u(gs)~ L. Il suffit donc de
trouver s € GL(E), de sorte que dets = (detg)~! et sus™! = u. En se plagant dans une base
ol u est de la forme (20), on voit qu'il suffit de prendre pour s la dilatation

(detg)™!

1

ce qui est possible dés que dimE = 3. Le cas de la dimension 2 est laissé en exercice. O

2.1.7. Théoreme. — 1°OnaD(SL(n,K)) =SL(n,K) saufsin=2 etK =F, ouls.
2°0n aD(GL(n,K)) = SL(n,K) saufsin=2 etlK =F.

On a GL(2,F2) = SL(2,F») = S3 ('isomorphisme se voit en considérant I'action sur 'en-
semble des 3 droites de [Fg), dont le groupe dérivé est As. D’autre part, on peut mon-
trer que SL(2,F3) = Hg x Z/3Z, ou1 Hg est le «groupe des quaternions», d’ordre 8, et que
D(SL(2,F3)) = Hs.

Démonstration. — Le déterminant d’'un commutateur est 1, donc le groupe dérivé est
toujours inclus dans SL(n,K). Pour montrer qu’il est égal, on fera trois raisonnements, qui,
ensemble, couvriront 'ensemble des cas. A chaque fois, on montre que le groupe dérivé
contient les transvections, et donc tout le groupe SL(n, K).

Le premier raisonnement est le suivant. Soit T une transvection; si carlK # 2, alors 2
Id est encore une transvection; si n = 3, les transvections sont conjuguées dans SL(n,K),
donc 12 = sts7! pour un s € SL(n,K) et T = sts”!t7!, donc T € D(SL(n,K)). Si n = 2
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les transvections sont conjuguées dans GL(2,K) donc le méme raisonnement avec s €
GL(2,K) montre que T € D(GL(n,K)). Le théoreme est ainsi démontré des que carkK # 2
et n = 3 pour le groupe SL, et carK # 2 et n quelconque pour le groupe GL (en particulier
on obtient le cas n = 2 et K = [F3 pour GL, alors que dans ce cas le théoreme est faux pour
SL).
Le deuxiéme raisonnement démarre par 1'observation suivante : si s = ()‘ A*l) ett=
(1 1), alors sts™! 7! = (1 A%71). On obtient ainsi une transvection si A? — 1 # 0, donc si A% #
1, ce qu’'on peut assurer si K # [F», F3. Fixant un tel A, toute transvection admet une base ot
elle s’écrit (1 )‘21‘1 ), donc est un commutateur dans SL(2,K). Cela s’étend immédiatement
en toute dimension, donc si K # [F,, F3, toute transvection est un commutateur, et ainsi
D(SL(n,K)) =SL(n,K).
Le troisieme raisonnement utilise le calcul
-1 1 1 1 1
s=11 = 1 , alors tst sl = 1 -1,
1 1 1

qui est encore une transvection. Cela couvre le cas 7 = 3 pour un corps quelconque, et en
particulier pour le dernier cas manquant K = F,. O

2.1.8. Simplicité. — On définitI'espace projectif KP"*~! = K" —{0}/K* des droites de K".
En particulier, KP! = {(x, 1), x € K}u{(1,0)} = KU{oo}, appelé droite projective, est constitué
d’une copie de K et d'un «point a I'infini».

Laction de GL(#n, K) sur K" induit une action sur KP" !, Le noyau de I’action est consti-
tué des transformations g € GL(n,K) qui fixent chaque droite, c’est-a-dire des homothé-
ties. Par passage au quotient, on obtient ainsi une action fidéle sur KP"~! du groupe pro-
jectiflinéaire PGL(n,K) = GL(n,K)/Z(GL(n,K)). De maniere analogue, on obtient une ac-
tion fidele du groupe PSL(n,K) = SL(n,K)/Z(SL(n,K)).

Dans le cas d'un corps fini, on pourra vérifier en exercice les cardinaux des groupes
ainsi construits :

IGL(n,F )= (q"-1(q" - @) (" —q" "),

ISL(n,F)| = IPGL(n,F)l = (¢" - D(g" - q)---(q" - "2 q" ",
ISL(n,F )

(n,g-1

Le but de cette section est :

IPSL(1,F )| =

2.1.9. Théoreme. — Le groupe PSL(n,K) est simple saufsin=2 etK =F, oufFs.

Les exceptions ne sont effectivement pas simples : PSL(2,F,) = SL(2,F,) = S3 comme
on I'a vu ci-avant, et on peut vérifier que I'action sur F3P! (qui compte 4 points) identifie
PSL(2,F3) = Ay et PGL(2,[F3) = S,4.

Ce n'est pas par hasard que les exceptions sont les mémes dans les théorémes[2.1.7|et
En effet, on va présenter ici une démonstration ot le second théoréme est déduit
du premier par la méthode d’Iwasawa, qui s’appuie sur 'action du groupe SL(n,K) sur
I'espace projectif KP"!,
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Plus généralement, supposons qu'un groupe G agisse sur un ensemble X. On dira que
G agit primitivement sur X si

1° T'action de G sur X est transitive;
2° le stabilisateur G, d’'un point de X est un sous-groupe maximal de G.

Un cas particulier d’action primitive est donnée par une action 2-transitive, c’est-a-dire
telle que pour tous x1,x2,1,¥2 € X, X1 # X2, Y1 # V2, il existe g € G tel que g-x; = y; et
g+ Xx» = o (C'est-a-dire : I'action de G sur X x X — A, ou A = {(x,x),x € X}, par g- (x,y) =
(g-x,g-y), est transitive). En effet, il suffit de vérifier qu'un stabilisateur Gy est forcément
un sous-groupe maximal, ce qu'on va obtenir en montrant que, pour tout g € G— Gy, on
a G =G, UG,gGy. Fixons g€ G— Gy, soit y = g- x # x : si k € G— Gy, alors, puisque Gy, est
transitif sur X — {x}, il existe h € Gy tel que k-x = h-y = hg-x, donc g"'h~'k € G, donc
k € G, gGy, ce qu'il fallait montrer.

Le théoréme permettant de montrer la simplicité d'un groupe a partir d'une action pri-
mitive est le suivant :

2.1.10. Théoreme. — Supposons que le groupe G agisse primitivement sur X. Si on se
donne, pour chaque x € X, un sous-groupe T, c G tel que :

1° T, est abélien;

2° Tg.r=gT<g ! pourtourgeGetxeX;

3° UxexTy engendreG.

Alors tout sous-groupe distingué de G agissant non trivialement surX contient D(G).

Commengons par voir comment cet énoncé permet de démontrer le théoreme|2.1.9|:

Démonstration du théoremel21.9 — Laction de PSL(n, K) sur X = KP”~! est 2-transitive,
donc primitive. On applique le théoréme[2.1.10|en utilisant pour x € X le groupe des trans-
vections de vecteur x. Il satisfait les hypotheéses du théoréme, donc un sous-groupe dis-
tingué de PSL(n,K), non réduit a {Id}, doit contenir D(PSL(n,K)) = PSL(n,K) d’apres le
théoreme[2.1.91 O

Démonstration du théoremel2.1.10 — Soit N un sous-groupe distingué et x € X. Puisque
G, est maximal, le sous-groupe NG, (voir exercice est égal 3 G, ou a G; dans la
premiere hypotheése, il faut que N c G, donc, pour tout g€ G, ona N = gNg~! c Gg.x
donc N agit trivialement sur X. On a donc montré que si N n’agit pas trivialement sur X,
alors NG, =G, et en particulier N agit transitivement sur X.

On montre alors qu’en outre G = NT,. En effet, si n € N, alors

Tpx=nTen ' cNTy;

puisque N est transitif sur X, on a T, « NT; pour tout y € X et donc G = NT puisque les
(T) yex engendrent G.

Finalement, puisque T est abélien, G/N (isomorphe a T,/(N N T,), voir exercice|1.3.4)
est abélien donc N > D(G). O
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2.2. Formes sesquilinéaires

Soit E un K-espace vectoriel. Dans cette section, on introduit les trois types de formes
bilinéaire ou sesquilinéaire que I'on va étudier.

2.2.1. Formes bilinéaires. — Une forme bilinéaire sur E est une application B: ExE — K
telle que, pour chaque y € E, les applications partielles x — B(x, y) et x — B(y, x) soient
K-linéaires. Une telle forme est symétrique si B(x, y) = B(y, x) pour tous x,y € E, anti-
symétrique si B(x, y) = —B(y, x) pour tous x, y € E. Si carK # 2, cette derniere condition est
équivalente au fait que B soit alternée, c’est-a-dire que B(x, x) = 0 pour tout x € E.

Soit (e;) une base de E, supposé de dimension finie, et B une forme bilinéaire. La ma-
trice M de B est donnée par M;; = B(e;, e;j). Si deux éléments de E sont donnés par les
vecteurs colonnes X et Y, alors B(X,Y) = X’MY. La forme B est (anti-)symétrique si la ma-
trice M est (anti-)symétrique. Si P est la matrice de passage de la base (e;) a la base (e;.),
alors on a une formule classique : la matrice de B dans la nouvelle base est donnée par

M' =P'MP.

Si detM # 0, la valeur de detM dans le groupe multiplicatif K*/ (K*)? est bien définie, et
s’appelle le discriminant de B. Quand detM = 0, on convient que le discriminant est nul
aussi.

Associé a une forme bilinéaire symétrique on obtient la forme quadratique

q(x) =B(x, x).

Supposons carK # 2, alors on récupere la forme B a partir de g par la formule
1
B(x,y) = > (q(x+y)=q(x)—q(y).

2.2.2. Formes sesquilinéaires. — Il y a une variante des formes quadratiques quand le
corps est équipée d'une involution o € AutK. L'exemple principal seralk = C avec 6(2) = Z,
et pour simplifier les notations plus loin, on notera toujours I'involution o sous la forme
o(A) = A, quel que soit le corps. La décomposition C = R@ iR s’étend de la maniére suivante
a tout corps muni d’'une involution : on a une décomposition

K=KookK,

ol Kg et [K; sont les espaces propres de o pour les valeurs propres 1 et —1. Ainsi K est un
sous-corps de K, et si a € K; alors a® € Kg puisque o(a?) = (6(a))? = a®. Choisissant un
a € K1 — {0}, on déduit immédiatement que K; = al{g donc K =Ky & alkg.

2.2.3. Exemple. — Si p est premier et g = p?, alors le morphisme de Frobenius o (x) = x?
est une involution de F.

On dit alors qu'une application linéaire u entre deux K-espaces vectoriels est o-linéaire
si u(Ax) = Au(x) pour tout vecteur x et tout scalaire A € K. Une forme o-sesquilinéaire est
une application B : E x E — K telle que pour tout y € E, I'application x — B(x, y) soit o-
linéaire et I'application x — B(y, x) soit linéaire. La forme sesquilinéaire B est hermitienne
si en outre B(x, y) = B(y, x) pour tous x, y € E.
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Dans une base (¢;) de E, la matrice M de E est donnée par M;; = B(e;, e;). Sur des vec-
teurs colonnes, on a alors B(X,Y) = X’MY, et la matrice de B dans une autre base est P’MP,
ol P estla matrice de passage. Le déterminant de M définit donc un discriminant qui est,
ou bien nul, ou bien un élément du groupe multiplicatif

K*/{kk, ke K*}.

Pour une forme sesquilinéaire hermitienne, la matrice satisfait M? = M.
Associée a une forme sesquilinéaire hermitienne est la forme hermitienne

h(x) =B(x, x).

On récupeére, si carKK # 2, la forme sesquilinéaire a partir de & par la formule

B(x,y) = l(h(x+ Y —hx-y)+ l(h(x+ ay) — h(x - ay))).
4 a

2.3. Orthogonalité

Dans la suite, B désignera I'un des trois types de forme vus plus haut sur un espace
vectoriel E de dimension finie : une forme bilinéaire alternée, une forme bilinéaire symé-
trique, ou une forme sesquilinéaire hermitienne. Dans les deux derniers cas, on supposera
toujours carK # 2. Dans le cas ou I'on parle d’application o-linéaire, on écrit implicite-
ment que dans les deux premiers cas o = Id, alors o-linéaire se réduit a linéaire.

2.3.1. Premieres propriétés. — On dit que deux vecteurs x et y sont orthogonaux si
B(x, y) = 0. Lorthogonal d’une partie F de E est le sous-espace vectoriel, noté F*, des vec-
teurs de E orthogonaux a tous les éléments de F.

Le noyau de B sur E est le sous-espace E*. On dit que B est non dégénérée si E* = 0.

2.3.2. Proposition. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
1° B est non dégénérée;
2° lapplication o -linéaire B: E — E* qui a x € E associe la forme linéaire y — B(x, y) est
injective;
3° la matrice de B dans une base est inversible.

Démonstration. — La premiére condition est exactement que B soit injective, c’est-a-dire
la seconde condition. Enfin, la matrice de B dans une base de E et sa base duale dans E*
est égale a la matrice de B, ce qui donne la troisieme condition. O

Si B est dégénérée, alors B induit une forme de méme type sur E/kerB, qui est non
dégénérée. Une autre maniere de réaliser la forme sur le quotient est de choisir un sup-
plémentaire quelconque U de kerB dans E, alors la projection sur le quotient réalise un
isomorphisme isométrique

(U,Bly) — (E/kerB,B).

Une forme dégénérée se ramene ainsi toujours a une forme non dégénérée sur un quo-
tient, et dans la suite on supposera toujours les formes non dégénérées, sauf mention expli-
cite du contraire.
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2.3.3. Proposition. — Si B est non dégénérée, et si F c E est un sous-espace de E, alors
dimF + dimF+ = dimE. En particulier, si FNF* = 0 (ce qui est équivalent & B|g est non
dégénérée), alorsE =F @& F*.

Démonstration. — Lapplication de restriction des formes linéaires, r : E* — F*, est sur-
jective. Donc

roB:E—F* x—B(x,),
est g-linéaire surjective. Or ker(r o B) = FL, d’ot1 la formule sur la dimension en écrivant
que la dimension de E est la somme des dimensions du noyau et de 'image de roB. O

Formules sur I'orthogonal (la seconde est vraie aussi en dimension infinie) :

EHl=E F+G@L=F'nGtY, EFEnGL=Fl+G-

2.3.4. Groupe d’isométries. — Soit E et E' deux espaces vectoriels sur K, équipés de
formes B et B’ de méme type (pas forcément non dégénérées). Un morphisme injectif
f:E — E’ est une isométrie si pour tous x, y € E on a

B'(f(x), f) =B'(x, ).

Si B et B’ sont des formes bilinéaires symétriques, ou sesquilinéaires hermitiennes, il suffit
que ¢'(f(x)) = q(x) (resp. I/ (f(x)) = h(x)) pour tout x € E.

SiB est non dégénérée, alors 'injectivité découle de la propriété d’isométrie. Si en outre
(E',B') = (E, B) alors une isométrie doit étre un isomorphisme, et1’ensemble des isométries
forme un groupe pour la composition. L'appellation habituelle de ce groupe est différente
suivant les cas :

— pour une forme quadratique, le groupe orthogonal O(E, q) ;

— pour une forme hermitienne, le groupe unitaire U(E, 1) ;

— pour une forme alternée, le groupe symplectique Sp(E, B).

Dans tous les cas, si M est la matrice de la forme B dans une base, alors une matrice A
représente une isométrie si A‘MA = M.

Dans le cas orthogonal, cela s’écrit A'MA = M qui implique det(A)? = 1 donc detA = +1.
Le groupe spécial orthogonal est alors défini comme SO(E, q) = O(E, g) N SL(E).

Dans le cas unitaire, on obtient '’équation A’MA = M qui implique det(A) det(A) = 1. Le
groupe spécial unitaire est alors défini comme SU(E, h) = U(E, h) n SL(E).

Enfin, le groupe symplectique n’a pas de forme spéciale car il est déja inclus dans SL(E),
comme on le verra plus loin.

Exemples d’isométries : symétries et quasi-symétries. — On se place dans le cas d'une
forme quadratique ou hermitienne. Si x € E n’est pas isotrope, et « = —1 dans le cas
quadratique (resp. a € K satisfait @a = 1 dans le cas hermitien), alors une symétrie (resp.
quasi-symétrie) par rapport a x* est une transformation de valeurs propres 1 et « sur la
décomposition

E=x'eKx.
Il s’agit manifestement d’'une isométrie, donnée explicitement par la formule
B(x,y)

s()=y+(a-1) Bx, )
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Comme on le verra plus loin, les symétries engendrent le groupe orthogonal, et les quasi-
symétries engendrent le groupe unitaire.

2.3.5. Décomposition en somme directe orthogonale : premier cas. — Supposons B bi-
linéaire symétrique ou sesquilinéaire hermitienne. On dit qu'un vecteur x € E est isotrope
si B(x, x) = 0. Si B est non dégénérée, il existe nécessairement un vecteur non isotrope x.
Dans ce cas, Kxnxt = 0doncE = Kx®xt, etla restriction de B & x* est 2 nouveau non dé-
générée. Par récurrence sur la dimension, on obtient 'existence d'une base orthogonale
(ei), C’est-a-dire satisfaisant B(e;, e;) = 0si i # j. Posant a; = B(e;, e;), on obtient, dans le
cas symétrique,
qx) = (xle +--- +(xnxi,

et dans le cas hermitien,

h(x) =1 X1 X1+ +QpXpXy.
Dans une base (Z_i) ol a; € K*, les coefficients «; deviennent

o P

a_l? dans le cas symétrique,
1

=L dans le cas hermitien.

{8t
On remarquera que, dans le cas hermitien, puisque B(e;, e;) = B(e;, e;), en fait a; € K.

Exemples. — 1° Si K = C, ou plus généralement un corps algébriquement clos, on peut
toujours trouver a; tel que alz. = «;. Il en résulte que toute forme quadratique sur K admet
une base dans laquelle elle s’écrit

) 2
qx) =xiy+--+ x5,

Son groupe orthogonal est noté O(rn,C) ou O(n,K).
2° Si K =R, alors on peut toujours trouver a; tel que al? = +a;. En réarrangeant la base,
on déduit que toute forme quadratique sur R admet une base dans laquelle elle s’écrit

— 42 2_ .2 2
GX)=X]+ o+ X, =Xy~ — Xy

Le couple (r, s = n—r) est la signature de g, on verra plus loin que c’est un invariant de g.
Son groupe orthogonal est noté O(r, 5,R), ou le plus souvent O(r, s).

3°SiK = Fy, alors [F;;/([F;)2 est d’ordre 2 (car le noyau de x — x? dans F; est{£1}). Donc
on peut ramener chaque «o; a étre égal a 1 ou a un scalaire non nul o ¢ ([F;)Z. En fait on
peut faire mieux, et cela donne toutes les formes quadratiques possibles sur [ :

2.3.6. Proposition. — Pour K = Fy, toute forme quadratique non dégénérée admet une
base ot elle s’écrit sous l'une des deux formes suivantes :

2 2 2
GX)=x{+-+X;_1+ Xy,
qx) = xf +---+xfl_1 +0(xfl,

ot est un scalaire non nul fixé qui nest pas un carré dansT ;.

Notons que les deux formes proposées ne peuvent pas étre équivalentes, puisque leurs
discriminants sont 1 et a, qui sont différents dans [Ff7 / ([F;)Z.
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Démonstration. — Par récurrence sur n. Si n = 2, on va montrer qu’il existe e; tel que
g(e;) =1.AlorsE=Ke; @ ef, et ’hypothese de récurrence montre le résultat.

Ecrivons g dans une base orthogonale : g(x) = Zaixl?. Contentons-nous du sous-
espace engendré par les deux premiers vecteurs, donc g(x) = oqxf + (xzx%. Puisqu’il y a
qT“ carrés dans [, (en comptant 0), les quantités oqxf etl- a2x§ décrivent toutes deux
un ensemble a qTH éléments quand x; (resp. x) décrit F,. Mais puique g < 2‘77“, il faut

qu’existe (x1, x2) tels que oqxf etl— agxg coincident, c’est-a-dire g(x) = 1. O

4° Si K = C et o est la conjugaison complexe, alors a; € R, et on peut trouver a; € C tel
que a;a; = +a;. Ainsi, toute forme hermitienne sur C admet une base dans laquelle elle
s’écrit
h(x) = X1x1 4+ Xp Xp = Xpp1Xp41 =+ — XnXn.
Son groupe unitaire est noté U(r, s,C), ou le plus souvent U(r, s).
5°SilK =F,2 eta(A) = AP, alors le morphisme
[F;2 —F,, x—ix= xP*L,

est surjectif (un générateur de [F;Z, d’ordre p?>—1 = (p—1)(p+1) est envoyé sur un élément

d’ordre p—1, donc un générateur de F ). Il en résulte que tout élément a; € Fj, peut s’écrire

a;a;, et donc toute forme hermitienne sur [sz admet une base dans laquelle elle s’écrit
h(x)=X1x1+--+ XpXxy.

Son groupe unitaire est noté U(n,F ).

2.3.7. Décomposition en somme directe orthogonale : deuxieme cas. — Un plan hy-
perbolique est un sous-espace P de dimension 2 possédant une base (ej, e2) dans laquelle

B(e1,e1) =B(ez,e2) =0, B(ey,e2) =1.
Bien stir, cela implique que e; et e, soient des vecteurs isotropes. Réciproquement :

2.3.8. Lemme. — Si x est un vecteur isotrope, il existe un vecteur y tel que (x, y) soit la base
d'un plan isotrope.

Démonstration. — En effet, on peut toujours trouver x’ tel que B(x, x) = 1, puis on prend
y = x' = 3B(x', x')x qui satisfait les propriétés voulues. O

Par exemple, la forme quadratique en deux variables,

2 2
q(x1,x2) = X7 — X5,

n’est pas isotrope, donc est un plan hyperbolique. En effet, dans la base (e; + e, e; — €2),
on obtient pour g la formule

q(y1,y2) =2y1Y2.
La base (e; + ez, e; — e2) est donc une base hyperbolique.

L'avantage d'un plan hyperbolique P sur un vecteur isotrope est que B|p est non dégé-
nérée, ou de maniére équivalente PN P+ = 0. Il en résulte que, pour un plan hyperbolique,

E=PeoPl.
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Placons-nous a nouveau dans les cas symétrique ou hermitien. Supposons que E ad-
mette un vecteur isotrope. Par le lemme, il admet alors un plan hyperbolique P, et E =
P @ P*. La forme B est alors non dégénérée sur P, et on peut recommencer la méme
opération sur P+, si celui-ci admet un vecteur isotrope. Finalement, on fabrique une dé-
composition

L L1
E=P;®---0oP,®FE

ol les P; sont des plans hyperboliques, et F est un sous-espace anisotrope, c’est-a-dire
dépourvu de vecteur isotrope. Lentier v est 'indice de la forme, on verra plus loin que

L
c’est un invariant. Une somme orthogonale de plans hyperboliques comme ci-dessus P; @

1
---@® P, est appelée un sous-espace hyperbolique.

2.3.9. Décomposition en somme directe orthogonale : troisiéme cas. — On se place
maintenant dans le cas d'une forme bilinéaire alternée. Dans ce cas, deux vecteurs x et
y tels que B(x, y) # 0 engendrent toujours un plan hyperbolique P, et E = P @ P+, Puisque
B est non dégénérée, E contient nécessairement un tel plan hyperbolique, et par consé-
quent, en itérant la construction, on obtient une décomposition orthogonale :

L1
E=P1&®---aP,.

Choisissons alors une base (e;);=1,...2v, de sorte que (e;, e;+) soit une base standard de P;.
Dans cette base, la matrice de B est
0 Id
Jy = ( ) : 21)

-Idy 0

Ainsi, toutes les formes bilinéaires alternées non dégénérées admettent une base dans la-
quelle leur matrice est J,. En particulier, la dimension de I'espace doit étre paire. I n'y a
donc, a équivalence pres, qu'une seule forme alternée sur un K-espace vectoriel de di-
mension n = 2v, et on notera son groupe Sp(v, K).

Ce groupe peut étre décrit explicitement : une matrice M € Sp(v,K) si et seulement si
M!JyM =], ; décomposant la matrice M par blocs,

A B
M= (c D)
il vient M € Sp(v,K) si et seulement si
A'C=C'A, B'D=D'B, A'D-C'B=1Id,. (22)

2.4. Le théoréme de Witt

Soit E muni d'une forme B bilinéaire symétrique ou alternée, ou d'une forme sesquili-
néaire hermitienne. On dit qu'un sous-espace F de E est isotrope si B|r est dégénérée (ce
qui est équivalent a kerB|p = Fn FL #0). Dans ce cas, on obtient une forme induite, non
dégénérée, sur F/Fn FLi.

Le sous-espace F est totalement isotrope si Blr = 0 (ce qui est équivalent a F c F1).
Dans ce cas, puisque F = (F1)*, on obtient une forme induite, non dégénérée, sur F*/F.
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Par exemple, si P; L P, 1 --- L P, sont des plans hyperboliques orthogonaux, de base
(e, fi), alors (ey, ..., e,) est totalement isotrope. Cet exemple est en fait général, comme le
montre le :

2.4.1. Lemme. — SoitF un sous-espace deE, etFy = ker B|r = FNFL. Soit G un supplémen-
taire de ¥y dansF, et (ey,...,er) une base deFy. Alors il existe (f1,..., fy) dansE tels que
— P; =(e;, fi) est un plan hyperbolique orthogonal a G ;

_ 11
— F=G@o (&P;) est non isotrope.
En outre, toute isométrie f : F — E' se prolonge en une isométrie f : F — E'.

Démonstration. — Puisque B|g est non dégénérée, en considérant G+ on est ramené au
cas ou G =0, c’est-a-dire au cas ol F est totalement isotrope. Le cas ou1 r = 1 est le lemme
On raisonne ensuite par récurrence sur r : si F; = (e, ..., e;), alors soit H; un sup-
plémentaire de F, dans Fll contenant e;, donc FlL =F; @ H; et Bly, s'identifie a la forme
non dégénérée induite sur Fll/ F;. On peut appliquer le lemme au vecteur e; € Hy,
donc il existe f; € H; tel que (ey, f1) soit une base d'un plan hyperbolique P;, orthogonal
aey,...,er puisque H; F{- On applique alors 'hypotheése de récurrence au sous-espace
totalement isotrope F; de Pll.

Lextension des isométries se montre en étendant im f dans E’ de la méme maniére que
F. O

2.4.2. Lemme. — SiB(x,x) =B(y,y) #0, il existe une isométrie f telle que f(x) = y.

Démonstration. — Commencons par le cas d'une forme quadratique. De g(x+ ) + q(x —
¥) =2(q(x)+q(y)) =4q(x), on déduit que I'un au moins des deux vecteurs x+ y et x— y est
non isotrope, disons par exemple x + y. Alors la symétrie hyperplane par rapport a (x+ y)*
envoie x sur —y, et on la compose par —1d.

Le cas hermitien est similaire : on peut supposer par exemple que x + y n'est pas iso-
trope, et on cherche une quasi-symétrie par rapport a (x + y)*+,

B(x+y,2)

S(Z) =Z+(a—l)m

(x+y),

avec aa = 1. Le bon choix est
Blx+y,x+y) Blx+yy  Blx+yx
B(x+y,x)  Bx+yx  Bx+yx)

qui satisfait manifestement &o = 1. O

2.4.3. Théoréme (Witt). — Soient deux espaces isométriques, (E,B) et (E',B). Soit F un
sous-espace de B et u : F — E' une isométrie. Alors il existe une isométrie v : E — E' telle
que v|g = u.

Démonstration. — Par le lemme(2.4.1] on est ramené au cas ou F est non isotrope.

Dans le cas d’'une forme alternée, le résultat est alors immédiat en complétant F et u(F)
par des sommes de plans hyperboliques.

Dans le cas d'une forme quadratique ou hermitienne, le cas o1 dimF = 1 est fourni par
le lemme En général, on raisonne par récurrence sur dimF : si dimF = 2, on peut

1
décomposer F = F; @ F» avec F; et F» non isotropes; par 'hypothese de récurrence, ulp,
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se prolonge en une isométrie v; : E — E’, donc en particulier V1|F1L : FlL — u(F)t est une

isométrie; on applique alors 2 nouveau 'hypothese de récurrence a ulg, : Fo — u(Fy)*
pour le prolonger en une isométrie v, : FlL — u(F})t. On prend alors v = ulg, ® vp : F @

Fi —E' = u(F) @ uF)*t. O
2.4.4. Corollaire. — 1° Si F et G sont des sous-espaces isométriques de E, alors F* et G+
sont isométriques.

2° Tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux ont méme dimension v, appelée
lindice de B.
3° La dimension d’'un sous-espace hyperbolique maximal est 2v ; si H est un sous-espace

1
hyperbolique maximal, alors E = He G, avec G anisotrope.

4° Deux formes quadratiques ou hermitiennes sont équivalentes si et seulement si elles
ont méme indice et leurs restrictions a G et G' sont équivalentes.

Démonstration. — On prouve la deuxiéme assertion. Si F et F’ sont totalement isotropes
et dimF < dimF/, alors n'importe quel morphisme injectif u : F — F’ est une isométrie,
donc s'étend en une isométrie v de E. Donc F C v~ (F') qui est aussi totalement isotrope,
donc F n’était pas maximal. Il en résulte que tous les sous-espaces totalement isotropes
maximaux ont méme dimension.

Les autres assertions sont immédiates a partir du théoréme de Witt. O

On notera qu’au vu de la troisieme condition, il faut que v < % dimE.

Dans le cas d'une forme quadratique sur R, de signature (p, q), on voit que I'indice est
inf(p, g), donc la signature est bien un invariant de la forme quadratique. La méme chose
est vraie des formes hermitiennes sur C.

2.5. Le groupe symplectique

Dans cette section, E est muni d'une forme alternée, et on étudie le groupe symplec-
tique Sp(E). Remarquons que si dimE = 2, alors dans une base hyperbolique de E on a
B((x1, X2), (1, ¥2)) = X1¥2 — X2 y1. Un morphisme u de E multiplie B par det u, d’outil résulte

Sp(1,K) =SL(2,K). (23)
Soit une transvection t(x) = x+ f(x)a, ol f € E* et a € ker f. Alors
B(x+ f(x)a,y+ f(y)a) —B(x,y) =B(a,xf(y) - yf (x)).

Quand x et y décrivent E, alors x f(y) — y f (x) décrit ker f, donc 1 € Sp(E) si et seulement si
a€ (ker f)*, ce qui signifie f(x) = AB(a, x) pour un A € K. On déduit que les transvections
symplectiques sont de la forme

T(x) =x+AB(a,x)a, acEAekK.
2.5.1. Théoreme. — Les transvections symplectiques engendrent Sp(E).
Puisque les transvections sont de déterminant 1, il en résulte :
2.5.2. Corollaire. — On al'inclusion Sp(E) < SL(E). O

On verra en §[3.4 une démonstration plus directe de ce corollaire.
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Démonstration du théoreme. — La démonstration se fait par récurrence sur la dimen-
sion, et est une conséquence immédiate du :

2.5.3. Lemme. — SiP = (x1,x2) et Q = (y1, y2) sont deux plans hyperboliques (B(x1, x2) =
B(y1,y2) = 1), alors il existe un produit de transvections symplectiques envoyant x; sur y;.

Démontrons donc le lemme. Dans un premier temps, observons que si B(xy, y1) # 0,
alors on peut envoyer x; sur y; par la transvection symplectique
_ B(y1 —x1,%)

B(x1, 1)
Si B(x1, y1) = 0, en passant par un z tel que B(x;,z) # 0 et B(y,2) # 0, on déduit qu'un
produit de 2 transvections symplectiques envoie x; sur y;.

Dans tous les cas, on a trouvé un produit de transvections envoyant x; sur y;, donc on
est ramené au cas oil x] = y; ; on veut donc envoyer x, sur y» en laissant x; fixe. A nouveau,
la situation est plus simple si B(x, y») # 0 : alors la transvection
_ B(y2 — X2, x)

B(x2,y2)
convient, car B(y2 — x2, x1) = B(y2, y1) —B(x2, x1) = 0. Si B(x2, y») = 0, alors il faut a nouveau
passer par un intermédiaire z, tel que B(x, z) # 0, B(y2,2) # 0, mais aussi (pour fixer x;),
B(x1,z—x2) =0 et B(x1,z— y»2) = 0, ce qui revient a B(x;, z) = 1. Mais z = x; + y» satisfait
toutes ces conditions. O

T(X)=x (y1—x1).

T(xX)=x (Yo —x2)

Puisque pour toute droite D, il existe une transvection symplectique de droite D, le
centre de Sp(n,K) est réduit aux homothéties de Sp(n,K), a savoir {+Id}. On considere
donc le groupe projectif associé, a savoir le quotient

PSp(n,K) =Sp(n,K)/ +1.

On énonce alors les deux théorémes essentiels :

2.5.4. Théoreme. — OnaD(Sp(n,K)) =Sp(n,K), saufsin=1etlK =F,,F3, oubiensin=2
etlK =F,.

2.5.5. Théoreme. — Le groupePSp(n,K) estsimple, saufsin=1etlK =F, oulFs, ousin=2
etlK = |F2.

Le nouveau cas exceptionnel ici (par rapport aux groupes SL) est celui de Sp(2,F»). On
peut montrer que PSp(2,[F;,) = S.

Démonstration du théoreme[2.5.4 — Le cas n = 1 résulte de et des résultats sur le
groupe SL.

Si n =2, donc dimE = 4, écrivons E = P @ P* pour un plan hyperbolique P; par le cas
n =1, les transvections de P sont des commutateurs (sauf si K = [, F3), donc D(Sp(n,K))
contient les transvections symplectiques de droite contenue dans P, et par conjugaison
toutes les transvections : donc D(Sp(n,K)) = Sp(n, K).

1.1
Si K =[F3 et n = 2, en regardant une décomposition E = P; & P, & Q, on se raméne au
cas E = P; @ P,, C’est-a-dire a Sp(2,F3). De méme, le cas Sp(n,[F,) pour n = 3 se ramene a
Sp(3,F2). Ces deux cas spéciaux se font a la main de la maniére suivante.
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Commencons par Sp(2,[Fs). Il suffit de trouver deux éléments U,V € Sp(2,F3) dont le
commutateur est une transvection. Dans une base ol la forme symplectique est donnée

par (21), on choisit
Al 0 Ib B
o=(o ) v=[s 2}
D’apres (22), les matrices U et V sont symplectiques, pourvu que B soit symétrique. Leur
commutateur est
0 I
C’est une transvection si B— ABA est de rang 1, ce qui se produit pour le choix
1 1 0 1
w=lo o) 2= o)

Le cas de Sp(2,F3) se traite de maniére similaire, en posant

_ t
uvu-lvl = (IZ B-ABA )

1 1 O 1 0 1
A=|0 0 1|, B=|0 1 1
1 0 O 1 1 1
O
Démonstration du théorémel[2.5.3 — Ce théoréme se déduit du théoréme [2.5.4] comme

dans le cas des groupes PSL, par la méthode d'Twasawa, en considérant I’action du groupe
sur I'espace projectif KP?"~!. Nous disposons en effet pour chaque droite x € KP?*~! du
groupe abélien (isomorphe a K) des transvections symplectiques de droite x, et la seule
hypothese restant a vérifier pour appliquer le théoreme[2.1.10|est que I'action soit primi-
tive.

On a vu qu’'un groupe agissant de maniére 2-transitive sur un ensemble agit primitive-
ment, mais Sp(n,K) n’agit pas 2-transitivement sur X = KP2"~1 En effet, d’apres le théo-
réme de Witt, le groupe Sp(n,K) a trois orbites sur X x X, a savoir

1° la diagonale A = {x = y};
2° l'orbite O; des couples de droites (x, y) engendrant un plan hyperbolique;
3° T'orbite O, des couples de droites (x, y) engendrant un plan isotrope.

Pour montrer que I'action est primitive, on doit montrer que le stabilisateur G, d'un point
x € X est maximal. Supposons donc Gy C Hc G.

Observons que si gHx N g'Hx # @ alors il existe h, h' € H tels que ghx = g'h’x, donc
h™lg7'g'h' € G, donc g~'g’ € H, ce qui implique gHx = g’Hx. Ainsi la collection des
(gHx)geG réalise une partition de X, qui est G-invariante (I'action de G envoie orbite sur
orbite).

Montrons qu’une telle partition est nécessairement triviale (il en résulte Hx = X, d’ol1
G = H et l'action est primitive). Le graphe G de la partition est I'ensemble des couples
(y, 2) € XxX tels que y et z soient dans la méme classe. Ce graphe est invariant sous I'action
de Sp(n,K), il est donc une réunion d’orbites de G dans X x X, et il contient toujours la
diagonale A. Le cas d’une partition triviale correspond a G = A ou G = X x X. Si la partition
n’est pas triviale, on a donc G = AUO; ou AU O,. Le premier cas correspond a dire que
y et z sont dans une méme classe s’ils engendrent un plan hyperbolique, c’est-a-dire si
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B(y, z) # 0. Mais si B(y,z) = 0 alors il existe ¢ tel que B(y, #) #0 et B(f,z) # 0, donc y et z
sont aussi dans la méme classe, contradiction avec '’hypothése G = AU O;. Le second cas
est écarté de la méme maniere. O

2.5.6. Remarque. — On a implicitement utilisé la caractérisation suivante d'une action
primitive : I'action de G sur X est primitive si et seulement si toute relation d’équivalence
G-invariante sur X est triviale.

2.6. Le groupe orthogonal

On étudie ici quelques propriétés de base du groupe orthogonal.

2.6.1. La dimension 2. — Si dimE = 2, alors, a une constante multiplicative preés, toute
forme quadratique s’écrit
qx) = x% + ng.

Ily a cas deux cas, suivant que le discriminant de g est égal on non 4 —1 dans K*/(K*)?,
c’est-a-dire suivant que —D est un carré ou non dans K. Dans les deux cas, on écrit O(q) =
SO(q)u0O~(g), ou O™ (g) consiste des transformations orthogonales de déterminant —1, et
on donne une description compléte des deux morceaux.

Dans le cas ou1 —D est un carré, alors la forme g admet des vecteurs isotropes, et donc
E est un plan hyperbolique pour g : il existe une base (ej, e2) de E dans laquelle

q(x1,x2) =2x1%p.

Les droites engendrées par e; et e étant les seules directions isotropes, elles sont ou bien
préservées, ou bien échangées par un élément du groupe orthogonal O(g). On en déduit
que les éléments de O(g) sont de la forme (3 )\91) ou (R A(;l ), pour A € K*. Compte tenu de
leur déterminant, il résulte finalement

SO(q) ={(}) .2, eK*}, O (g ={0* ") eK"}.

Les transformations de O™ (g) sont toutes des symétries (par rapport a la droite engendrée
par e; + Aez). Le groupe SO(g) est abélien.

Exemple. — OnaS0(1,1) =R* et SO(2,C) =C*.
Dansle second cas olt —D n’est pas un carré, alors la forme g est anisotrope, et on vérifie
par un calcul direct que SO(gq) et O™ (g) sont décrits par :
SO(@) ={(¢ ), @+ D=1}, O™ (@) ={(¢D),a*+c* D=1},

A nouveau, le groupe SO(g) est abélien, et O~ (q) est constitué de symétries.

1. Anticipant sur le cours d’Algebre 2, le groupe O(g) s’interprete simplement en terme du corps de rupture de
g, a savoir K[v=D] =K & v—DK : la forme quadratique g fournit une norme N sur K [v/—D] satisfaisant N(xy) =
N(x)N(y), SO(q) est le groupe des unités pour cette norme, et O(q) est engendré par SO(q) et la conjugaison de
Galois. Dans le cas réel, ce corps est C, le groupe des unités est le cercle (les rotations), la conjugaison de Galois
la conjugaison complexe.
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2.6.2. Centre et générateurs. — Rappelons que si D est une droite non isotrope, on dis-
pose d'une symétrie orthogonale sp par rapport 2 D*. De méme, si P est un plan non
isotrope, alors E = P @ P+, et le renversement rp par rapport a P+, défini par rp = (-1) @ 1,
est aussi une transformation orthogonale, élément de SO(g).

Si u e 0(q), il estimmeédiat que usp ul= Sumo) et urp ul= Tu).

2.6.3. Proposition. — Le centre de O(q) est {x1d}, et si dimE = 3 le centre de SO(q) est
trivial si dimE est impaire, {+1d} si dimE est paire.

Démonstration. — Si u € Z(0(q)), alors usp ul=sp pour toute symétrie sp, donc u pré-

serve aussi les droites non isotropes. Mais pour montrer que u est une homothétie, il faut
montrer que u préserve aussiles droites isotropes, et on va procéder différemment en trai-
tant a la fois le cas du centre de O(q) et de SO(g).

Si dimE = 2, la description explicite de O(g) vue en § donne le résultat. On peut
donc supposer dimE = 3.

Si u € O(qg) commute aux éléments de SO(g), alors urpu™" = rp pour tout plan non
isotrope P, donc u préserve les plans non isotropes. Pour montrer qu'’il préserve toutes les
droites, il suffit de montrer que toute droite est intersection de deux plans non isotropes.

Soit donc une droite D = Kx. Si D est non isotrope, alors E=D & D1, donc en prenant
deux éléments y et z d'une base orthogonale de D+, les plansP=DeKyetQ = Do Kz
conviennent. Si D est isotrope, on inclut D dans un plan hyperbolique P, et on compléte x
en une base hyperbolique (x, y) de P. Puisque E = P @ P+, on peut choisir z € P* non nul.
Alors Q =D &K (y + z) est encore un plan hyperboliqueet D =PnQ. O

1

Le quotient de SO(g) par son centre est le groupe projectif orthogonal :
PSO(E) = SO(E)/Z(SO(E)).
2.6.4. Théoreme. — Les symétriques hyperplanes engendrent O(q).

Démonstration. — Onraisonne par récurrence sur la dimension. Soit u € O(g), x; € Enon
isotrope, et x» = u(x;). Puisque g(x1 + x2) + g(x1 — x2) = 4q(x1) # 0, 'un au moins des deux
éléments x; + x» et x; — xp est non isotrope :

— si x; — xp est non isotrope, alors sy, _x, (x1) = x donc sy, _y, u(x1) = x1;

— sixj + xp est non isotrope, alors Sy, Sy, +x, = Sx, (—X2) = X2 dONC Sy, 11, Sx, U(X1) = X1.
Dans les deux cas, on est ramené au cas ol u fixe un vecteur non isotrope x;, et on ap-

plique I'hypothese de récurrence dans le. O

2.6.5. Remarque. — Cette démonstration montre que toute isométrie est produit d’au

plus 2n symétries (n = dimE). Le théoréme de Cartan-Dieudonné affirme qu'’il suffit d’au
plus n symétries.

2.6.6. Théoreme. — Les renversements engendrent SO(q) si dimE = 3.

Démonstration. — Par le théoreme précédent, tout élément de SO(q) est produit d'un
nombre pair de symétries. Il suffit donc de montrer qu'un produit sy, sy, de deux symétries
est toujours un produit de renversements.

SidimE = 3, alors sy, Sx, = (—5Sx,)(—Sx,), et'opposé d’'une symétrie est un renversement,
d’ol1 le résultat.
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Si dimE > 3, on peut supposer xj et x, non colinéaires (et bien stir non isotropes), po-
sons L= (x7, x3), alors dimLNLt < 1 donc, parle lemme il existe L’ o L de dimension
3, tel que L' N L't = 0. Alors sy, sy, agit par 'identité sur L'+, donc n’agit non trivialement
que sur L, de dimension 3. On est ainsi ramené a la dimension 3 : sur L/, c’est le produit
des renversements —sy, | et —sy, |1/ ; on obtient alors sy, sy, comme produit de leurs ex-
tensions sur E par I'identité sur L'+, qui sont encore des renversements. O

La question de la simplicité du groupe orthogonal est beaucoup plus compliquée que
pour le groupe symplectique, et on ne la traitera pas dans ce cours. Il y a deux cas :
— siv(q) =0, c’est-a-dire la forme g est anisotrope, il n'y a pas de résultat général ; dans
le cas particulier K = R, on montre que PSO(n,R) est simple desque n =3 oun=5
(cf. livre de Perrin), alors que PSO(4,R) n’est pas simple voir §;
- siv(g) >0, c'est-a-dire g a des vecteurs isotropes, on montre que pour 1 = 5 le groupe
P(D(SO(g))) est simple (cf. Dieudonné).

Exemple. — Le groupe SO(1,n) agit sur R"*!, sur lequel on choisit des coordonnées
(xo,...,X,) dans lequel la forme quadratique s’écrit

2

2_ .2
Xg— Xy = —Xp.

Le groupe laisse globalement invariante la quadrique {g(x) = 1}. Or celle-ci a deux com-
posantes connexes, {xg > 0} et {xo < 0}. On peut montrer que SO(1, n) a deux composantes
connexes, d'une part le sous-groupe SO, (1, n) qui préserve chaque composante connexe,
d’autre part les transformations qui les échangent. 1l est clair que D(SO(1, n)) c SO, (1, n),
en fait on peut montrer qu’il y a égalité, et que SO, (1, ) est simple sauf pour n = 1.

2.7. Le groupe unitaire

Rappelons que dans ce cas, le corps K, qu’'on supposera de caractéristique différente
de 2, est muni d’'une involution o(x) = X, de sorte que K = Ko ® IKg, ouI=-T et I € Ko.
Nos deux exemples standards sont C et [ 2.

2.7.1. Proposition. — Supposons dimE = 2 et E hyperbolique pour la forme hermitienne
h. Alors SU(2,E) =SL(2,Ky).

Exemples. — On adonc SU(1,1) =SL(2,R) et SU(Z,[sz) = SL(2,Fp).

Démonstration. — Dans une base hyperbolique la matrice de la forme hermitienne est
H=(9}). Alors u= (4 Z) €SU(2,K) sidetu =1 et i Au = A, qui meéne aux équations

ad-bc=1, ac+ac=0, bc+ad=1, bd+bd=0.

2. Ce fait fondamental est al’origine de propriétés spéciales importantes de la topologie et de la géométrie de
dimension 4.

3. Le groupe SOy (1, n) est le groupe de la géométrie hyperbolique, il agit sur la quadrique {g(x) = 1} qui est
un modele de I'espace hyperbolique de dimension 7.
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Celaserésoudena=a,d=d,c=—c,d=—d et ad— bc=1. On obtient a, d,1b,Ic € g et
ad - bc =1, soit encore v = ( _‘{C ILI;) € SL(2,Kp). On vérifie que I'application u — v est bien

un morphisme de groupes. O

2.7.2. Produit scalaire hermitien. — Dans cette section uniquement, on se place sur
K =C, et on regarde une forme hermitienne définie positive sur E, c’est-a-dire satisfaisant
h(x) = 0, avec égalité si et seulement si x = 0. Une telle forme est un produit scalaire her-
mitien. Comme on a vu, il existe alors une base orthonormale, c’est-a-dire dans laquelle
la forme s’écrit

h(x) =[x * 4+ + |xn .

Dans ce cas, les éléments du groupe U(h) jouissent d'une réduction particulierement
simple, similaire a celle, vue en classe préparatoire, des endomorphismes orthogonaux
pour un produit scalaire euclidien défini positif.

Un endomorphisme u de E admet toujours un adjoint u*, défini par

B(x, u(y)) =Bu* (x),y)

pour tous x, y € E. Dans une base orthonormale, si u a pour matrice A, alors u* a pour
matrice A* = A’. Ainsi u e U(h) si A*A=1d.

Plus généralement, on dit que u est normal si u*u = uu™. Cette notion inclut a la
fois les endomorphismes unitaires, les endomorphismes autoadoints (u* = u) et anti-
autoadjoints (u* = —u).

2.7.3. Proposition. — Tout endomorphisme normal pour un produit scalaire hermitien se
diagonalise dans une base orthonormée.

Les valeurs propres doivent étre de module 1 pour les endomorphismes unitaires,
réelles pour les endomorphismes autoadjoints, et imaginaires pures pour les endomor-
phismes anti-autoadjoints.

En particulier, si 'on dispose d'une seconde forme hermitienne /', alors on peut
définir un endomorphisme de E par h'(x,y) = h(x,u(y)). Puisque h(x,y) = h(y,x), on
a aussi h'(x,y) = h(u(x),y), et il en résulte u* = u. Donc u se diagonalise en une base
h-orthonormeée, ce qui signifie que dans cette base, la forme /' a une matrice diagonale :

A
H = , ANeR
An

Bien siir la seconde forme k' est définie positive si les coefficients A; sont strictement po-
sitifs.

4. On peut décrire plus intrinsequement le morphisme SL(2,Kg) — SU(2,E). Soit K considéré comme Kg-
espace vectoriel de dimension 2, et E = End, K; E s'identifie a K2 par (a,b) € K2 — a+0ob €E, et devient
ainsi un K-espace vectoriel, ou1 la multiplication par I s’'identifie a la composition a droite par I. Le déterminant
det : E — K s'écrit det(a, b) = @a — bb, donc est une forme hermitienne sur E, hyperbolique. Donc on dispose
d’'un morphisme SL(2,Kg) — SU(2,E) en envoyant un morphisme u € SL(2,K¢) sur le morphisme de E donné
parv— uouv.
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Démonstration. — Soit u un endomorphisme normal de E. Soit A une valeur propre de u
et E) I'espace propre associé. Si x € Ey, alors uu*x = u* ux = Au*x, donc u* x € E,. Ainsi
u*(Ep) < E). On en déduit que si y L Ey et x € Ey, alors B(uy,x) = B(y,u*x) = 0, donc
on a u(E)f) c E* Une récurrence montre alors que E est somme directe orthogonale des
espaces propres de u. O

2.7.4. Propriétés des groupes unitaires. — Dans cette derniere partie, on revient au cas
général d'un corps général K et on énonce sans démonstration les propriétés de base d'un
groupe unitaire sur le corps K.

Centre: Le centre de U(q) est constitué des homothéties de rapport A tel que AA = 1.
Le centre de SU(g) est constitué des homothéties de rapport satisfaisant en outre
A" = 1. On notera

PSU(q) =SU(q)/Z(SU(q)).
Générateurs: Les quasi-symétries engendrent le groupe unitaire U (E).

Simplicité : Silaforme hermitienne & est d'indice non nul, alors PSU (n, K) est simple,
a 'exception du groupe PSU(2,Fg) = PSL(2,F3). Si I'indice est nul, donc la forme
anisotrope, il n'y a pas de résultat général. Néanmoins PSU(n, C) est simple dés que
n = 2 : en fait, comme on le verra en § PSU(2,C) = SO(3,R) qui est simple, et
I’énoncé pour n > 2 s’en déduit.

Les énoncés sur le centre et les générateurs se démontrent de maniere similaire a celui
du cas orthogonal. Le résultat de simplicité dans le cas d'indice non nul vient de |’existence
de transvections unitaires par rapport aux droites isotropes, qui permet grosso modo d’ap-
pliquer la méthode d'Twasawa a I'action du groupe PSU (h) sur I'espace des droites iso-
tropes. On renvoie au livre de Dieudonné pour les détails.

2.8. Quaternions

Le corps des quaternions, H, est un corps non commutatif, contenant comme sous-
corps R, et de dimension 4 comme espace vectoriel sur R. On peut le décrire comme une
algebre de matrices 2 x 2 complexes :

H:{(_O‘B g) (x,ﬁett}. (24)

L'addition et la multiplication dans H sont celles des matrices. Puisque le déterminant est
laf? + IBIZ, seule la matrice nulle n’est pas inversible, et on obtient un corps.
On distingue les éléments particuliers suivants :

1 0 . i 0 . 0 1 0 i
t=(o 3 i=lo 5= o) = o)
Les multiples réels de 1 fournissent le sous-corps R c H. La famille (1, i, j, k) est une base

de H vu comme espace vectoriel sur R. On observe que

i“=j=k*=-1, ijk=-1,
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relations desquelles on déduit aisément les autres multiplications des éléments de la base :
ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=-ik=].
Un quaternion g = xo + x11 + X2 j + X3k, ol les xy € R, correspond a la matrice complexe
donnée par (o= xo + ix1,p = x + ix3), et peut s’écrire aussi
qg=o+pj.
Dans cette écriture, on fera attention que f et j ne commutent pas, en fait jp = fj. Len-
semble {x( + ix1, X, X1 € R} est un sous-corps de H isomorphe a C. Ce n’est pas le seul car
les roles de i, j et k sont interchangeables dans H.
Le centre de H est R : en effet si g € Z(H), écrivons g = a+pj, alors de gi = iq on déduit
B=0,etde ja=aj=aj ondéduitaeR.
Le conjugué d'un quaternion g = xo + X1 i + X2 j + x3k est
c']:xo—xli—xgj—xgk.
La conjugaison a les propriétés suivantes, immédiatement vérifiables :
1° 192=G2q1;
2° N(q):= GG = Gq = x* + x> + x5 + x2 € R, en particulier g~! = L
: 0 TX THAy T AZER, N -
Un quaternion est réel si et seulement si g = g, imaginaire pur si § = —g. Lensemble
des quaternions imaginaires purs est S(H) = {x17 + x2 j + x3k}. La partie réelle et la partie
imaginaire d'un quaternion sont respectivement % eRet % € 3(H).

Lemme. — La normeN:H* — R} est un morphisme de groupes multiplicatifs. Son noyau
kerN = {g € H,N(q) = 1} est un groupe isomorphe a SU(2).

Démonstration. — On a

N(g192) = G2G1 9192 = G2N(q1) g2 = N(q1)N(qo),

la derniere égalité étant vraie car N(q;) € R = Z(H).
La description matricielle donne immeédiatement l'interprétation du noyau
comme le groupe SU(2). O

Bien stir N s'identifie 4 la norme euclidienne usuelle dans H = R*, et donc le groupe
SU(2) est homéomorphe a la sphere de R*.
Soit g un quaternion tel que N(g) = 1, considérons la conjugaison
¢Og:H—H, x— qxq‘l.

(En exercice, le lecteur pourra montrer que tous les automorphismes du corps H sont de
ce type). Alors

bq(x) = qxq7",
donc ¢ préserve la décomposition H = R e SH. En outre,
N(dp4(x) = gxq ' qxq ' =N(x),

donc ¢4 agit par isométries. En restreignant ¢, a SH, on obtient ainsi un morphisme de
groupes
$:SUR2) — 0(3), définipar ¢(g) = Pgylsn.
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Comme le groupe SU(2), homéomorphe a la sphére de R*, est connexe, I'image de ¢ est
connexe donc incluse dans SO(3).

2.8.1. Théoreme. — Le morphisme ¢ ainsi défini satisfait :

1 — [+1} — SU@) 2 503) — 1.
Par conséquent, SO(3) =~ SU(2)/{x1} =PSU(2).

Démonstration. — Le noyau de ¢ est constitué des quaternions g de norme 1 tels que
gxq~' = x pour tout x € SH, soit gx = xq pour tout x € SH. Comme c’est toujours vrai
pour x € R, cela implique gx = xq pour tout x € H, donc g € Z(H) = R. Donc q = +1.

Soit g € SH tel que gg =1, alors g> = —1, et

bqlg)=q,
q)f,(x) =g°xq~? = x pour x € SH,

donc ¢4 ne peut étre que le renversement d’axe Rg = SH. Donc I'image de ¢ contient les
renversements, et donc est surjective par le théoréeme|2.6.6 O

Lisomorphisme entre PSU(2) et SO(3) a été montré en trouvant, grace aux quaternions,
une action de SU(2) sur R3. On peut aussi regarder I'action de SU(2) x SU(2) sur R* =H,
définie en associant a un couple de quaternions (g, g2), chacun de norme 1, le morphisme

Va1 (X) = 1XG2 = 1 xq5 .
2.8.2. Théoreme. — 1° On obtient ainsi une suite exacte
1 — {+1} — SU@) xSU@2) 2 SO(4) — 1,

doncSO4) =SU@2) xSU2)/ +1.
2° On a un isomorphisme PSO(4) = SO(3) x SO(3).

En particulier PSO(4) n’est pas simple.

Démonstration. — 1° A nouveau, on a N(dg,,q (X)) = qlxqz’lqgicql’l =N(x) donc I'image
de v est bien contenue dans O(4,R), et donc par connexité de 'image dans SO(4,R).

Le noyau est constitué des (q;, g») tels que qlxqz‘l = x pour tout x € H donc g; x = xq.
Faisant x = 1 on déduit g; = g», forcément élément de Z(H), donc g; = g» = +1.

Pour montrer que W est surjective, on prend u € SO(4,R), donc u(1) = g telque N(g) = 1.
Alors yg10u(l) = gql =1, donc yg,1 o u € SO(3,R), donc par le théoréme précédent, il
existe g’ tel que W10 U=y 4.

2° En composant ¥ par la projection sur PSO(4), on obtient un morphisme

W:SU(2) xSU((2) — PSO(4).
Ce morphisme est surjectif, puisque y est surjectif. Son noyau est constitué des (g1, g2)
tels que g, x = exgz pour tout x € H, ou € = +1. Pour € = 1 on récupeére le noyau de v,
pour € = —1 on obtient (faisant x = —1) g2 = —¢q; puis q1x = xg; pour tout x € H, donc
g1 = %1, ce qui rajoute au noyau les éléments (1,—1) et (—1,1). Finalement le noyau de s
est constitué des quatre éléments (+1, +1), donc

PSO(4) =SU(2) xSU((2)/(Z/2Z x Z12Z) =PSU(2) x PSU(2).
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CHAPITRE 3

ALGEBRE TENSORIELLE

3.1. Produit tensoriel

3.1.1. Construction du produit tensoriel. — Soient V et W deux K-espaces vectoriels.
Un produit tensoriel de V et W est la donnée d'un espace vectoriel T et d'une application
bilinéaire ¢t : Vx W — T, satisfaisant la propriété universelle suivante : si f : VxW — E
est une application bilinéaire, alors il existe une unique application linéaire f : T — E qui
factorise f par T, c'est-a-dire telle que f = fot. Cela se traduit par le fait que le diagramme
suivant soit commutatif :

VXWLE

;
.

.

t .
S

s

T

Une telle paire (T, #) est nécessairement unique, a unique isomorphisme pres, au sens sui-
vant :

3.1.2. Théoreme (Existence et unicité). — Etant donné deux K-espaces vectoriels V et W,
il existe un produit tensoriel (T, t) deV et W, unique au sens suivant : si (T, t) et (T', ') sont
des produits tensoriels de V et W, alors ils sont isomorphes, c’est-a-dire qu'il existe un iso-
morphisme ¢ : T — T', unique, tel que le diagramme suivant soit commutatif :

VxW

PR

T T

On parle ainsi du produit tensoriel deV et W, noté V® W. Lapplication bilinéaire t : V x
W — VoW est notée (v, w) — v e w. Un élément deV ® W de type v ® w est appelé tenseur
décomposé (ou tenseur pur) ; les tenseurs décomposés engendrent Ve W.
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Démonstration. — Commencons par 'unicité. On applique la propriété universelle pour
Tat :VxW—T, pour déduire I'existence de ¢ : T — T’ unique telle que t' = ¢pot. La
propriété universelle pour T’ fabrique aussi @ : T' — T tel que ¢ = yo t'. Appliquant 1'uni-
cité dans la propriété universelle a 'application bilinéaire ¢ : V x W — T, on déduit que
Yo P =Idt. De manieére analogue ¢ oy =Idp.

Reste l'existence du produit tensoriel. Compte tenu de l'unicité, n'importe quelle
construction ferait I'affaire, en voici une. Soit K[V x W] I'espace vectoriel engendré par
les symboles (v, w) pour v € V et w € W. Un élément de K[V x W] est donc une somme
finie }_ f,, (v, w) pour des scalaires f,,,. Lapplication tautologique V x W — K[V x W]
donnée par (v, w) — (v, w) n'est pas bilinéaire, mais elle va le devenir si on compose par la
projection sur un certain quotient K[V x W]/S. Pour trouver S, écrivons les relations dont
nous avons besoin : pour v, v’ € V, w,w' € W, A, 1 € K, les quantités suivantes devraient
étres nulles :

(Av+uv), w) = A, w) —pu', w), (25)
W, Aw +pw) = A(v, w) — p(v, w'). (26)

Il est donc naturel de définir S comme le sous-espace vectoriel de K[V x W] engendré par
les expressions (25) et (26), et de définir

T=KI[V xW]/S.

On définit maintenant ’application bilinéaire ¢ : V x W — T en associant a (v, w) la classe
de (v, w) dans le quotient T. Puisque K[V x W] est engendré par les éléments de type (v, w),
son quotient T est engendré par les éléments de type #((v, w)), c’est-a-dire par les tenseurs
décomposés.

Pour montrer qu’on a ainsi obtenu le produit tensoriel de V et W, il reste a montrer la
propriété universelle : si on a une application bilinéaire f : VxW — E, alors on peut définir
une application linéaire g : K[V x W] — E par g((v, w)) = f(v, w). Puisque f est bilinéaire,
g s’annule sur le sous-espace S, et donc passe au quotient pour donner une application
linéaire f : T — E. Lidentité f = fo t est claire, et 'unicité de f provient du fait que T est
engendré par les ¢((v, w)), or'image de ¢((v, w)) par f est déterminée, puisque ce doit étre
f,w). O

3.1.3. Corollaire. — SoientV, W et E des K-espaces vectoriels. Alors l'espace des applica-
tions bilinéairesV xW — E est isomorphe aHom(V®W, E). En particulier, U'espace des formes
bilinéaires surV x W est isomorphe a (Ve W)*.

On remarquera que I’espace des applications bilinéaires V x W — E est aussi isomorphe
a Hom(V,Hom(W, E)). Le corollaire s’écrit donc aussi

Hom(V,Hom(W, E)) = Hom(V ® W, E). 27
On exprime souvent cette propriété en disant le produit tensoriel par W est « adjoint » a
-— Hom(W, ).

Démonstration. — Lisomorphisme est obtenu en passant d'une application bilinéaire f :
VxW — E a f € Hom(V ® W,E) par la propriété universelle. Dans I'autre direction, on
obtient f a partir de f par restriction aux tenseurs décomposés. O
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3.1.4. Proposition (Fonctorialité). — Si on a des applications linéaires f : V1 — Vo et g :
Wi — W, alors il existe une et une seule application linéaire f ® g:V; @ W) — V, @ W), telle
que f® g(ve w) = f(v) ® g(w) pour tous v, w.

Enoutre, (fi® g1)o (f2® 82) = (fio f2) ® (810 82).

Démonstration. — 11 s’agit de compléter le diagramme commutatif :
Vi x W & Vo x W)
o
Vi oWy -5V, o W,

Il suffit d’appliquer la propriété universelle a t' o (f x g).
La seconde assertion résulte de I'unicité de (fi f>) ® (g182) quand on applique la pro-

priété universelle, les détails sont laissés au lecteur. O
3.1.5. Propriétés du produit tensoriel. — SoientV, W, Z des K -espaces vectoriels, alors
Kev—V k®v— kv,
(VeBW)@Z;»(V@Z)EB(W@Z) v+w)®z—1VRZ+WOZ,
VoW -—WeV Ve W— WU,
Ve(WeZ) — (VeW)eZ Ve (wez)— (Ve w)®z.

Comme conséquence de ces propriétés, on obtient en particulier que si (v;) et (w;)
sont des bases de V et W, alors (v; ® w;) est une base de Ve W. En effet, ona V = &;Kv;
et W =o;Kwj, et K ® K = K. Développant par rapport aux sommes, on obtient Ve W =
®;,jlKv; ® w;. En particulier,

dimVeW = (dimV)(dimW).

Démonstration. — Dans le premier cas, 'application K x V — V donnée par (k,v) — kv
est bilinéaire, donc il y a une application induite K ® V — V, c’est elle qui est notée k® v —
kv.Linverse est v — 1 ® v, d’'ou I'isomorphisme.

Les autres cas sont similaires. Attention a I’abus de notation, par exemple dans le troi-
seme cas, I'application bilinéaire V. x W — W ® V donnée par (v, w) — w ® v fournit, par la
propriété universelle, une application V® W — W ® V qui est notée abusivement v ® w —
w® v, alors qu’il y a dans V® W des tenseurs qui ne s’écrivent pas sous la forme ve w. O

Exemples. — 1° Il y a une application linéaire
f:V*®W — Hom(V,W), a®w+— (v— a(v)w).

Cette application, toujours injective, est un isomorphisme si dimV < co. En effet, dans ce
cas, on peut choisir une base (e;) de V, et soit (e') sa base duale, alors I'inverse est fourni
pour u € Hom(V,W) par la formule

=Y e sule).
7

Cette formule n’a de sens que pour une somme finie.
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2° Le produit tensoriel K [X] ® K[Y] = K[X, Y], par I'isomorphisme X! ® Y/ — XY/,

3° On peut définir plus généralement le produit tensoriel de modules sur un anneau
commutatif A. La construction est la méme que sur un corps K, mais son comportement
est plus compliqué. Si A = Z, alors les A-modules sont des groupes abéliens, et on a par
exemple Z¥ ® 7! = 7*!, mais pourquoi Z/nZe®Q =0, Z/3Z®7/27 =0, et Z/3Z ® Z/3Z =
VARV

4° Extension des scalaires. Si on a un corps L oK, et V est un K-espace vectoriel, alors
puisque L est un K-espace vectoriel, on peut former

V= veL.

On peut donner a V- une structure de L-espace vectoriel de la maniére suivante : si € €
L, alors la multiplication m, par £ est un endomorphisme K-linéaire de L, donc on peut
définir la multiplication par ¢ sur V& comme 1 ® m. Les propriétés de [L-espace vectoriel
sont immédiates. On dit que V® est obtenu a partir de V par extension des scalaires de K a
L.

Par exemple, si K = R et L = C, alors V® = V ®p C est la complexification de I'espace
vectoriel réel V. Un endomorphisme u € Endg (V) s’étend en sa complexification ut=ue
1 € Endc (V). Si u a une matrice A dans une base réelle (e;) de V, alors u€ a la méme
matrice A dans la base complexe (e; ® 1) de VC.

3.2. Algebre tensorielle

On a vu dans la section précédente que (V; ® V) ® V3 et Vi ® (V2 ® V3) sont canoni-
quement isomorphes. Aussi notera-t-on généralement sans parenthese V; ® V, ® V3. Par
récurrence, sont canoniquement équivalents tous les choix pour étendre cette définition
a un produit tensoriel

VieV,®---9V,

de n espaces vectoriels.
Une autre maniére familiére de voir 'unicité est d’exprimer V; ® ---® V,, et 'application

(V1,..,Vp) — V1 ®--Q Uy (28)

comme solution d'un probléme universel. Une application n-linéaire V| x --- x V,; — E est
une application qui est linéaire par rapport a chacun des facteurs V;.

3.2.1. Lemme. — LapplicationV; x --- xV,, — V| ® ---®V,, définie par [28) est n-linéaire,
et elle est universelle pour cette propriété.

Limage de cette application est a nouveau constituée des tenseurs décomposés.

Démonstration. — Notons Mult”(V; x --- x V,;, E) 'espace des applications n-linéaires de
Vi x ---xV,, vers E. On a clairement

Mult”(V; x -+ x V,,, E) = Hom(V;, Mult”” ' (V5 x - -+ x V,,, E)).

1l s’agit de montrer que Hom(V; ® --- ® V;,, E) = Mult” (V; x -+ x V, E), ol1 'isomorphisme
est donné par la composition avec (28). On raisonne par récurrence sur n. En appliquant
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on obtient
Hom(V;®:--®V,,E) =Hom(V;,Hom(V, ®---®V,,E))
= Hom(Vy, Mult” ™ (V x -++ x V;;), E)
= Mult" (Vq x --- x V,,, E).
O
De la méme maniere que pour le produit tensoriel, si on a des applications linéaires
fi : Vi — W; alors on obtient une application linéaire unique
fi®®f:Vi®--0V, —W;®--- W,
telle que sur les tenseurs décomposés

fie- e fuv1®---0vy) = fi(v)®-® frulvy).

3.2.2. Algebre tensorielle. — Rappelons qu'une K-algébre est un K-espace vectoriel A
muni d'un produit qui est une application bilinéaire A x A — A. Le produit doit étre en
outre associatif, c’est-a-dire

(xy)z=x(yz) pourtousx,y,z€A.
Lalgebre est graduée si elle est munie d’'une décomposition d’espace vectoriel
A=@,enAp, telleque Ay Ay CAnim.

Par exemple, 1'algebre K[X] des polyndmes a une indéterminée est graduée par le de-
gré : K[X] = KX". L'algébre des polynomes a plusieurs indéterminés A = K[Xj, ..., X,] est
également graduée par les polyndmes homogenes : A, est le sous-espace des polyndmes
homogenes de degré n, donc engendré par les Xi‘ ---X;,” pour iy +---+ip=n.

Un élément x € A est dit homogene s’il existe n tel que x € A, et on dit alors que x est
de degré n. Un morphisme d’algeébres graduées est un morphisme d’algébres f : A — B
qui préserve la graduation : f(A;) < B,,. Un idéal homogeéne I c A est un idéal (bilatere)
engendré par des éléments homogenes, c’est-a-dire I = & ,I1n A,,. Dans ce cas, le quotient
A/l est encore une algebre graduée, A/1=a,A,/INA,).

On définit les puissances tensorielles d'un espace vectoriel V par T°V = K, etpour n = 1

T"V=VeVe---®V (nfacteursV).
Lalgebre tensorielle de V est définie par
TV = @ ;,enTHV. (29)

Pour en faire une algebre, nous devons définir un produit sur TV. Nous avons en effet un
produit

T'Vx TV —T"™MY, (118 @ Up, Ups1® - ® Upym) — V1 ® - ® Upym.

Compte tenu des propriétés du produit tensoriel vues plus haut, ce produit est associatif
et fait de TV une algébre, munie d’une unité puisque 1 € K = T°V c TV. La décomposition
en fait une algebre graduée. Noter la présence d’'une injection canonique t : V— TV
puisque T'V s’identifie a V.

SiVapour base (e;) e, alors TV apour baseles e;, ®---®e;, pour n € Net (iy,...,i,) € I".
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3.2.3. Proposition (Propriété universelle). — Lalgeébre tensorielle TV satisfait la pro-
priété suivante : si f : V — A est une application linéaire vers une algebre avec unité A,
alors il existe un morphisme d'algebres, f : TV — A, unique, tel que f = f o1, c'est-a-dire le
diagramme suivant est commutatif :

f

V——A

N
J ’
1 s
/oA
// f

TV

Démonstration. — La commutation dit

fnevy®-ev,) = fW)f W) f(vp).
La propriété universelle de T"V = V®" permet d’étendre cette formule en une application
linéaire unique f : TV — A. Reste a vérifier qu’on obtient ainsi un morphisme d’algebres :
il suffit de le vérifier sur les tenseurs décomposés, qui engendrent TV, or
F@1®--®0) @ (W1 ®-+- @ Upim)) = f(01) - FWR) f (Wns1) - f Wnam)
=fW18 - ® V) f(Uns1® ® Upim).

O

Comme dans tous les cas précédents, la propriété universelle implique la fonctorialité
de la construction : si on a un morphisme f:V — W, alors il y a un morphisme d’algebres,
unique, Tf : TV — TW, tel que le diagramme suivant soit commutatif :

!

V—W

L,

V—TW

Le morphisme T f n’est autre que @T" f. En outre, on a la propriété

T(fog)=TfoTg.

3.3. Algebre extérieure

On a introduit dans la section précédente 1'algebre tensorielle TV = TV, ot TV est
canoniquement le dual de Mult”(V",K) (les formes n-linéaires sur V). Dans cette section,
nous faisons une construction analogue pour I'espace Alt" (V) des formes rn-linéaires al-
ternées sur V, c’est-a-dire satisfaisant a(vy,..., v;) = 0 dés que deux des vecteurs (v;) sont
égaux. Si carKK # 2, cela est équivalent a ce que la forme n-linéaire soit antisymétrique,
c’est-a-dire satisfasse pour toute permutation o € S, I'identité

(X(VO'(I)»---) Vc(n)) = €(0)(X(v1,. ey Vn)~
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Lalgebre extérieure AV, avec une inclusion t : V — AV, sera la solution du probleme
universel pour les applications f : V — A de V vers une algébre avec unité A, satisfaisant
I'identité

fw?=o. (30)

Compte tenu de la propriété universelle de I'algébre TV, 'injection t doit se factoriser via
TV; en méme temps, comme dans les cas précédents, AV sera engendrée par les images
des tenseurs purs, donc il est 1égitime de chercher AV comme quotient de TV,

AV=TV/L

(Comme pour les anneaux, on peut définir le quotient d'une algebre A par un idéal I, c’est-
a-dire un sous-espace vectoriel I A satisfaisant Al c I et IA < I. On forme alors le quotient
comme espace vectoriel A/1 et les propriétés Al c I et IA c A sont exactement ce qu’il faut
pour que la multiplication passe au quotient).

Il faut mettre dans I'idéal I tout ce dont on n’a pas besoin pour factoriser les applications
satisfaisant (30). Les éléments de la forme v ® v sont de ce type, puisqu'ils sont envoyés
sur 0. Il est alors naturel de définir I € TV comme I'idéal engendré par les éléments de type
ve v, pour v eV, et 'algebre extérieure comme AV = TV/I. La compositionde V— TV —
TV/1 fournit 'application1:V — AV.

3.3.1. Proposition. — Lalgebre extérieure satisfait la propriété universelle suivante : si f :
V — A est un morphisme vers une algébre avec unité, telle que f (v)> = 0 pour tout v, alors f
se factorise de maniere uniqueen f = f oy, ot f: AV — A est un morphisme d’algébres :

V——A

Démonstration. — Par la propriété universelle de TV, on a une factorisation de f par
g:TV — A. Puisque g(v® v) = f(v)? = 0, il faut que g s’annule sur I'idéal I donc g passe
au quotient pour fournir un morphisme d’algébres f : AV = TV/I — A. Il est manifeste-
ment unique puisque AV est engendrée par les tenseurs décomposés. La démonstration
se résume ainsi par le diagramme suivant :

f

V——A

S
’ 1
4 1
7
7 g !
’ /

o TV /

/
S
’
7
7
/7

AV



64 CHAPITRE 3. ALGEBRE TENSORIELLE

Comme conséquence de la propriété universelle, ou conséquence du méme énoncé
pour le produit tensoriel, on obtient :

3.3.2. Proposition. — Si f :V — W est un morphisme, alors il induit un morphisme d'al-
gebres Af : AV — AW, tel queiwo f = Afoty. Enoutre, A(fog) = AfoAg.

Décrivons maintenant de maniere plus concrete ’algebre AV. Pour cela, remarquons
que I est un idéal homogene de TV, c’est-a-dire

I=e,InT"V.

C’est une conséquence du fait que I soit engendré par des éléments homogéenes de degré
2 : un élément de I est une somme finie d’éléments de type a® v@ v® b, pour a,b e TV;
quitte a développer a et b, on peut supposer que a et b sont eux-mémes homogeénes de
degré k et I, donc a® ve ve b € TF!*2V N[ et ainsi I se décompose bien sur la somme
®,INT"V.

Il en résulte que

AV =0,T"V/(T"VNID) =:a&,A"V,

olt A"V est appelée la puissance extérieure n-ieme de V.

Puisque I'idéal I est engendré par les éléments v ® v, il ne coupe pas T°V et T'V =V,
donc

AV=K, AlV=V.

Le morphisme 1 : V — AV est donc une injection. Le produit dans AV est appelé produit
extérieur et noté A. Ainsi AV est-elle engendrée parles vy A---Av, pourneNetv; €V.
Le fait que I'idéal soit homogene implique A"V A A"V < A™™V donc AV est aussi une
algeébre graduée. Si f: V — W est un morphisme, il s’ensuit que

Af=oA"f, avecA"f:A"V— A"W.

3.3.3. Proposition. — Lalgebre AV est anticommutative, c'est-a-dire que siae A"V et €
AW alorsanP=(-1)""BAa.

Démonstration. — 1l suffit de le montrer sur les produits d’élémentsde V.Pourn=m =1,
I'identité v A w = —w A v pour v, w € V résulte immédiatement de v A v = 0. Le cas général
s’en déduit. O

3.3.4. Propriétésde A"V. — 1° Lapplication n-linéaire
(V1,..., V) — V1A~ AUy

deV'" vers A"V satisfait la propriété universelle suivante : si on a une application n-linéaire
alternée f :V x --- xV — E, alors il existe un unique morphisme f : A"V — E telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

Vx...xVLE

-
.
-
s ~
-
O f
-
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En particulier, Alt" (V) = (A"V)*.
2° Si (e;)e1 est une base deV, alors (e; A-+- A e;,);, <...<i, est une base de A"V. En parti-
culier, sid = dimV < oo, alors A"V =0 pourn>d, et

dim A"V = CJ.

3°8iV est de dimension finie, alors A" (V*) = (A"V)* (= Alt"V) par la dualité A" (V*) x
A"V — K donnée par

(@u A A, U1 A=+ Avg) =det{ay, Vi)i<i,j<n-

4°SiV est de dimension finie d, alors dim A4V =1, donc si f € End(V), l'endomorphisme
A% f € End(AV) est un scalaire : en fait

A f =detf.

Le troisieme énoncé sera utilisé notamment dans le cours de Géométrie Différentielle :
les applications de R? dans A”(R%)* sont en effet les formes différentielles sur R,

Démonstration. — 1° Par la propriété universelle de T"V, I'application n-linéaire f se fac-
toriseen f = goi, ot g € Hom(T"V,E) et i est 'application n-linéaire canonique V — T"V.
Mais, parce que f est alternée, g s’annule sur InT"V, donc se factorise a travers le quo-
tient A"V en une application f € Hom(A"V,E). Lunicité de f provient du fait que A"V est
engendrée parles vy A=+ A vy,

2° On sait déja que les (e;, A -+~ A e;,)i, <..<i, engendrent A"V, il reste a voir qu’ils sont
libres. Pour cela on va exhiber une forme linéaire qui vaut 1 sur un élément de la famille et
0 sur tous les autres. Soit ¢! forme linéaire telle que (e}, ej)=1sij=iet0sij#i. Fixons
aj < --- < ay, alors la forme n-linéaire sur V donnée par f(v1,...,v,) = det({e, v;)) est
alternée, donc fournit f € (A"V)*. Or f(e;, A---Ae;,) =1siaj =i et0sinon.

3° Compte tenu des propriétés d’antisymétrie du déterminant, la formule proposée est
antisymétrique en les a; et en les v;, et donc fournit une application bilinéaire b : A" (V*) x
A"V — K. Si (e;) est une base de V et (e) labase duale, alors b(e'l A---Aeln, ejnnej)=1
ou 0 suivant que iy = ji ou non. Ainsi la forme b est non dégénérée, et on obtient une
dualité dans laquelle (e’ A--- A e") est la base duale de (e;, A--- A e;).

4° OnaAdf(el/\u-/\ed) = fleDNA-Afleqg) = fire) AN figei) = (det fleiA---Neg
apres développement. O

3.3.5. Tenseurs antisymétriques. — Supposons carK = 0. Dans ce cas, on peut réaliser
A"V comme sous-espace vectoriel de TV de la manieére suivante. Si o € S, alors o induit
un endomorphisme G de T"V, défini sur les tenseurs décomposables par

o1 ®:---®vy,) = Vg(1) ® - ® Vg(n)-

Un tenseur t € T"V est dit antisymétrique si 6(v) = €(o) v pour toute permutation o € S,
et on notera a”’V c TV 'espace des n-tenseurs antisymétriques.
L'application n-linéaire p : V" — T"V, définie par

1
pvL,...,vp) = — Y €0) Vo) @+ ® Ug(n),
*0€Sy,
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s’étend en une application linéaire p : T"V — T"V, d’'image incluse dans a”"V, et appelée
antisymétrisation : par exemple p(v; ® v») = %(vl Uy — 12 ®V]).

3.3.6. Lemme. — Lantisymétrisation satisfait p> = p, etkerp = InT"*V. Donc p est une
projection sur aV, et on a une décomposition

T"V=01InT"V)® a""V,
dans laquelle a™V = A"V par passage au quotient.

On fera attention qu’en revanche, &, a’*V n’est pas une sous-algebre de TV, donc on ne
peut pas décrire la structure d’algebre de AV ainsi.

Démonstration. — Un calcul direct montre que p?> = p, donc p est une projection sur
a*V. Manifestement InT"V c ker p, donc p se factorise en un morphisme p: A"V — a"*V.
Si 7 est la projection TV — A"V, alors 7t|,ny est surjective, d’ott on déduit o p = Idpny.
Donc p est injective et INT"V = ker p. O

3.4. Pfaffien

Soit une matrice 2n x 2n a valeurs dans le corps K, antisymétrique, A = (a;;). On lui
associe

pA) = Z ajje;Nej € A2K3",
i<j
Alors p(A)" € A?"K2", Soit (e, ..., e2,,) une base standard de K?", alors on définit le pfaf-
fien de A par la formule :
p(A)":n!Pf(A)eI/\m/\ezn. 31D

A priori, cette formule ne définit Pf(A) que si carlK = 0. Néanmoins, en développant p(A)”,

on s’apercoit que, pour carK = 0, le pfaffien Pf(A) est un polynéme a coefficients entiers
en les coefficients de la matrice A :

Pfe Z[al-j]. (32)

Pour un corps quelconque, on utilise le morphisme d’anneau ¢ : Z — K pour obtenir a
partir de le pfaffien Pf € K[a;;].

Exemple. — Considérons la matrice
0 A
- 0
A= . (33)
0 An
Ay 0

Alors p(A) = Y ;Ajexi—1 A eaj, et PE(A) =TT; A;.

3.4.1. Lemme. — Pour toute matrice P, on ap(P'AP) = A’P(p(A)).
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Démonstration. — Par calcul direct : si P = (p;;), A = (a;), alors P!AP = k1 PriGr1P1j))
et

1
p(P'AP) = ZZpkiaklpljei Nej= 3 Z Priakipijei N e;j

i<j ki ijkl
1
=2 auP(er) AP(e) = ) apPlex) AP(e)
2% k<l
= A*P(p(A)).
O
3.4.2. Lemme. — On a lidentité Pf(P*AP) = (detP) Pf(A).
Démonstration. — 11 s’agit d’'une identité entre polynémes a coefficients entiers en les

coefficients de A et P, qu'’il suffit de tester pour K = Q. Mettant I'égalité du lemme|3.4.1]a
la puissance n, on obtient

n!PE(P'AP)e; A -+ A ey = (A*P(p(A)))"
= A*"P(p(A)")
= (detP)n!Pf(A)e; A--- A eyp,

ol la deuxieme égalité utilise que AP est un morphisme d’algébres. O
3.4.3. Théoreme. — On a l'identité P(A)? = det(A).

Démonstration. — Le théoréme est vrai sur les matrices de type (33), puisque le pfaffien
est [1; A; et le déterminant []; )\lz.. Or, par la théorie des formes alternées, toute matrice
anti-symétrique s'écrit sous la forme P’AP, ou P est inversible et A de la forme ll avec
Ai =1 ou 0. (Il suffit de décomposer K2" = F@ G, avec F = kerA, et de choisir une base
hyperbolique de G). Le théoréeme découle alors du lemme(3.4.2 O

Comme conséquence, on obtient une seconde démonstration du fait que les transfor-
mations symplectiques sont de déterminant 1 :

3.4.4. Corollaire. — On al'inclusion Sp(n,K) < SL2n,K).

Démonstration. — Soit Ala matrice anti-symétrique d'une forme alternée dans une base,
alors

Sp(n,K) = {P € My, (K),P'AP = A}.

Nécessairement, un élément P € Sp(n,K) satisfait det(P)Pf(A) = Pf(A), ce qui implique
det(P) = 1 puisque A est inversible. O

1. En particulier, pour P € SO(2n), on a P! = P! et on obtient Pf(P’lAP) = Pf(A). Vous verrez plus tard que
les matrices anti-symétriques sont I'algébre de Lie du groupe SO(2n), donc le pfaffien est un polynéme sur cette
algebre de Lie, invariant sous la conjugaison par les éléments du groupe SO(2n). Ces polyndmes invariants jouent
un role important en théorie des groupes et algebres de Lie, I'exemple le plus simple étant les A — Tr(ak) qui sont
des polyndmes invariants par conjugaison sous le groupe général linéaire.
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3.5. Algebre symétrique

On sera ici tres bref car la construction est entierement parallele a celle de 1’algebre
extérieure. Le probléme universel a résoudre ici est celui pour les morphismes f: V — A ol
A est une algebre commutative avec unité. L'algebre solution de ce probleme est I’algébre
symétrique SV, obtenue comme le quotient

SV =TV/],

ol J est 'idéal de TV dans lequel on a mis exactement ce qu’il faut pour que le quotient
soit commutatif, donc J est I'idéal engendré par les éléments du type

VW —we .
L’idéal J est a nouveau homogene, donc se décompose en J = &,J N TV, et on a une dé-
composition
SV=eS"V, S"V=T"'V/JnT"V).
En particulier, S’V = K et S'V =V, d’ot1 I'injection canonique V — SV. Le produit dans
I'algebre symétrique est noté sans signe particulier : par exemple vy v2 = V2 v5.
Un morphisme f:V — W donne un morphisme Sf: SV — SW, avecSf = ¢,S"f.On a
bien sir la propriété S(fog) =SfoSg.
Les propriétés de SV sont les suivantes :
1° Lapplication n-linéaire symétrique de V" vers SV, définie par (vy,...,v,) —
vy - Uy, est universelle pour cette propriété (une application n-linéaire f est
symétrique si f(vs),..., Vom) = f(v1,...,v,) pour tout o € S,); en particulier
(S"V)* = Sym”V, 'espace des formes n-linéaires symétriques sur V.
2° Si (e;)je1 est une base de V, alors une base de SV est donnée par les (efl1 ... ef’) pour
tout r-uplet i; <--- < i, etentiers k; telsque ky; +---k, =n;sidimV=4d, ona
: nys _ ~d-1
dimS$"V=C,; ;.
En particulier, SV est toujours de dimension infinie, contrairement a AV.

3° Lalgebre SV est isomorphe a I'algébre de polyndmes K[Xj,...,Xg4] : si (ey,...,e4) est
une base de V, un isomorphisme est obtenu en envoyant e; sur X;.

4° Si carK = 0, on peut réaliser S”V a l'intérieur de T"V comme le sous-espace s"V
des tenseurs symétriques, c’est-a-dire des tenseurs t satisfaisant 6(¢) = ¢ pour tout
o €S, ; en effet, on dispose alors d'une symétrisation g : T"V — T"V

1
q(V1®"'®Un) = —' Z Vg1)® - ® Ug(n),
n. geSy,

vérifiant g° = g, donc est une projection sur s”V, de noyau J N T"*V. Ainsi,
T'"V=(0nT"V)&s"V, s"V=§"V.

5° Pour n =2, si carK # 2, on peut toujours écrire

1 1
v®w:5(v® w—w®v)+§(v®w+ wev)=pvew)+qvew),
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donc on obtient une décomposition de tout 2-tenseur en somme d’un tenseur anti-
symétrique et d'un tenseur symétrique :

T2V = a*V & sV, (34)






CHAPITRE 4

REPRESENTATIONS DES GROUPES FINIS

4.1. Représentations

Soit G un groupe et V un K-espace vectoriel. Une représentation linéaire de G dans V
est un morphisme de groupes

p:G— GL(V).

On notera la représentation (V, p), ou simplement, en 'absence d’ambiguité, p ou V. L'ac-
tion d'un élément g € G sur V sera souvent notée g- v (= p(g)(v)).

Exemples. — 1° SiV = C, alors une représentation de G dans V est un morphisme p: G —
C*; si G est fini, I'image est un groupe cyclique.

2°Si (ey,...,ey,) estune base de K", on obtient une représentation de S, dans K" en po-
sant p(o)(e;) = eg(;). Une telle représentation est appelée représentation de permutation,
les p(0) sont des matrices de permutation.

3°Si G est défini comme un sous-groupe de GL(V) (ce qui est le cas de tous les groupes
classiques), alors I'inclusion G — GL(V) est appelée la représentation standard.

4.1.1. Algebre de groupe. — Soit G un groupe fini. A partir du groupe G on construit une
I'algebre du groupe, K[G], qui est une K-algebre avec unité. Comme K-espace vectoriel,
ona

KIGl=GK ={f:G —K].

Le produit sur K[G] est le produit de convolution, défini par

fxg) =Y fgy .
yeG

Une autre description de ce produit peut étre donnée de la maniére suivante : a un élément
g € G on associe €, € K[G] la fonction caractéristique de {g} (€g(h) =1 si g = h et 0 sinon).
Alors (€g) geG est une base de K[G], et la multiplication est définie par

€g€e' = Cgg'
Lapplication
G—-KI[GI*, g—¢€g,
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est donc un morphisme de groupes, injectif. Il identifie G a une partie de K[G], et on iden-
tifiera dorénavant g et €. Ainsi tout élément f de K[G] s’écrit-il

f= ngg’ fgeK.
geG
4.1.2. Lemme (Propriété universelle de K[G]). — Si on a une applicationy:G — A, oit A

est une KK -algebre avec unité, telle que imx c A* et x : G — A* est un morphisme, alors il
existe un unique morphisme d'algebres ¥ : K[G] — A rendant le diagramme suivant com-
mutatif :

G— A

7
s
s
’
VAP
X
’

KIG
Démonstration. — 1l suffit de poser {(X¢ fg8) = Xg foX(8)- O
Exemples. — 1° Si on a une représentation linéaire p de G dans V, on peut appliquer le

lemme pour produire un morphisme d’algebres f : K[G] — EndV :

G LN EndV

Bl
.
-
.
-
O f
-

KIG]

On obtient ainsi une action de K[G] sur V par
uekK[Gl,veV, u-v=fww).

Lespace V est ainsi un K[G]-module a gauche (c’est-a-dire 'application K[G] x V — V
est bilinéaire et satisfait a- (b- v) = (ab) - v). Réciproquement, si V est un K[G]-module
a gauche, alors on obtient une représentation de G dans V par restriction a G, donc une
représentation de G dans V est la méme chose que la donnée sur V d’'une structure de
K[G]-module a gauche.

2° En particulier, K[G] est une représentation de G appelée représentation réguliére.
On peut voir aussi directement cette représentation de G quand on décrit K[G] comme
espace des fonctions de G — K, alors I'action de g € G sur une fonction f est par

(g - Hx)=flg .

4.1.3. Vocabulaire et propriétés. — Soit (V,p) une représentation de G.

La représentation est fidele si p est injective.

Le degré de la représentation est dimV.

Une sous-représentation est un sous-espace W c V stable sous l'action de G, on parle
d’un sous-espace G-invariant. Dans ce cas, on a une représentation induite sur le quotient
VI/W.
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Exemples. — 1° Le sous-espace des vecteurs fixes sous G,
VG = {veV,g-v=vpourtout geG}

est un sous-espace G-invariant.
2°SiV, de base (ey,..., ey,), est une représentation de permutation du groupe S, alors

Vo = {le-ei,x,- E[K,in 20}
i i

est une sous-représentation de V.

Un morphisme entre deux représentations V) et V, est une application linéaire f:V; —
V; telle que pour tout g € G, on ait

fop1(g) =pa(g)of.

C’est équivalent a dire que f est K[G]-linéaire. Dans ce cas, ker f et im f sont des sous-
représentations de V) et V», et f induit un isomorphisme de représentations

f:Vi/ker f —imf.
Lespace des morphismes entre V; et V, est noté Homg (V1,V2), ou Hom(py, p2).

Exemple. — SoitV = K[G], alors I'espace des endomorphismes de la représentation V est
Endg K[G] = K[G], oul’élément u € K[G] agit sur K[G] par multiplication a droite.
Si V et W sont des représentations de G, alors on peut former les représentations sui-
vantes :
- VoW pour p(g) = (pv(g),pw(g);
- Ve W pour p(g) =pv(g) ®pw(g);
V* pour p(g) =p(g™H;
— Homg (V,W) =V* @ W pour p(g)(f) = pw(g) © fopv(g)~!; en particulier 'espace des
morphismes de représentations de V vers W est

Homg (V, W) = Homg (V, W)S;

- TkV, AkV, SkV sont aussi des représentations de G; en particulier on notera que,
comme représentation, par (34),

VeV=A?VaeS?V.

Enfin, la représentation V est irréductible si ses seules sous-représentations sont 0 et
V.

Exemples. — 1° Si G est abélien et K = C (ou un corps algébriquement clos), alors les
p(g) se diagonalisent simultanément, donc les seules représentations irréductibles de G
sont de degré 1. Ainsi les représentations irréductibles de Z/nZ dans C sont données par
I'image d'un générateur, qui doit étre une racine n-ieme de I'unité dans C. On obtient ainsi
les n représentations irréductibles p; (j =0,...,n—1), données par

p;(k) = exp(kjZ).

2° La représentation standard du groupe diédral D,, dans R? est irréductible. Il en est de
méme de la représentation dans la complexification C2. (La complexification d’une repré-
sentation réelle irréductible n’est pas forcément irréductible ; trouver un contre-exemple).



74 CHAPITRE 4. REPRESENTATIONS DES GROUPES FINIS

4.1.4. Supplémentaire G-invariant. — Si W est une sous-représentation de V, il n’existe
pas en général de supplémentaire G-invariant W’ de W dans V.

Exemple. — Le groupe des matrices triangulaires supérieures T < GL(2,F ),

={G I

se représente dans V = [F% (représentation standard). Alors W = Ke; est une sous-
représentation dépourvue de supplémentaire T-invariant. En particulier, la représenta-
tion standard [Ff, n’est pas isomorphe a la représentation W& V/W.

Néanmoins, il y a quand méme un résultat général d’existence de supplémentaire G-
invariant :

4.1.5. Théoreme. — Si G est un groupe fini tel que carlK 1 |G|, etV est une représentation de
G, alors tout sous-espace G-invariant admet un supplémentaire G-invariant.

4.1.6. Corollaire. — Si carK 1 |G|, alors toute représentation de G de dimension finie est
somme directe de représentations irréductibles.

On va donner deux démonstrations du théoréeme, une premiere particuliéere a K =R ou
C, mais qui est valable aussi pour certains groupes non finis; et une seconde traitant tous
les corps.

Premieére démonstration. — Supposons K = R ou C. On choisit un produit scalaire ou un
produit scalaire hermitien défini positif sur V, noté (., .)¢. Puis on définit un autre produit
scalaire par

1
— ) (g 1,8 wo. (35)

(v, w) =
Gl 4t

Ce nouveau produit scalaire est G-invariant : pour tous g € G, on a
(g vg w =uw),

si bien que p est a valeurs dans O(V) ou U (V). En particulier, si W est G-invariant, alors W+
est aussi G-invariant et fournit le supplémentaire voulu. O

Lingrédient essentiel de cette démonstration consiste a fabriquer un produit scalaire
G-invariant par moyennisation d’'un produit scalaire quelconque donné. Si G est un
groupe compact, il est muni d'une mesure de probabilité G-invariante, la mesure de
Haar : en remplacant par l'intégration sur le groupe, la démonstration s’étend a ce
cas.

Seconde démonstration. — On commence par traiter le cas particulier oit W = VE. Pour
x €V on définit
1
Tx)=—)>) g-x
IGI geG

Sous I'’hypothese sur cark, cette formule a un sens, et est une projection G-invariante sur
W = VS, Donc kerm est le supplémentaire souhaité de W.
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En général, on choisit une projection quelconque p sur W, donc p € Hom(V, W). Appli-
quant la projection n dans la représentation Hom(V, W), on fabrique

1

n(p) = > pw(g) o popv(g)~' € Homg(V,W) (36)
Gl 4
est encore une projection sur W donc kermn(p) est un supplémentaire G-invariant de W.
O
4.1.7. Lemme de Schur. — 1°Sip; et p, sont deux représentations irréductibles de G, alors

tout morphisme non nul f : p; — p2 est inversible.
2° Si en outre p = p1 = p2 et K est algébriquement clos, alors l'algebre des endomor-
phismes de p est réduite aux homothéties.

Démonstration. — 1° Les sous-espaces ker f et im f sont G-invariants, donc triviaux.
2° Si f € End(p) a une valeur propre A, alors ker(u — A) est G-invariant, donc égal a V
tout entier. Donc f est une homothétie. O

Exemple. — Sous les hypothéses du théoréeme, on a
KI[G] =eR;,

avec R; représentation irréductible. Si V est une représentation irréductible de G, et vy # 0,
alors I'application

v:KIG] —V, u—u-vy,
est un morphisme de représentations, donc est nécessairement surjectif. Par le lemme de
Schur, il y a au moins un i tel que v|g, soit un isomorphisme. DoncV estisomorphe al'une
des représentations R;, et on en déduit :

4.1.8. Corollaire. — SicarK {|Gl, alors, a isomorphisme pres, il 'y a qu'un nombre fini de
représentations irréductibles de G, et chacune est de degré < |G|.

4.1.9. Corollaire. — Sous la méme hypothese, soientRy,...,Ry les représentations irréduc-
tibles de G, alors toute représentation se décompose enV = @n;R;, ol les entiers naturels n;
sont uniquement déterminés par la représentation.

Une démonstration plus simple de ce corollaire sera vue en §[4.2]si cark = 0, al’aide de
la théorie des caracteres, mais la démonstration qui suit est générale.

Démonstration. — Par récurrence sur la dimension de V. Supposons V = @V; = @W;, o
les V; et les W; sont des représentations irréductibles, éventuellement répétées. On va
montrer qu'a permutation pres, les (V;) et les (W;) sont le méme ensemble de représenta-
tions. On dispose donc d'un isomorphisme de représentations

f:eV;—eW;,
dont on notera l'inverse g. Notons p; : V — V; et g; : V — W; les projections. Alors Idy, =
> p1&lw, qi fv,, donc 'un des facteurs est non nul, quitte a réarranger les W; on peut sup-
poser que c’est le premier, donc p1 glw, g1 f v, # 0. Par lelemme de Schur, c’est un isomor-
phisme, donc
pP18lw, :W1—Vi et qifly,:Vi—>W;
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sont aussi des isomorphismes. Pour appliquer I'hypothése de récurrence, il suffit de mon-
trer que

A =q1) fles,v; - ®i=2Vi — &2 W;
est encore un isomorphisme. En effet, si x € #;>,V; est dans le noyau, alors f(x) € Wy, et
p18(f(x)) = p1(x) =0, donc, p; glw, étant un isomorphisme, f(x) =0 donc x =0. O

4.2. Caracteres

Dans cette section, on suppose K algébriquement clos et carK {|G|.

Si (V,p) est une représentation de G, on appelle caractere de p la fonction x, : G — K

définie par
Xp(8) =Trp(g).

En particulier, x, (1) = dimV, donc le caractere détermine le degré de la représentation (on
verra plus tard que si K = C, il détermine p tout entier).

On calcule

Xo(ghg ™) =Tr(p(g)p(Mp(g) ") =Tr (p(h) = xp (h).

On dit que X, est une fonction centrale, ou encore invariante par conjugaison. L'espace
de toutes les fonctions centrales sur le groupe G sera noté € (G).

Exemples. — 1° Le caractere de la représentation réguliere est
IGl g=e
(8) =
Xreg(8 { 0 gre

2° Le caractere de la représentation standard de D,, dans C? est donné par
L
X(r¥) =2cos (2k;), Xsrby=o.

4.2.1. Propriétés. — 1° Deux représentations isomorphes ont méme caractere.
2°xv+(8) = xv(g -
3°xvew = Xv + Xw; SIW <V alors Xy = xw + Xv/w-
4° Xvew = XvXw-

Démonstration. — Tout est évident, sauf la quatrieme propriété qui découle de I'identité
Tr(u® v) = Tr(u) Tr(v)
que I'on peut vérifier dans une base. O

On introduit sur K[G] = {f : G — K} la forme bilinéaire symétrique

1
fre)=—=12Y fxhHg.
Gl &6

En particulier, ey, ) = ﬁ f (x~1), donc cette forme est non dégénérée.
Si K =C, on a vu que la représentation V admet un produit hermitien invariant par G.
Alors p(g) € U(V), et donc p(g™') =p(g)*, qui implique
X8 H =Xo(8) 37)
Ainsi, sur les caracteres, X, x') est le produit scalaire hermitien standard de C[G].
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4.2.2. Théoréeme. — Les caracteres des représentations irréductibles forment une base or-
thonormée de 6 (G), l'espace des fonctions centrales sur G.

La démonstration du théoreme va utiliser les deux lemmes suivants :

4.2.3. Lemme. — Soit 1 : Homy (V,W) — Homg(V,W) c Hom (V,W) la projection définie

par {36), alors
Tro = (xv, Xw)-

Démonstration. — Plagons-nous dans des bases de V et W, soit E; ; la matrice élémentaire
dont tous les termes sont nuls, sauf le terme d’ordre (i, j), égal a 1. Alors

(pw(g)oEijopv(8) "), = pw(@kipv(g )i (38)

Appliquant au cas particulier i = k et j =, on calcule

1 _
Trn=) n(E;j)ij= el Y Y pw(@iipvig ™}
ij Gl g6 77
ZpW(g)ll va(g )]])
|G| geG 1
(@xvig™.
|G| g;GXW 8xv(g
O
4.2.4. Lemme. — Soit (V,p) une représentation de G. Si f est une fonction centrale sur G,
définissons
h=iG2 LY f(@p(g™) € Endi .
Alors f, e Endp et Tr(fp) = {f, xp)-
Démonstration. — On calcule, puisque f est centrale,
P o fyoptd = = ¥ flgplr g = = Y f@ps™ = i
Gl & [EF=3
Donc f, € Endp, et sa trace est
Tr f, = |G| Y F@xE™) = xp)-
geG
O
Démonstration du théoréeme[42.2 — SoientV et W deux représentation irréductibles. Par
le lemme de Schur, on a
0 VetW nonisomorphes,
Homg(V,W) = .
K VetW isomorphes.

Par le lemme (Xv,xw?) = Trm vaut 0 dans le premier cas, 1 dans le second. Donc la fa-
mille (xv) pour V irréductible est orthonormale, il reste a voir qu’elle engendre tout € (G).
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Observons que si p est irréductible, alors par le lemme appliqué a la fonction cen-
trale xp, on déduit que fy, est une homothétie, et Tr fy | = (degp) fy, = (Xp,Xp) = 1, d'otren
particulier degp est inversible dans K.

Pour une fonction centrale f et une représentation irréductible p quelconques, f, est

une homothétie de rapport (({é—g‘;). Si f est orthogonale a tous les caracteéres, alors f, =

0 pour toutes les représentations irréductibles, et donc pour toutes les représentations.
Appliquons a la représentation réguliére :

1 _
fpreg:_z.f(g)g l:O
IGl G
dans K[G], ce qui entraine f = 0. O
4.2.5. Corollaire. — 1° Le nombre de représentations irréductibles de G est égal au nombre

de classes de conjugaison de G.
2° Soient py,...,p¢ les représentations irréductibles de G. On note [g] la classe de conju-
gaison de g dans G. Alors

Gl

¢ B = sihelgl,
Y xilg 1)Xi(h):{|[g] e
1 0 sinon.
Démonstration. — La dimension de 6 (G) est égale au nombre de classes de conjugaison

dans G, d’ou1 le premier énoncé. Pour le second, soit f = 1(¢) la fonction caractéristique de
la classe de conjugaison de g, alors f est une fonction centrale qui se décompose sur les
caracteres x; des représentations irréductibles :

1
f=2q%mh<ﬁm=ﬁwgm@ﬁ.

Il en résulte
l[g]l

hmm=ﬂm=RiZm@*mmx
ce qui est exactement le résultat voulu. O
4.2.6. Corollaire. — SicarK =0, alors, en notantpy,...,py les représentations irréductibles

deG:
- sip= Zf nipi, alors ny = {Xp, Xp;) €t XpsXp) = 2 nf ; en particulier, p et p’ sont équiva-
lentes si et seulement sixp = X ;
— la représentation réguliére se décompose en K[G] = Zf (dimp;)p;, en particulier
Yé(dimpy)? = Gl.

Remarques. — Le premier énoncé donne une autre démonstration du corollaire [4.1.9]si
carK = 0. Si carK = p # 0, il est faux que le caractere détermine la représentation, par
exemple le caractére de pV est nul. En revanche, le second énoncé reste vrai si carlK # 0.
On verra en §qu’on a un isomorphisme d’algébres K[G] = Zf End(Vy,), alors que le
second énoncé du corollaire ne donne que I'égalité des dimensions.
Une autre contrainte importante sur les dimensions des représentations irréductibles
est que leurs dimensions divisent '’ordre du groupe. Ce théoréme plus difficile sera vu en

SE.4
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Démonstration. — Si p = Zf nip; alors xp = Zf niXp; donc n; = (Xp,Xp;). Ainsi xp
détermine-t-il les n; et donc toute la représentation p, et {xp, Xp) = Z{ nl2

Appliquons cela a la représentation réguliere : puisque Xreg = |Gl1lie), on obtient
(Xreg> Xi) = Xi(e) = degp;, d’our il résulte que la représentation réguliere est isomorphe a
@f(degpi)p,-. O

4.2.7. Proposition. — Le groupe G est abélien si et seulement si toutes ses représentations
irréductibles sont de degré 1.

Démonstration. — Un groupe G est abélien si et seulement s’il a exactement |G| classes
de conjugaison, donc |G| représentations irréductibles. Or |G| = Zf (degpi)z, donc ¢ < |G|
avec égalité si et seulement si toutes les représentations irréductibles sont de degré 1. O

4.2.8. Corollaire. — Si G > A un sous-groupe abélien, alors toute représentation irréduc-
tible de G est de degré inférieur ou égal a %.

Démonstration. — Soit V une représentation irréductible de G et W < V une sous-
représentation de dimension 1 de A. Alors V' = Yog-W = Y ,ag W est une sous-
représentation de V, donc V' = V. Mais dimV’ < |G/A|. O

4.2.9. Table des caractéres. — On fixe K = C. Les contraintes obtenues sur les caracteéres
sont déja suffisantes pour obtenir une description complete des représentation irréduc-
tibles du groupe G dans certains cas. On traite ici deux exemples.

Le groupe S3. — 1l possede trois classes de conjugaison, celle de I'élément neutre e, celle
a 3 éléments d’'une transposition T, et celle a 2 éléments d'un 3-cycle o. Il y a donc trois
représentations irréductibles de S3, dont nous noterons les caracteéres xi, x2 et xs.

Les représentations de degré 1 se déterminent toujours de la maniére suivante : ce sont
des morphismes G — C*, donc, abéliennes, elles se factorisent par G/D(G) (et récipro-
quement, une représentation d'un quotient G/H remonte toujours en une représentation
de G), donc les représentations de degré 1 sont exactement les représentations du groupe
abélien G/D(G), savoir dans notre cas S3/A3 = Z/2Z.1ly en a donc deux, facilement identi-
fiées : la représentation triviale (disons x;) etla signature (disons x»). Par le corollaire[4.2.6]
la somme des carrés des dimensions des représentations fait |S3| = 6, soit 1+1+4 = 6 donc
degxs = 2. On peut alors dresser la table des caracteres, qui donne la valeur de chaque
caractere sur chaque classe de conjugaison :

e
xi| 1] 1|1
Xz | 1| -1] 1
Xz | 2] 0 [ -1

La premiére colonne donne juste les dimensions des représentations. La troisieme ligne, a
priori inconnue, est obtenue en appliquant le corollaire[4.2.5|qui dit que les colonnes sont
orthogonales; une autre méthode pour déterminer la troisieme ligne est d’écrire (corol-
laire[d.2.6) X1+ X2 +2X3 = Xreg = 6 1¢; d’0lt on déduit également xs.
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On a ainsi déterminé le caractere de la troisieme représentation sans la connaitre, mais
on peut aussi la décrire explicitement : S3 est le groupe de symétries d'un triangle équi-
latéral, et cela donne une représentation dans R?, et par complexification dans C2. Dans
cette représentation, les transpositions sont envoyées sur des symétries (a trace nulle), et
les cycles sur des rotations d’angle + %", donc de trace —1.

La table des caractéres peut étre utilisée pour calculer la décomposition en compo-
santes irréductibles d'une représentation donnée, grace au corollaire Par exemple,
décomposons le produit tensoriel C> ® C?, ol1 C? est la représentation irréductible d’ordre
2. Son caractere est x% =(401) =1 +x2+x3- Donc

C?*®C* = C* @ Cyiy  Cig.

Remarquons qu’on connaissait déja, par (34), la décomposition C> ® C? = S>C? & A2C2.
Le second morceau, de dimension 1, est Cjg (C’est le déterminant), tandis que le premier
morceau se décompose en deux.

Le groupeD4. — Le groupe de symétries du carré est engendré par une rotation r d’angle
3 etune symétrie s. Ona srks=r" et rsr~! = sr?, ce qui donne 5 classes de conjugaison :
{e}, {r?}, ir, 73}, {s,7%s}, {rs, r3s}. Le sous-groupe Z/27 = {e, r*> = —1d} est distingué, et dans

le quotient les trois éléments distincts r, s et rs sont d’ordre 2, donc
Dy/(Z122)=7127 x Z12Z.

Cela nous donne donc 4 représentations de degré 1, la cinquiéme doit donc étre d’ordre 2.
Appliquant la méme méthode que précédemment, on obtient le tableau des caractéres :

e| 2 | {rnr3)y | {s,r2s) | {rs, r3s)
1 1|1 1 1 1
x1 |1] 1 -1 1 -1
X2 | 1] 1 1 -1 -1
xix2| 1] 1 -1 -1 1
c [2]-2] o 0 0

La représentation de degré 2 ici n’est autre que la représentation standard dans C2.

4.3. Structure de K[G]

Dans la suite du chapitre, K est un corps algébriquement clos, de caractéristique nulle.

Dans le cas ol le groupe est abélien, les représentations complexes, de degré 1, s'iden-
tifient a leur caractere x : G — C*. En particulier, 'ensemble des caracteres est un groupe
multiplicatif, appelé groupe des caracteres, et noté G. Si f est une fonction sur G, alors on
peut définir

f:6—c¢ fo=xn. (39)

Le théoreme}4.2.2|s'interprete comme une transformée de Fourier entre fonctions sur G et
fonctions sur G, avec la formule d’inversion

=% foox

xeG
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C’est la méme transformée de Fourier que celle que vous connaissez sur d’autres groupes
abéliens comme S' ou R. En revanche, pour un groupe non abélien, le théoreme[4.2.2|ne
fournit une telle transformée que pour les fonctions centrales. Dans cette section, on va
VOir ce qui se passe pour les fonctions générales.

Soit V une représentation de G. Choisissant une base de V, le terme py(g);; de la ma-
trice py(g) est appelé un coefficient de la représentation V.

4.3.1. Lemme. — SoientV etW deux représentations irréductibles, alors

{0 Vi, k) # (W, j, D),

Lo Vi k=W, D,

1
@%pv(g)kipw(g*) 1= (40)

Démonstration. — Entermes de la projection n : Hom(V, W) — Homg (V, W) € Hom(V, W),
par la formule , le membre de gauche est (E;;);. Si V n'est pas isomorphe a W, alors
n(E;j) =0etc’estfini. SiV =W, alors 7 est la projection sur les homothéties, donc 7 (E; ;) =

Osii#j,etn(E;) = m Idy, ce qui achéve la démonstration du lemme. O
4.3.2. Corollaire. — Les coefficients py(g);j des représentations irréductibles forment une
base de K[G].

Démonstration. — Puisque Z(degp)2 =dimG, on a le bon nombre de coefficients, et le
lemme implique qu'ils sont linéairement indépendants. O

Pour K = C, choisissons des bases orthonormales des représentations, de sorte que
les p(g) soient unitaires, alors pw(g™!) j1 = pw(g)j. Donc les coefficients des représen-
tations forment une base orthogonale de C[G], 'espace des fonctions complexes sur G.
Cela donne I'extension au cas non abélien de la transformée de Fourier.

On peut préciser encore la structure d’algebre de K[G] :

4.3.3. Proposition. — SoientVy,...,Vy les représentations irréductibles de G. Alors
v:K[G] — &' EndV;,
obtenu en faisant agir K[G] sur chaqueV;, est un isomorphisme d’'algebres.

Remarque. — Ce théoréme s’étend a tous les groupes compacts (théoreme de Peter-
Weyl), en remplacant C[G] par I'espace L?(G) des fonctions L? sur G, et en prenant une
somme hilbertienne (infinie) dans le second membre. Les coefficients des représentations
irréductibles de dimension finie forment une base hilbertienne, c’est la généralisation des
séries de Fourier aux groupes compacts.

Démonstration. — Lapplication v est un morphisme entre deux algébres de méme
dimension. 11 suffit donc de montrer qu'il est injectif. Si v(¥gxgg) = 0, c'est-a-dire
2.6 XgPv;, (g) = 0 pour tout i, alors pour tous les indices (j, k) on aencore ¥ g xgpv; (§) jx = 0.
Puisque les coefficients des représentations engendrent K[G], cela implique Y. xg$(g) =
0 pour toute fonction ¢ : G — [, et donc finalement tous les xg = 0. O

Cette proposition donne le centre de K[G], mais nous aurons besoin plus loin de la
description suivante : soit ¢ < G une classe de conjugaison, et
ec=) g €KI[G].

gec
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4.3.4. Proposition. — 1° Le centre de K[G] est le sous-espace vectoriel engendré par les e..
2° Le sous-groupe abélien engendré par les e est un sous-anneau commutatif de K[G].

Démonstration. — 1°Sihe Getu=3gugg, alors huh™1 = G Up-1gn8 donc u € Z(K[G])
si et seulement si uy,-1,), = ug pour tous h, g € G, c’est-a-dire u est constante sur les classes
de conjugaison.

2° Le sous-groupe abélien engendré par les e, contient 1, il reste a voir qu’il est stable
par multiplication : or

4

ecec = Z gg',
gec,g'ec’
mais hgg'h™' = hgh~'hg'h~! donc {gg’'} est une réunion de classes de conjugaison, donc
eces =Y . nee. pour des n € Z. 0

4.3.5. Le cas de caractéristique non nulle. — Tous les résultats démontrés dans cette
section restent vrais si la caractéristique de K est non nulle, pourvu qu’on ait toujours la
condition carlK 1 |Gl|. Dans ce cas, on ne peut plus s’appuyer sur la théorie des caractéres
pour affirmer que |G| = ¥ (degp;)?, il faut utiliser un peu plus de théorie de représentation
des algeébres pour montrer directement la proposition

4.4. Propriétés d’intégralité

Dans cette section on démontre que le degré d'une représentation irréductible divise
l'ordre du groupe. La démonstration nécessite d’anticiper légerement sur le cours d’Al-
gebre 2.

4.4.1. Introduction aux entiers algébriques. — Soit A un anneau commutatif. On dit
que x € A est un entier algébrique sur Z s’il existe a; € Z tels que

1

XT+a x4+ +a, =0.

4.4.2. Remarque. — Si x € Q) est un entier algébrique, alors x € Z. En effet, si x = ’—; avec

(p,q) =1et q>0,alors p" +a p"'q+---+a,q" =0 qui implique g|p" donc g = 1.
4.4.3. Proposition. — Soit x € A anneau commutatif, alors sont équivalents :
1° x est un entier algébrique;

2° le sous-anneau Z[x] engendré par x est un groupe abélien de type fini;

3° il existe un sous-groupe abélien de type fini de A contenant Z|x].

1. Réciproquement, si la proposition est vraie, il faut que carK ¢t |Gl. En effet, supposons K[G] =
®End(V;), ou les V; sont les représentations irréductibles de G; comme représentation de G, on a EndV; =
(dimV;)V;, donc, par le lemme de Schur, d’'une part Homg (I, K[G]) = K est engendré par A(1) = Lgeg &5 €t
d’autre part Homg (K[G],K) = K par e(¥G xgg) = X.G Xg- Alors € o A doit étre un isomorphisme de la représenta-
tion triviale KK, mais €0 A(1) =|Gl, qui ne peut étre inversible que si cark {|Gl.
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Démonstration. — Le premier énoncé implique le deuxiéme : si x" + a1 x" ' +---+a, =0,
alors Z[x] est engendré, comme groupe abélien, par (1, x, X2, x"h,

Le passage du deuxieme au troisieme énoncé est évident. Reste a passer du troisieme au
premier : soit A, le groupe abélien engendré par (1, x,...x"!). Il faut montrer que la suite
croissante (A,) devient stationnaire : il existe n tel que A, = A,_1, c’est-a-dire x" € A,,_1,
ouencore x" = a1 x" 1 +--- + a,,.

Pour montrer que la suite est stationnaire, utilisons que Z[x] < G sous-groupe abélien
de type fini. Ainsi---c A, €A, c---cB=U,A, c G. Puisque G est de type fini, son sous-
groupe abélien B aussi, donc il est engendré par des éléments by, ..., by, tous éléments

d’'un A, pour un 7 assez grand. Alors A+ = A,. O
4.4.4. Corollaire. — Lensemble des entiers algébriques de A est un sous-anneau de A.
Démonstration. — Si x et y sont des entiers algébriques de A, alors Z[x] est engendré

(comme groupe abélien) par 1,x,...,x”, et Z[y] par 1, y,..., y9. Alors Z[x, y] est engendré,
comme groupe abélien parles x’ y/ pour i < p et j < g, donc est de type fini. Or il contient
X+ y et xy qui sont donc aussi des entiers algébriques. O

4.4.5. Propriété du degré des représentations. — On peut maintenant passer a la dé-
monstration que le degré d'une représentation irréductible divise I'ordre du groupe.

4.4.6. Lemme. — Siu =3 ugg € Z(K|[G]) avec ug € K entier sur Z, alors u est entier sur Z.

Démonstration. — En effet u =) uce., olt la somme est sur les classes de conjugaison de
G. 1l suffit que e, soit entier sur Z, ce qui découle des propositions et}4.4.3 O

4.4.7. Proposition. — SiV est une représentation irréductible de G de caractere y, et u =
2 G ugg € Z(KIGI) avec ug entier sur Z, alors %gp 2.G UgX(g) est un entier algébrique sur Z.

Démonstration. — Utilisons le morphisme induit par la représentation, v : K[G] — End V.
Puisque u est central et V irréductible, v(u) est une homothétie de trace Y g ugx(g), donc

1
v(u)=——) ugx(g.
degpé; 8
Comme u est un entier sur Z, son image v(u) aussi. O

4.4.8. Théoreme. — SiV est irréductible, alors dimV/||G.

Démonstration. — Les X(g) sont des entiers algébriques (puisque les valeurs propres des
p(g) sont racines de X!¢! — 1), donc u =Y x(g~") g est entier sur Z. Par la proposition,
1 _ G|
mmvgﬂg)“@—aav
est un entier algébrique, et donc un entier, d’ot le résultat. O

La contrainte donnée par le théoréme est tres forte. Par exemple, en combinant avec le
corollaire on déduit immédiatement qu'un groupe d’ordre p? ne peut avoir que des
représentations de degré 1, donc est abélien.

On peut raffiner un peu le théoréme :
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4.4.9. Proposition. — SiV est irréductible, alors dimV][G 1 Z(@)].

Démonstration (]. Tate). — Le groupe G = G x --- x G a une représentation p,, dans

V&M donnée par p,,(g1,...,&m) = P1(81) ® - ® P (gm). Son caractere est X, (g1,...,&m) =
x(g1) - x(gm), donc (Xm,Xxm) = 1 et p,, est irréductible. Si g; € Z(G) alors p(g;) est une
homothétie, donc si en outre g --- g, = e alors p,,(g1,-..,g&m) = Id. Soit

S:{(gl;---ygm)GZ(G)m;gl"‘gm=e}-

Alors on peut factoriser la représentation py, :

Gm ", GLVe™)

| A

G™/S
Ainsi dimV®" = (dim V)™ divise |G™/S| = % , donc pour tout m = 2,
_ IGl \m .. . |Gl
7)™ (=——=)", quiimplique |Z(G)||— .
122G (dimV) q Piq 122G dimV
O
4.5. Le théoréme de Burnside
Le but ici est de démontrer le théoréme suivant, dit a Burnside :

4.5.1. Théoréme. — Si p et q sont premiers entre eux, tout groupe d’ordre p®q" est réso-

luble.

Pour démontrer le théoréme, il suffit de prouver qu'un tel groupe ne peut pas étre
simple, sauf a étre abélien. En effet tous les quotients d'une suite de composition du
groupe sont aussi d’ordre p”’ qb' : simples, ils doivent alors étre abéliens.

La démonstration de ce résultat de théorie des groupes fait appel a la théorie des carac-
téres. Dans toute cette section, on se limite au corps K = C.

4.5.2. Compléments sur les entiers algébriques. — Si o est un entier algébrique, alors
I'idéal I = {P € Q[X],P(a) = 0} est engendré par un polynéme unitaire ®, appelé polyndme
minimal de a. Les autres racines de ® sont les conjugués de «, donc tout polynéme a
coefficients rationnels s’annulant sur a s’annule aussi sur ses conjugués. Observons les
propriétés suivantes :

1° @ est aussi le polyndme minimal des conjugués de o;
2° @ est aracines simples;
3° @ est a coefficients entiers;

4° ndegPp(%() est le polynome minimal de na.
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La premieére propriété est évidente, sinon ® n’est pas minimal. Pour la seconde, si ® a une
racine double, alors @' s’annule aussi sur cette racine, donc ® n’est pas minimal; les coef-
ficients de ® sont des rationnels, mais aussi des entiers algébriques (puisque les fonctions
symétriques des conjugués de ), donc des entiers; le dernier item est évident.

Si le polynéme minimal de a; est ®(x) = xP + a;xP ™1 +--- + ap, alors C’est aussi le poly-
noéme caractéristique de la matrice

0 —ap

1 —a)

donc les conjugués ay,..., a, de a; sont réalisés comme les valeurs propres de la matrice
A. Sion aun autre entier algébrique f,, on réalise de méme ses conjugués (8 ;) j<4 comme
valeurs propres d'une matrice B. Alors les valeurs propres de

A®1+1®B

sont les o; + P j. En particulier, les conjugués algébriques de «; + §; sont de la forme
«; +[; (mais ne sont pas nécessairement tous ces nombres). Cela donne le cas n = 2 du
lemme suivant, duquel on déduit immédiatement le cas général :

4.5.3. Lemme. — Siqy,..., &y, sont des entiers algébriques, alors les conjugués algébriques
deay +---+ay sont de la forme o +--- + o, oL o est un conjugué algébrique de a;. O

La démonstration du théoréme de Burnside utilisera la proposition suivante :

4.5.4. Proposition. — Siay,..., a, sont des racines de l'unité dans C, et % Y «; est un entier
algébrique, alorsa; = -+~ =a, ou Y.} o; = 0.
Démonstration. — Les conjugués algébriques de ). a; sont de la forme Y o}, ottles o sont

des conjugués algébriques des a;, donc également des racines de I'unité. Il en résulte que
les conjugués algébriques de a = %Zai sont de la forme a’ = %Za;. Par conséquent, ils
satisfont |a'| < 1. Siles ; ne sont pas tous égaux, alors |a| < 1, donc

’ I1 a ’ <l
a’ conjugué de a

Mais [[a’ € Z, donc a = 0. O

4.5.5. Démonstration du théoréeme de Burnside. — Le théoreme de Burnside sera une
conséquence de deux théorémes, que nous commencons par démontrer.

4.5.6. Théoréeme. — SiV est une représentation irréductible, et c une classe de conjugaison
de G telle que (dimV,|c|) = 1, alors pour tout g € ¢ ou bien xv(g) = 0 ou bien py(g) est une
homothétie.

2. C’est une autre maniére de montrer que les entiers algébriques forment un anneau. La somme de deux
entiers algébriques est obtenue comme valeur propre de A® 1+ 1®B, et le produit de A®B.
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Démonstration. — Soit n =dimV et «y,..., a, les valeurs propres de py(g). Par la propo-
sition |4.4.7 %Iclx(g) est un entier algébrique; puisque (7, |c|) = 1, en appliquant Bezout,
o+ 0y

%x(g) = ==~ est un entier algébrique. Par la proposition ou bien x(g) = 0 ou bien
) =+ =y, c'est-a-dire p(g) est une homothétie. O

4.5.7. Théoréme. — Si c est une classe de conjugaison deG, d'ordre p* avec p premier, alors
G contient un sous-groupe distingué non trivial.

Démonstration. — Soient (V;,p;);=1,. ¢ lesreprésentations irréductibles de G. On va trou-
ver un sous-groupe distingué non trivial de G comme I'un des kerp;. Soit g € c, par ortho-
gonalité

4 4
Y xi(@xi(g) =) (dimVy)x;(g) =0. (41)
1 1

Posons
{1,...,r} =Il UIZ UIg,

ou I; = {1} ne contient que la représentation triviale, et I, contient les i tels que p|dimV;,
etlsles i #1 tels que ptdimV;.

Siiely, alors %x,-(g) est un entier algébrique, donc a = ¥ ¢y, @Xi(g) aussi. De
on tire
X1(@+ Y (dimVy)x;(g) + Y (dimV)x;(g) =1+ pa+ Y (dimV;)xi(g) =0.

iel, i€l i€l

Puisque a est un entier algébrique, il ne peut pas étre égal a —%, donc la derniere somme
est non nulle. Donc il existe i € I3 tel que x;(g) # 0. Puisque p { dimV;, par le théoréme
il faut que p;(g) soit une homothétie, nécessairement la méme pour tous les élé-
ments de la classe de conjugaison c. Donc, prenant g; # g» dans c, on obtient p; (gl’lgg) =
Idy, . Ainsi kerp; est non trivial. O

Démonstration du théoréme de Burnside. — 1l s’agit de montrer que si G n’est pas abé-
lien, il n'est pas simple. Si le centre n’est pas trivial, il n'y a rien a démontrer. Si Z(G) = {e},
parle théoréme G ne contient pas de classe de conjugaison d’ordre p* ou g*, donc
toutes les classes de conjugaison différentes de {e} ont un ordre divisible par pg. Mais cela
contredit le compte des éléments de G :

phq’ =1+ Icl.
c

4.6. Représentation induite

Soit H un sous-groupe du groupe G, alors une représentation V de G se restreint en une
représentation de H, qu’on notera ResfI V. Le caractere de cette restriction est la restriction
X|g du caractere x de G.

On va construire une opération dans I’autre sens, associant a une représentation V de
H une représentation de G, appelée représentation induite, et notée Indg V.
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4.6.1. Point de vue des représentations. — On définit la représentation induite par
Indgv ={f:G-V, f(hx)=pyv(h) f(x) VxeG,VheH}
avec l'action de G donnée par

g(Hx) = f(xg).
On obtient bien une représentation de G, car

g (N =g (Nxg) = flxgg) = (gg" ().
Exemple. — SiH ={e} etV =K, alors Ind{% K =KI[G].
Un élément f € IndgV est déterminé par une valeur sur chaque classe a droite Hx, d’out
il résulte que

dimg Ind$; V = [G : H] dimg V.
Exercice. — SiE c H c G sont des sous-groupes, et V est une représentation de E, alors
Ind§V = Ind; Ind V.
4.6.2. Point de vue des caracteéres. — Si H c G on définit une application entre les es-
paces de fonctions centrales,
€MH) — €G), f— fC.

On part de I'extension naive, f*: G — K, définie par

o) = {fm rer

0 sinon,

qu’on rend invariante par conjugaison :

- 1 -
C= Y fPuagr ==Y fougx™.
xeH\G [HI xeG
4.6.3. Théoreme. — SoitV une représentation de H c G de caracterey, alors IndIG{V a pour

caractere x©.

3. Il existe une interprétation plus intrinseéque, mais que nous n’utiliserons pas au niveau de ce cours, de la
représentation induite en termes de produit tensoriel de modules sur une algebre. Si L (resp. M) est un module
a gauche (resp. a droite) sur I'algébre A, alors on peut définir un produit tensoriel L& M, dans lequel £ ® (am) =
(La) ® m. Alors

Ind$ vV = K[G] & V,

ol K[G] ={f : G — K} est un K [H]-module a droite (par (fh)(x) = f(hx)), et aussi un K[G]-module a gauche (par
(fg)(x) = f(xg)), ce qui induit sur le produit tensoriel la structure de K[G]-module a gauche. Ainsi la représen-
tation induite s'obtient-elle par une construction similaire a I'extension des scalaires vue en §B.1]: ici on étend
les scalaires de K[H] a K[G].

4. En termes du produit tensoriel,

KIG] ® ) (K[H] @ g1 V) = (K[G] ® 1) K[H]) @ gy V = KI[G] ® g V.
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Démonstration. — Soit 0 = Hxy une classe a droite, et
Vo ={f €Ind3V, f(x) =0si x ¢ 0}.
Alors

IndgV = ®geH\GVs €t §- V5 = Vog—l.

Dans le calcul de la trace de p(g), seuls interviennent les V; tel que g- V4 = Vg, C’est-a-dire
tels que og~! = 0, soit x,gx; ' € H. Sous cette hypothese, calculons la trace de I'action de
g sur Vg, en identifiant
Vo — Vpar f+— f(x5).
Alors g f — f(xs8) = f(xs8%5 1 xs) = (x5 §x51) - f(xo) donc la trace de gly, est x(xsgx51).
O

Exemple. — D, =Z/nZ x Z/2Z > Z/nZ est engendré par une rotation r et une symétrie
s, telles que srs~! = 1. Le caractere de la représentation standard est

N in 472G x(rks)=o.
Il est induit du caractere de Z/nZzZ,
W(rk) — eZm%'
Exercice : en utilisant la définition, reconstruire directement la représentation induite a

partir de celle de Z/nZ.

4.6.4. Réciprocité de Frobenius. —
4.6.5. Théoréeme (Point de vue des représentations). — Soit H c G, V une représentation
de G, W une représentation de H, alors

Homg (V, Ind W) = Homy; (Res$; V, W).

4.6.6. Théoreme (Point de vue des caracteres). — Soit ¢ une fonction centrale sur G, ety
une fonction centrale sur H. Alors

(b, WO = (Dly, W).

Le lien entre les deux théoremes est le suivant : soient ¢y, ..., ¢, les caracteres irréduc-
tibles de G. Si V et V' sont des représentations de G, alors

Xv=2 nidi, xw=y nbi

oil n; et n}; sont les multiplicités de V; dans V et V'. Alors

(Xv>Xv') = Y_nin}; = dimHomg(V,V").
En appliquant le second théoréme aux caracteres Xy et xw de V et W, on trouve
(Xv,x\%) = (xvlg,xw), c'est-a-dire 1'égalité des dimensions des deux espaces vecto-
riels Homg(V, Indi) et HomH(ResgV,W). Le premier théoréeme exhibe en outre un
isomorphisme naturel entre ces deux espaces vectoriels (voir la démonstration).
Cas particulier important :

4.6.7. Corollaire. — SiV etW sont irréductibles, la multiplicité deV dans Indi est égale
a la multiplicité deW dans ResfI V. O
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Démonstration du théoréemel4.6.8 — Par un calcul direct :

1
@G w8=— 3 ¢ HyS )

Gl 36
1 _ _
== 2 oy
IGI x€G,yeH\G
1 1 - _
=— 2 ox Ty oy
|G| x€G,yeH\G
1 _
=— Y ¢ Hy(h)
[HI heH
=(Plu, V).
O
Démonstration du théoremel4.6.3 — On veut identifier E = Homg(V, Indi) avec E' =
HomH(ResﬁV,W). On définit deux morphismes :
F:E—F G:E'—E
a— (Fl@v = (av)(e) p— ((GP)v)(x) =P(xv))
Le fait que F et G soient bien définis et inverses 'un de I'autre est laissé en exercice. O
Exemple : le groupe du tétraédre T. — Le groupe des isométries directes du tétraedre

s’identifie au groupe alterné A4 par I'action sur les sommets. On a |T| = 12, et les classes de
conjugaison sont O; = {e}, Oy = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, O3 = {(123), (214), (341), (432)},
04 =1{(132),(241), (314), (423)}.

Comme T>K=27/2Zx7Z/2Z = 0; U0y, le groupe de Klein, avec T/K = Z/3Z, on obtient
trois représentations de degré 1, de caracteres x;, X2 et x3. La quatriéme représentation est
donc de degré 3, et a pour caractere x4. On obtient ainsi la table des caracteresde T :

01 | O2 | O3 | Oy
il 1|11
xe | L[ 1] j[Jj°
xs | 1 [ 1 5]
xe| 3 [-1] 00

Une autre maniére de voir la représentation de degré 3 est la suivante : soit V la repré-
sentation de K de degré 1 telle que py((12)(34)) = pv((13)(24)) = —1, alors par la réciprocité
de Frobenius, Ind% V, de dimension 3, ne saurait contenir I'une des trois représentations
de degré 1 comme composante, puisque toutes se restreignent a K en la représentation
triviale. Par conséquent, IndEV estirréductible. Le calcul de son caractere par le théoréme

[4.6.3]donne
X(@) =xY(@ +xy(0go™) +xY(0?gao™?),

ol 0 € T engendre le quotient T/K. Cela redonne immédiatement x4.
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Exemple : le groupe de l'octaedre ou du cube O. — Le groupe du cube s’identifie a S, par
action sur les grandes diagonales. En inscrivant un tétraédre dans un cube, on obtient
Op>T,avecO/T=27/27.

Les classes de conjugaison sont :

0; :laclasse triviale O = {e};

O, :les symétries autour des axes des faces, |O2| = 3;

O3 :lesrotations d’angle + %" autour des grandes diagonales, |O3| = 8;

04 :lesrotations d’angle i;—‘ des faces, |04| =6;

Os :les symétries d’axe joignant les milieux de deux arétes opposées, |Os| = 6.

Seules les trois premiéres classes intersectent T.

Trouvons les cing représentations irréductibles : deux représentations de degré 1, V;
et Vy, proviennent du quotient Z/2Z, et la représentation standard V3 donne une repré-
sentation de degré 3. Les deux représentations restantes sont de degré p et g satisfaisant
p?+q* =13, ce quiimpose p =2 et g = 3.

La représentation irréductible de degré 2 peut se construire de la maniéere suivante :
soit V la représentation de T de caractere xy = (11jj2), et S = Indg V, donc degS = 2. Par
réciprocité de Frobenius, V; et V, ne sont pas facteurs de S donc S est irréductible, de
caractere

Xs(g) = x{),(g) + Xg,(cga_l) pouruno ¢T.
Cela donne la table de caracteres suivante, ol la derniére ligne est obtenue par orthogo-
nalité :

On observe que X5 = x2x3, d’ott il résulte que V5 = V, ® V3 qui est donc irréductible. Cela
finit de fournir une interprétation a toutes les représentations irréductibles.

0, ]0,] 05|04 05
X1 | 1 111
Xz | 1 1| -1]-1
Xs| 3 |-1]0 | 1 [-1
xal 2|2 -1]0]o0
Xs| 3 |-1]0 |-1]1
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action,[I6]

action 2-transitive, 38|
action fidele,[T7]
action primitive,[38]
action transitive, [17]

algebre, [61]

algebre anticommutative,
algebre du groupe,[71]
algebre extérieure, [63]
algebre graduée, [61]

algebre symétrique, [68]
algebre tensorielle, [61]
automorphisme intérieur, [12]
base orthogonale, [42]
caractéristique du corps.
caractere, [76]

centralisateur,

centre,[T0]

classes a droite,

classes a gauche, [12]
coefficient de la représentation,
commutateur, [T5]
complexification, [60]
conjugaison,

degré d'une représentation,
dilatation,[34]
discriminant, [39]
endomorphisme normal,
entier algébrique, [82]

espace projectif, 37
extension,

extension des scalaires, [60]
facteurs invariants, 26]
fonction centrale, [76]

forme G—Sesquilinéaire,@
forme bilinéaire, [39]

forme bilinéaire alternée,@l

forme bilinéaire anti-symétrique, [39]

forme bilinéaire symétrique, [39]
forme hermitienne, 39} [40]
forme non dégénérée, [40]
forme quadratique, [39]
groupe, [9]

groupe abélien, [9]

groupe abélien libre, [26]
groupe cyclique, [T1]
groupe d’isotropie, [T6]
groupe dérivé, [T5]

groupe des caracteres, [80]
groupe général linéaire,
groupe monogene, [I1]

groupe orthogonal, [41]

groupe projectif linéaire, 37
groupe projectif orthogonal,@
groupe résoluble, B1]

groupe simple,[29]

groupe spécial linéaire,
groupe spécial orthogonal,
groupe spécial unitaire, [4T]
groupe symplectique, [41]
groupe unitaire, [41]

idéal homogene, [64]
image, [10]

indice, 12} [44]

isométrie, [41]
isomorphisme,@

matrice d'une forme bilinéaire,
module a gauche,[72]
morphisme de Frobenius,
morphisme de groupes,@
morphisme de représentations,
normalisateur, 20]

noyau, [I0}[40]

opposé, [

orbite, [16]

ordre d’un élément, [T1]

ordre d'un groupe fini, [
orthogonal, [40]

p-groupe,[T9]

partie génératrice, [T1]

pfaffien, [66]

plan hyperbolique, [43]

point fixe de I'action, [I8]
polyndome minimal,
produit direct,[10]

produit extérieur, [64]

produit scalaire hermitien,
produit semi-direct, [21]
produit tensoriel,[57]
quasi-symeétrie,
quaternions, [53)|
renversement, [50]
représentation de permutation,
représentation fidele,[72]
représentation induite,@
représentation irréductible,
représentation linéaire,
représentation réguliére,
représentation standard,
section, [21]

sous-corps premier, [33]
sous-espace anisotrope, [#4]
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sous-espace hyperbolique, [44] suite exacte de groupes, [I3]
sous-espace isotrope, [44] suite exacte scindée, [21]
sous-groupe, [T0] symétrie, [4T]

sous-groupe caractéristique, [T5]
sous-groupe de Sylow,[19]
sous-groupe distingué,[12]

tenseur antisymétrique, [65]

tenseur décomposé, [57}[60]

sous-groupe engendré, [11] tenseur pur, Isll
sous-groupe normal, [12] tenseur symétrique, [68]
sous-représentation, [72] transvection,
stabilisateur, type fini, 25]

suite de composition, [3]] vecteur isotrope,[d2]
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