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CHAPITRE 1

GROUPES

1.1. Généralités sur les groupes

1.1.1. Groupes et morphismes. — Un groupe G est la donnée d’un ensemble G, muni
d’une loi de composition

G×G −→ G, (g ,h) 7−→ g h,

satisfaisant les propriétés suivantes :

1° associativité : pour tous g1, g2, g3 ∈ G, (g1g2)g3 = g1(g2g3) ;

2° existence d’un élément neutre (nécessairement unique) : il existe e ∈ G, tel que g e =
eg = g pour tout g ∈ G ;

3° inverse : tout élément g ∈ G admet un inverse (nécessairement unique), c’est-à-dire
un élément g−1 ∈ G tel que g g−1 = g−1g = e.

On dit que G est un abélien si, pour tous g ,h ∈ G, on a g h = hg . Dans ce cas, on note
généralement la loi de groupe additivement (g +h), l’élément neutre 0, et l’inverse de g est
appelé l’opposé, noté −g .

Un morphisme de groupes est la donnée d’une application f : G1 → G2 entre deux
groupes, satisfaisant, pour tous g ,h ∈ G,

f (g h) = f (g ) f (h).

Si f est bijective, alors f −1 est aussi un morphisme et on dit que f est un isomorphisme.
Si en outre G1 = G2 = G, alors on dit que f est un automorphisme de G.

Exemples. — 1° (R,+) et (R∗,×) sont des groupes ; la même chose reste vraie en rempla-
çant R par le corps des complexes C, ou plus généralement par n’importe quel corps (1)

K ; encore plus généralement, pour un anneau commutatif A, on a le groupe multiplicatif
(A×,∗) des unités de A (les éléments de A inversibles dans A).

2° L’application exponentielle est un morphisme de groupes, exp : (C,+) → (C∗,×).
3° (Z/nZ,+) est un groupe d’ordre n (l’ordre d’un groupe fini G est son cardinal, noté

|G|).

1. Dans ces notes, un corps est toujours commutatif, sauf mention expresse du contraire.
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4° Le groupe diédral Dn des symétries et rotations du plan préservant un polygone ré-
gulier à n côtés est un groupe d’ordre 2n.

5° Le groupe symétrique Sn des bijections d’un ensemble à n éléments est un groupe
d’ordre n!

6° Le groupe orthogonal O(n,R) des transformations orthogonales de Rn .
7° SiK est un corps, alors les matrices inversibles n×n à coefficients dansK forment le

groupe général linéaire GL(n,K) ; le déterminant det : GL(n,K) →K∗ est un morphisme ;
si E est un K-espace vectoriel de dimension n, alors le groupe des applications linéaires
bijectives de E dans E est isomorphe à GL(n,K).

8° Plus généralement, si A est un anneau commutatif, alors on peut former le groupe
GL(n, A) des matrices inversibles à coefficients dans A : il s’agit exactement des matrices
M telles que detM ∈ A× ; par exemple le groupe GL(n,Z) est constitué des matrices à coef-
ficients entiers, de déterminant ±1.

9° Si G1 et G2 sont deux groupes, alors on peut former un groupe appelé produit direct
G1 ×G2, en munissant ce produit de la loi interne (g1, g2)(h1,h2) = (g1h1, g2h2).

10° L’ensemble des automorphismes d’un groupe G, muni de la composition, est un
groupe noté AutG.

1.1.2. Sous-groupes, générateurs. — Une partie H d’un groupe G est appelée un sous-
groupe si la loi de composition de G se restreint à H et en fait un groupe, ce qui est équi-
valent aux propriétés suivantes :

1° e ∈ H ;

2° pour tous h1,h2 ∈ H, on a h1h2 ∈ H ;

3° pour tout h ∈ H, on a h−1 ∈ H.

Exemples. — 1° L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe.
2° Les sous-groupes de Z sont les nZ pour n ∈N.
3° aZ est un sous-groupe de R pour tout a ∈ R (on obtient ainsi tous les sous-groupes

non denses).
4° Si f : G → G′ est un morphisme de groupes, alors le noyau et l’image de f ,

ker f = {g ∈ G, f (g ) = e}, im f = { f (g ), g ∈ G},

sont des sous-groupes de G et G′ respectivement ; le morphisme f est injectif si et seule-
ment si ker f = {e}.

5° La signature ε : Sn → {±1} est un morphisme, dont le noyau est le groupe alterné An .
6° Le noyau du déterminant det : GL(n,K) →K∗ est le groupe spécial linéaire des ma-

trices de déterminant 1, il est noté SL(n,K) ; exercice : montrer que, si K= Fq , corps fini à
q éléments, alors les ordres de ces groupes sont

|GL(n,Fq )| = (qn −1)(qn −q) · · · (qn −qn−1), (1)

|SL(n,Fq )| = (qn −1)(qn −q) · · · (qn −qn−2)qn−1. (2)

7° Le noyau du déterminant sur le groupe diédral Dn est le sous-groupe des rotations
d’angle multiple de 2π

n .
8° Le centre d’un groupe G,

Z(G) = {g ∈ G, g x = xg pour tout x ∈ G}
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est un sous-groupe de G ; le groupe G est abélien si et seulement si Z(G) = G ; par exemple,
le centre de GL(n,K) est constitué des homothéties, et le centre de SL(n,K) des homothé-
ties de rapport une racine n-ième de l’unité dans le corpsK.

9° Si g ∈ G, on peut considérer le morphisme de groupes

φg :Z−→ G, n 7−→ g n ; (3)

l’image de φg est le plus petit sous-groupe de G contenant g , on l’appelle le sous-groupe
engendré par g et on le note 〈g 〉 ; s’il est infini (ce qui se produit si g n 6= 1 pour tout n 6= 0),
on dit que l’ordre de g est infini, sinon l’ordre de g est par définition l’ordre de 〈g 〉.

Ce dernier exemple se généralise de la manière suivante :

1.1.3. Proposition. — Soit une partie A d’un groupe G. Alors il existe un plus petit sous-
groupe de G contenant A. On l’appelle sous-groupe engendré par A, et on le note 〈A〉.

Démonstration. — Il y a deux constructions équivalentes. La première consiste à définir
〈A〉 comme l’intersection de tous les sous-groupes de G contenant A. La seconde construc-
tion consiste en la description explicite :

〈A〉 = {xε1
1 xε2

2 · · ·xεn
n ,n ∈N, xi ∈ A,εi =±1}.

1.1.4. Proposition. — Le sous-groupe engendré par un élément g ∈ G est isomorphe àZ s’il
est infini, à Z/nZ s’il est fini, où n est l’ordre de g .

Démonstration. — Le morphismeφg considéré en (3) a pour image 〈g 〉. Si l’ordre de g est
infini, alorsφg est injectif, donc on obtient un isomorphismeφg :Z→〈g 〉. Si l’ordre de 〈g 〉
est fini, alors kerφg = nZ, et l’application φ̄g : Z/nZ→ 〈g 〉, m̄ 7→ g m , est bien définie, est
un morphisme de groupes, par définition injectif et surjectif, donc un isomorphisme.

Une partie A de G est une partie génératrice de G, ou engendre G, si 〈A〉 = G. On dit que
G est un groupe monogène s’il est engendré par un seul élément, un groupe cyclique s’il
est de plus fini.

Exemples. — 1° Le groupe diédral est engendré par la rotation r d’angle 2π
n et la symétrie s

par rapport à l’axe horizontal : alors sr s = r−1 et Dn = {r k ,0 É k É n−1}∪{sr k ,0 É k É n−1}.
2° Voici trois ensembles différents de générateurs pour le groupe symétrique Sn :
– toutes les transpositions ;
– les transpositions (12), (23), . . . , ((n −1)n) ;
– la transposition (12) et le cycle (12 · · ·n) .
3° Le groupe alterné An est engendré par les 3-cycles (abc), car (ab)(ac) = (acb) et

(ab)(cd) = (acb)(acd).
4° Pour n Ê 2, le groupe orthogonal O(n,R) est engendré par les réflexions (symétries

par rapport à un hyperplan), voir Chap. 2.
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1.1.5. Classes à gauche. — Soit H un sous-groupe du groupe G. On définit sur G une
relation d’équivalence R par

xRy ⇐⇒∃h ∈ H, y = xh.

Les trois propriétés caractéristiques des relations d’équivalence (réflexivité, symétrie,
transitivité) se vérifient immédiatement. La classe d’équivalence d’un élément x ∈ G est
xH = {xh,h ∈ H}. Les xH pour x ∈ G sont appelées classes à gauche de G, et l’ensemble
quotient de G par R, c’est-à-dire l’ensemble des classes à gauche, est noté G/H. Si cet
ensemble est fini, son cardinal, noté [G : H], est appelé l’indice de H dans G.

On peut définir aussi les classes à droite comme les ensembles Hx = {hx,h ∈ H}, et
l’ensemble des classes à droite est noté H\G. Heureusement, il est à peu près indifférent
d’utiliser des classes à droite ou à gauche, car l’application inverse φ : G → G, x 7→ x−1,
envoie xH sur Hx−1, donc envoie classes à gauche sur classes à droite ; induisant ainsi une
bijection

G/H −→ H\G.

Soit x ∈ G, alors l’application H → G, h 7→ xh, induit une bijection

H −→ xH.

En particulier, si H est fini, alors le cardinal d’une classe à gauche xH est égal à l’ordre de
H. Les classes à gauche forment donc une partition de G par des classes de même cardinal,
d’où :

1.1.6. Proposition (Théorème de Lagrange). — Si G est fini et H est un sous-groupe de G,
alors

|G| = |H|[G : H].

En particulier, l’ordre d’un sous-groupe de G divise l’ordre de G ; l’ordre d’un élément de G
divise l’ordre de G.

En particulier, un groupe d’ordre premier p est nécessairement isomorphe au groupe
cyclique Z/pZ.

1.1.7. Sous-groupes distingués. — Soit g ∈ G, alors l’application

ιg : G −→ G, x 7−→ g xg−1,

est un automorphisme de G. Un tel automorphisme de G est appelé automorphisme in-
térieur de G, et

ι : G −→ AutG

est un morphisme de groupes (dont le noyau est le centre Z(G)).
On dit qu’un sous-groupe H de G est un sous-groupe distingué, ou sous-groupe nor-

mal, et on note H/G, s’il est stable par tout automorphisme intérieur, c’est-à-dire : pour
tous g ∈ G et h ∈ H, on a g hg−1 ∈ H.

Exemples. — 1° Les sous-groupes triviaux {e} et G de G sont distingués.
2° Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont distingués.
3° Si f : G → G′ est un morphisme de groupes, alors ker f /G (attention, il est faux en

général que l’image soit un sous-groupe distingué) ; plus généralement, si H′ /G′, alors
f −1(H′)/G.
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1.1.8. Quotient. — Soit H un sous-groupe de G, on souhaite munir G/H d’une structure
de groupe telle que la projection p : G → G/H, x 7→ xH, d’un élément sur sa classe à gauche,
soit un morphisme de groupes. L’élément neutre de G/H serait nécessairement eH, et donc
le noyau de p serait la classe de e, c’est-à-dire H. D’après l’exemple 3 ci-dessus, il faut donc
que H soit distingué dans G. Cette condition est suffisante :

1.1.9. Théorème. — Si H est un sous-groupe distingué de G, alors il existe sur G/H une
unique structure de groupe, telle que la projection p : G → G/H soit un morphisme de
groupe.

Il est important de noter que si H est distingué, alors les classes à droite sont égales aux
classes à gauche : xH = Hx pour tout x ∈ G, puisque xHx−1 = H. Ainsi G/H = H\G et on
obtient le même groupe quotient en considérant les classes à droite ou à gauche.

Démonstration. — Pour que p soit un morphisme de groupes, il faut que la loi de groupe
sur G/H vérifie

(xH)(yH) = x yH. (4)

La première chose à faire est de vérifier que cette formule ne dépend pas des choix de x et
y dans leurs classes : si x = x ′h et y = y ′h′, alors

x y = x ′hy ′h′ = x ′y ′(y ′−1hy ′)h′.

Puisque H est distingué, y ′−1hy ′ ∈ H donc x yH = x ′y ′H. La formule (4) définit donc bien
une loi de composition sur G/H. Il est immédiat de vérifier qu’il s’agit d’une loi de groupe.

Si H est distingué, alors les groupes H, G et G/H s’insèrent dans une suite exacte de
groupes :

1 −→ H
i−→ G

p−→ G/H −→ 1,

où i : H → G est l’inclusion du sous-groupe H dans G. Cela signifie que, dans le diagramme,
le noyau de chaque flèche est égal à l’image de la flèche précédente (vérifier ce que cela
veut dire à chacun des 5 groupes du diagramme, où 1 désigne le groupe {e}).

1.1.10. Théorème (Propriété universelle du quotient). — Soit H un sous-groupe distin-
gué de G, et f : G → G′ un morphisme de groupes. Si ker f ⊃ H, alors il existe un unique
morphisme f̂ : G/H → G′ tel que f = f̂ ◦p, c’est-à-dire, le diagramme suivant est commuta-
tif :

G G′

G/H

f

p
f̂

En outre, ker f̂ = ker f /H et im f̂ = im f .

Démonstration. — On veut poser f̂ (xH) = f (x), cela a un sens à condition que f (xh) =
f (x) pour tout h ∈ H, c’est-à-dire f (h) = e, ce qui est précisément le cas puisque ker f ⊃ H.
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L’application f̂ : G/H → G′ ainsi définie est manifestement unique, on vérifie immédiate-
ment que c’est un morphisme, avec le noyau et l’image indiqués.

1.1.11. Corollaire. — Si f : G → G′ est un morphisme de groupes, alors f̂ : G/ker f → im f
est un isomorphisme.

De manière équivalente, si on a une suite exacte de groupes

1 −→ H
f−→ G

g−→ K −→ 1,

alors ĝ : G/H → K est un isomorphisme.

Noter l’abus de notation très courant : on a écrit G/H au lieu de G/ f (H), car comme f
est injective, on peut identifier H à son image f (H) ⊂ G.

Démonstration. — On applique le théorème à f̃ : G → im f , coïncidant avec f mais dont
on a restreint le but, et à H = ker f , donc on obtient f̂ : G/ker f → im f , avec ker f̂ =
ker f /ker f = 1 et im f̂ = im f̃ = im f .

Exercice. — La propriété universelle caractérise le quotient : s’il existe (K,π), où K est un
groupe et π un morphisme de groupes G → K tel que kerπ ⊃ H, et si (K,π) est universel
pour cette propriété (si ker f ⊃ H, alors il existe un unique morphisme f̂ : K → G′ tel que
f = f̂ ◦π), alors (K,π) est uniquement isomorphe à (G/H, p), ce qui signifie qu’il existe un
unique isomorphisme φ : G/H → K rendant le diagramme suivant commutatif :

G

G/H K

p π

φ

Exemples. — 1° Le groupe Z/nZ est le quotient de Z par nZ. On peut en déduire les sous-
groupes de Z/nZ : leur image réciproque par la projection p : Z → Z/nZ est un sous-
groupe deZ contenant nZ, donc de la forme dZ pour d |n, donc les sous-groupes deZ/nZ
sont exactement les sous-groupes cycliques engendrés par les entiers d tels que d |n.
Dans cet exemple,Z/nZ est un anneau, et non seulement la loi additive passe au quotient,
mais aussi la loi multiplicative (car nZ est un idéal : a(nZ) ⊂ nZ pour tout a ∈ Z), donc
Z/nZ est un anneau, l’anneau quotient de Z par l’idéal nZ.

2° Le groupe diédral s’insère dans la suite exacte

1 −→Z/nZ−→ Dn
det−→ {±1} −→ 1,

où le premier groupe est le sous-groupe (cyclique) des rotations de Dn ; ainsi Dn/(Z/nZ) '
Z/2Z.

3° On a Sn/An 'Z/2Z, venant de la suite exacte

1 −→ An −→ Sn
ε−→ {±1} −→ 1.

4° Le morphisme ι : G → AutG, défini par ι(g )(x) = g xg−1, a pour noyau le centre Z(G)
et image le sous-groupe IntG des automorphismes intérieurs de G, donc IntG ' G/Z(G).
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5° Si K ⊂ H sont deux sous-groupes distingués de G, alors

(G/K)/(H/K) ' G/H;

en effet, en appliquant la propriété universelle au morphisme G → G/H, on obtient un
morphisme G/K → G/H, surjectif, dont le noyau est H/K.

1.1.12. Quotient d’espace vectoriel. — Si E est un K-espace vectoriel, et F ⊂ E un sous-
espace vectoriel, alors en particulier, pour la structure de groupe abélien, F est un sous-
groupe de E donc on peut former le quotient E/F. Dans ce cas, la structure de K-espace
vectoriel passe aussi au quotient, en définissant pour x ∈ E la multiplication par le scalaire
λ ∈K dans E/F par λ(x+F) = (λx)+F : en effet, si on prend un autre représentant y = x+ f
( f ∈ F) de la classe de x dans E/F, alors λy = λx+λ f représente bien la classe λx+F ∈ E/F,
puisque λ f ∈ F. La projection

p : E −→ E/F

est alors aussi une application linéaire de noyau F, et la propriété de factorisation (théo-
rème 1.1.10) reste valable en remplaçant les morphismes de groupe par des applications
linéaires : siφ : E → E′ est une application linéaire telle que kerφ⊃ F, alors elle se factorise,
de manière unique, par une application linéaire φ̂ : E/F → E′ telle queφ= φ̂◦p. À nouveau,
cette propriété caractérise le quotient.

Si on choisit dans E un supplémentaire G de F, de sorte que E = F⊕G, alors la projection
restreinte p|G : G → E/F est un isomorphisme linéaire. Via cet isomorphisme, l’application
linéaire induite au quotient, φ̂, peut s’identifier à la restriction φ|G, mais ce n’est pas in-
trinsèque, car le supplémentaire G n’est pas unique.

Attention, cette propriété est particulière aux espaces vectoriels : dans le cas des
groupes, si H/G, alors en général G n’est pas isomorphe au produit H×G/H. Voir § 1.3.

Finalement, en appliquant la propriété de factorisation aux formes linéaires E →K, on
observera l’identification bien utile du dual (E/F)∗ avec le sous-espace de E∗ des formes
linéaires s’annulant sur F : plus précisément, la transposée de p fournit une application
linéaire

p t : (E/F)∗ −→ E∗, f 7−→ f ◦p,

dont l’image est constituée exactement des formes linéaires s’annulant sur F, à savoir F⊥ =
{ f ∈ E∗,ker f ⊃ F}. On obtient ainsi un isomorphisme

p t : (E/F)∗ ∼−→ F⊥. (5)

1.1.13. Groupe dérivé. — Soit G un groupe, x, y ∈ G, alors x et y commutent si
x y x−1 y−1 = e. On appelle commutateur un élément de G de la forme x y x−1 y−1, et
le groupe engendré par tous les commutateurs,

D(G) = 〈x y x−1 y−1, x, y ∈ G〉,
est appelé groupe dérivé de G.

1.1.14. Proposition. — Le groupe dérivé D(G) est un sous-groupe caractéristique de G,
c’est-à-dire stable par tout automorphisme de G. En particulier, il est distingué.

Le quotient G/D(G) est abélien, et c’est le plus grand quotient abélien de G, au sens sui-
vant : si G/H est abélien, alors H ⊃ D(G), et donc G/H est un quotient de G/D(G).
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Démonstration. — L’image du commutateur x y x−1 y−1 par un automorphisme f est le
commutateur f (x) f (y) f (x)−1 f (y)−1, donc f (D(G)) = D(G).

Puisque x y x−1 y−1 ∈ D(G) pour tous x, y ∈ G, tous les commutateurs sont nuls dans
le quotient G/D(G), donc G/D(G) est abélien. Si G/H est abélien, alors tous ses commu-
tateurs sont triviaux, donc pour tous x, y ∈ G, il faut que x y x−1 y−1 ∈ H, ce qui impose
D(G) ⊂ H.

1.2. Groupes opérant sur un ensemble

1.2.1. Action de groupe. — Une action (à gauche) d’un groupe G sur un ensemble X est
la donnée d’une application

Φ : G×X −→ X, (g , x) 7−→ g · x,

telle que

1° pour tout x ∈ X, on a e · x = x ;

2° pour tous x ∈ X et g , g ′ ∈ G, on a g · (g ′ · x) = (g g ′) · x.

Il résulte de cette définition que, si on pose Φg (x) = g · x, alors

Φe = IdX, Φg ◦Φh =Φg h ,

donc une action du groupe G sur l’ensemble X est la même chose qu’un morphisme de
groupes

G −→ Bij(X), g 7−→Φg ,

où Bij(X) est l’ensemble des bijections de X. (On utilise parfois les actions à droite, notées
(g , x) 7→ x ·g , et satisfaisant la relation (x ·g )·g ′ = x ·(g g ′) : ce n’est pas une action à gauche,
puisque cela signifieΦg g ′ =Φg ′◦Φg ). Une action à droite · se ramène à une action à gauche
• en considérant g •x = x · g−1.)

Exemples. — 1° Le groupe symétrique Sn agit sur l’ensemble {1, . . . ,n}.
2° GL(n,K) opère surKn .
3° O(n,R) opère sur la sphère Sn−1 ⊂Rn .
4° SL(2,R) opère sur le demi-plan de Poincaré, H = {z ∈C,ℑz > 0}, par ( a b

c d ) · z = az+b
cz+d .

5° Si H est un sous-groupe de G, alors G opère sur l’ensemble des classes à gauche, G/H,
par g · (xH) = (g x)H.

1.2.2. Orbites. — Soit G un groupe opérant sur X, et x ∈ X. Le stabilisateur, ou groupe
d’isotropie de x est le sous-groupe de G défini par

Gx = {g ∈ G, g · x = x}.

L’orbite de x sous G est G · x = {g · x, g ∈ G}. L’application

G −→ G · x, g 7−→ g · x,

se factorise en une bijection entre l’espace des classes à gauche de Gx et l’orbite de x :

Fx : G/Gx
∼−→ G · x. (6)
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Cette bijection identifie l’action de G sur l’orbite de x avec l’action standard de G sur G/Gx ,
c’est-à-dire qu’on a l’identité, pour y ∈ G · x et g ∈ G,

g · y = Fx
(
g ·F−1

x (y)
)
.

L’ensemble des orbites de X sous G est le quotient de X par G, noté G\X. (Le groupe est
à gauche pour une action à gauche. Pour une action à droite, l’orbite de x est en bijection
avec Gx \G et le quotient est noté X/G.)

L’action de G est transitive si G n’a qu’une seule orbite dans X. Par exemple, l’action de
G sur G/H par g ·(xH) = (g x)H est transitive. C’est le cas général, puisque par (6), si X entier
est une orbite, alors l’action de G induit une bijection de G/Gx avec X, pour tout x ∈ X.

Exemples. — 1° Pour l’action de O(n,R) sur Rn , les orbites sont les sphères de rayon r > 0,
ainsi que {0}. Le groupe d’isotropie d’un point non nul est O(n − 1), donc, par (6), on a
une bijection O(n − 1)\O(n) ' Sn−1 (c’est en réalité un homéomorphisme si on munit le
membre de gauche de la topologie quotient).

2° Le groupe R∗ agit sur Rn − {0}, et le quotient est

Rn − {0}/R∗ = {droites réelles de Rn},

appelé l’espace projectif réel, et noté RPn−1.
3° Si σ ∈ Sn , on considère l’action de G = 〈σ〉 sur {1, . . . ,n} ; alors {1, . . . ,n} est la réunion

disjointe des orbites :

{1, . . . ,n} =∪r
1Oi ;

on peut poser

σi (x) =
{
σ(x) x ∈ Oi ,

x x ∈ Oi ;

alors σi est un cycle de support Oi , on a σiσ j =σ jσi , et

σ=σ1 · · ·σr ;

on retrouve ainsi que toute permutation se décompose de manière unique comme produit
de cycles disjoints.

L’action de G est fidèle si ∩x∈XGx = {e}. Observons que le morphisme Φ : G → Bij(X), in-
duit par l’action, a précisément pour noyau∩x∈XGx , donc l’action est fidèle si et seulement
si Φ est injective. Sinon l’action Φ se factorise :

G BijX

G/kerΦ

Φ

Φ̂

On obtient donc une action fidèle du quotient G/kerΦ sur X : toute action se factorise
ainsi en une action fidèle.

1.2.3. Exemple (Théorème de Cayley). — L’action de G sur lui-même par translation à
gauche, g · x = g x, est fidèle. Si G est fini, on en déduit un morphisme injectif G ,→ S|G|.
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1.2.4. Conjugaison. — Il y a une autre action de G sur lui-même, donnée par le mor-
phisme G → AutG qui à g associe l’automorphisme intérieur induit par g : donc g · x =
g xg−1 (action par conjugaison). Dans ce cas, le groupe d’isotropie d’un élément x ∈ G est
appelé le centralisateur de x, et noté C(x).

Explicitons cette action dans le cas du groupe symétrique :

1.2.5. Proposition. — Si σ ∈ Sn est un cycle d’ordre p, donc σ= (a1 · · ·ap ), et τ ∈ Sn , alors

τστ−1 = (τ(a1) · · ·τ(ap )). (7)

Tous les cycles d’ordre p sont conjugués dans Sn .
Plus généralement, les classes de conjugaison de Sn sont en bijection avec les partitions

de n :

n = k1 +·· ·+kr , r ∈N∗,1 É k1 É ·· · É kr .

Démonstration. — Si x ∉ {τ(a1), . . . ,τ(ap )}, alors τ−1(x) ∉ {a1, . . . , ap } donc τστ−1(x) = x.
Si en revanche x = τ(ai ) alors τστ−1(x) = τσ(ai ) = τ(ai+1). Cela prouve la première partie
de la proposition.

Pour la seconde, écrivons σ=σ1 · · ·σr comme produit de cycles disjoints de longueurs
(ki )i=1,...,r , qu’on peut ordonner de sorte que 1 É k1 É ·· · É kr . Alors

τστ−1 = (τσ1τ
−1) · · · (τσrτ

−1) (8)

est encore un produit de cycles disjoints de mêmes longueurs (ki )i=1,...,r que ceux de σ,
donc une classe de conjugaison détermine bien une partition de n = k1 + ·· · + kr . Réci-
proquement, compte tenu des formules (7) et (8), il est évident que deux permutations
correspondant à la même partition sont conjuguées.

De manière générale, la conjugaison préserve toutes les propriétés géométriques d’une
transformation. Par exemple, si σ ∈ O(3,R) est une rotation autour d’une droite D, et τ ∈
O(3,R), alors τστ−1 est une rotation de même angle autour de τ(D). Ou encore, si σ ∈
Sn admet un point fixe p, alors τ(p) est un point fixe de τστ−1. Plus généralement, les
stabilisateurs des points d’une orbite sont tous conjugués, comme le lecteur le vérifiera
aisément :

1.2.6. Lemme. — Si G agit sur l’ensemble X, alors Gg ·x = g Gx g−1 pour tous x ∈ X et g ∈ G.

1.2.7. Proposition (Formule des classes). — Si G et X sont finis, alors

cardX = ∑
x∈R

[G : Gx ],

où R ⊂ X est un ensemble contenant exactement un point de chaque orbite.

Démonstration. — La démonstration est immédiate : X est la réunion disjointe des or-
bites, et par (6), chaque orbite est en bijection avec G/Gx pour un élément x de l’orbite.

Un point x ∈ X est un point fixe de l’action de G si g · x = x pour tout g ∈ G, et on note
XG l’ensemble des points fixes de X sous G.
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1.2.8. Proposition. — 1° Si un p-groupe G (c’est-à-dire un groupe d’ordre égal à une puis-
sance du nombre premier p) agit sur X, alors

|XG| ≡ |X| mod p.

En particulier, si p - |X|, alors l’action de G sur X a au moins un point fixe.
2° Si G est un p-groupe, alors le centre de G n’est pas réduit à {e}.

1.2.9. Corollaire. — Si |G| = p2 avec p premier, alors G est abélien.

Comme on le verra plus loin, il n’y a que deux groupes abéliens d’ordre p2, à savoir
Z/p2Z et Z/pZ×Z/pZ.

Démonstration de la proposition. — Par la formule des classes,

|X| = |XG|+ ∑
x∈R−XG

[G : Gx ].

Si x n’est pas un point fixe, alors Gx Ú G, donc [G : Gx ] > 1 et divise |G| qui est une puissance
de p, donc p|[G : Gx ]. La première partie de la proposition en résulte.

La seconde partie s’obtient en appliquant le résultat à l’action de G sur lui-même par
conjugaison : dans ce cas GG = Z(G) donc |Z(G)| ≡ |G| mod p, ce qui impose |Z(G)| > 1.

Démonstration du corollaire. — D’après la proposition, on a |Z(G)| = p ou p2. Si x ∈ G,
alors le centralisateur C(x) de x contient à la fois Z(G) et x. Si x ∉ Z(G), on déduit que
|C(x)| Ê |Z(G)|+1 Ê p+1, donc |C(x)| = p2 et C(x) = G, c’est-à-dire x ∈ Z(G) : contradiction.
Donc il faut toujours que x ∈ Z(G), donc Z(G) = G et G est abélien.

1.2.10. Les théorèmes de Sylow. — Si G est un groupe fini, et p un facteur premier de |G|,
écrivons |G| = pαm, avec p -m. Un p-sous-groupe de Sylow de G (ou, plus brièvement, un
p-Sylow) est un sous-groupe d’ordre pα de G.

1.2.11. Exemple. — Si G = GL(n,Fp ), considérons le sous-groupe H des matrices triangu-
laires supérieures, avec des 1 sur la diagonale (matrices unipotentes) :

1 ∗ ·· · ∗
0 1

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 1

 .

Alors H est un p-Sylow de G. En effet, |H| = p
n(n−1)

2 , alors que d’après (1), on a α= n(n−1)
2 .

Pour montrer l’existence d’un p-Sylow dans tout groupe fini, nous avons besoin
d’abord de passer d’un groupe à ses sous-groupes :

1.2.12. Lemme. — Si S est un p-Sylow de G et H ⊂ G, alors il existe g ∈ G tel que g Sg−1 ∩H
soit un p-Sylow de H.
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Démonstration. — Le groupe H agit à gauche sur l’ensemble G/S des classes à gauche par
h ·(g S) = (hg )S ; le stabilisateur d’une classe g S est Hg S = g Sg−1∩H. Puisque p -m = |G/S|,
la formule des classes (proposition 1.2.7) assure qu’il existe au moins une classe g S telle
que

p - [H : Hg S].

Mais puisque Hg S ⊂ g Sg−1 qui est un p-groupe, Hg S lui-même est un p-groupe, et donc
un p-Sylow de H.

1.2.13. Théorèmes de Sylow. — Soit G un groupe fini et p un facteur premier de |G|. Écri-
vons |G| = pαm, avec p -m. Alors :

1° G contient un p-Sylow ;

2° tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow ;

3° tous les p-Sylow sont conjugués dans G ;

4° le nombre de p-Sylow divise m, et est congru à 1 modulo p.

1.2.14. Corollaire. — Sous les mêmes hypothèses, un p-Sylow de G est distingué si et seule-
ment si c’est l’unique p-Sylow de G.

Démonstration. — 1° Le groupe G s’injecte dans un groupe symétrique SN (exemple
1.2.3), lequel s’injecte dans GL(N,Fp ), en envoyant une permutation σ ∈ SN sur l’appli-
cation linéaire uσ permutant les éléments de base (ei )i=1,...,N par σ, donc définie par
uσ(ei ) = eσ(i ). On peut ainsi considérer G comme un sous-groupe de GL(N,Fp ), qui admet
un p-Sylow par l’exemple ci-dessus. Par le lemme 1.2.12, G admet un p-Sylow.

2-3° Si H ⊂ G est un p-groupe et S ⊂ G un p-Sylow, alors, toujours par le lemme 1.2.12,
il existe g ∈ G tel que g Sg−1 ∩H soit un p-Sylow de H, donc soit égal à H puisque H est un
p-groupe. Donc H ⊂ g Sg−1 qui est un p-Sylow. Si en outre H était déjà un p-Sylow, alors il
a le même ordre que g Sg−1, donc H = g Sg−1.

4° Soit X l’ensemble des p-Sylow de G. On a donc une action transitive de G sur X par
conjugaison, ce qui implique que |X| divise |G|. Restreignons en outre l’action de G à un
p-Sylow particulier S. Pour montrer |X| ≡ 1 mod p, d’après la proposition 1.2.8, il suffit de
montrer que |XS | = 1. En réalité, on va montrer que S est le seul point fixe de l’action de S
sur X.

Pour le montrer, introduisons pour un sous-groupe quelconque H ⊂ G son normalisa-
teur défini par

N(H) = {g ∈ G, g Hg−1 = H}. (9)

Il s’agit, pour l’action de G sur ses sous-groupes par conjugaison, du groupe d’isotropie de
H. Une propriété évidente, mais importante, est

H/N(H).

Revenons maintenant à la démonstration : supposons que S′ ∈ XS , donc sS′s−1 = S′
pour tout s ∈ S. Il en résulte que S ⊂ N(S′). Ainsi S et S′ sont des p-Sylow de N(S′), alors
que S′/N(S′) : donc S = S′.

Les théorèmes de Sylow ont de nombreuses conséquences, voir TD. En particulier :
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1.2.15. Corollaire. — Si le groupe G satisfait |G| = pαm avec p -m, alors pour tout βÉ α il
existe un sous-groupe de G d’ordre pβ. En particulier, G admet un élément d’ordre p.

Démonstration. — En regardant un p-Sylow, il suffit de le montrer pour un p-groupe. Un
p-groupe admet évidemment un élément d’ordre p. Comme le centre de Z(G) est non
trivial, on peut raisonner par récurrence sur α en se ramenant au quotient de G par un
sous-groupe d’ordre p de Z(G).

1.3. Produit semi-direct

1.3.1. Suite exacte scindée et produit semi-direct. — Supposons qu’on ait une suite
exacte courte

1 −→ H
i−→ G

p−→ K −→ 1,

ce qui est équivalent à dire que H̄ = i (H) est un sous-groupe distingué de G et K = G/H.
(Dans cette section, par souci de clarté, on va distinguer le groupe H de son image H̄ ⊂ G
par l’injection i ). On dit aussi que G est une extension de H par K. On va étudier un cas
où l’on peut reconstruire le groupe G à partir de H et de K : on dit que la suite exacte est
scindée si elle admet une section, c’est-à-dire un morphisme

r : K −→ G, tel que p ◦ r = IdK,

ce qui peut se traduire par le diagramme commutatif :

1 H G K 1
i p

r

Il est équivalent de dire qu’existe un sous-groupe K̄ ⊂ G tel que p|K̄ : K̄ → K soit un isomor-
phisme (la relation entre les deux est K̄ = imr ). Dans ce cas, on a les propriétés suivantes :

– K̄∩ H̄ = {e} : en effet, im i = H̄ = ker p ;
– l’application H̄× K̄ → G, (h,k) 7→ hk est une bijection : en effet, tout élément x ∈ G

s’écrit de manière unique x = hk avec nécessairement k = r ◦p(x) et h = xk−1 ;
– la loi de G s’écrit

(hk)(h′k ′) = (h kh′k−1)(kk ′) = (hφk (h′))(kk ′),

(hk)−1 =φk−1 (h−1)k−1,

où k 7→ φk définit une application K → AutH, donc une action de K sur H par mor-
phismes de groupe (en fait, par automorphismes intérieurs de G, qui laissent bien
sûr stable H̄ puisque H̄/G).

Réciproquement, étant donnés deux groupes H et K, et une action de K sur H par mor-
phismes de groupes, c’est-à-dire un morphisme

φ : K −→ AutH, k 7−→φk ,

alors on peut construire le produit semi-direct G = HoK par :
– comme ensemble, G = H×K ;
– l’élément neutre de G est (e,e) ;
– la loi de groupe est donnée par (h,k)(h′,k ′) = (hφk (h′),kk ′).
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On vérifie facilement qu’on obtient ainsi un groupe, et qu’en outre, en définissant i (h) =
(h,1) et p(h,k) = k, on a la suite exacte

1 −→ H
i−→ G

p−→ K −→ 1.

On retrouve H̄ = {(h,e)} et K̄ = {(e,k)}.
On a finalement démontré la proposition suivante :

1.3.2. Proposition. — Soit G un groupe.
1° Si G contient deux sous-groupes H et K tels que H/G, H∩K = {e} et G = HK, alors

G ' HoK pour l’opération k ·h = khk−1.
2° Si on a une suite exacte courte 1 → H → G → K → 1 admettant une section r : K → G,

alors G ' HoK pour l’opération k ·h = r (k)hr (k)−1.

1.3.3. Remarque. — Si G = HoK, alors les propriétés suivantes sont équivalentes (exer-
cice) :

1° l’action de K sur H est triviale ;

2° le produit semi-direct est un produit direct : G = H×K ;

3° K̄/G.

Exemples. — 1° La suite exacte

1 −→Z/nZ−→ Dn
det−→Z/2Z−→ 1

est scindée, une section est obtenue en envoyant 1 ∈ Z/2Z sur l’une des symétries de Dn ,
donc Dn 'Z/nZoZ/2Z.

2° La suite exacte
1 −→ An −→ Sn

ε−→Z/2Z−→ 1

est scindée, en envoyant 1 ∈Z/2Z sur une transposition, donc Sn ' An oZ/2Z ; on remar-
quera que pour n = 3 on dispose d’un autre groupe, Z/6Z'Z/3Z×Z/2Z, s’insérant dans
une suite exacte avec A3 =Z/3Z et Z/2Z.

3° On a une suite exacte

0 −→Z/2Z
×2−→Z/4Z−→Z/2Z−→ 0,

qui n’est pas scindée : sinonZ/4Z serait un produit semi-direct, mais puisqu’abélien, tous
ses sous-groupes sont distingués et il serait forcément un produit Z/2Z×Z/2Z.

4° La suite exacte

1 −→ SL(n,K) −→ GL(n,K)
det−→K∗ −→ 1

est scindée, en envoyant λ ∈K∗ sur la matrice diagonale dont le premier coefficient dia-
gonal est λ et les autres 1, donc GL(n,K) ' SL(n,K)oK∗.

5° Le groupe Aff(Rn) des transformations affines de Rn admet la suite exacte scindée

1 −→Rn −→ Aff(Rn) −→ GL(n,R) −→ 1,

où Rn est le sous-groupe des translations, donc Aff(Rn) =Rn oGL(n,R).

1.3.4. Exercice. — Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G, avec H/G. Montrer
que HK est un sous-groupe de G, et que les groupes HK/H et K/(H∩K) sont isomorphes.
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1.3.5. Automorphismes des groupes cycliques. — Rappelons sans démonstration la
proposition suivante, conséquence du théorème de Bezout :

1.3.6. Proposition. — Soit n ∈N∗, s ∈Z. Alors sont équivalents :

1° (s,n) = 1 ;

2° s engendre le groupe additif Z/nZ ;

3° s appartient au groupe des unités (Z/nZ)× de l’anneau Z/nZ.

Notons φ(n) l’indicatrice d’Euler de n,

φ(n) = |(Z/nZ)×| = card{s ∈ [1,n], (s,n) = 1}.

Si p est premier, alors φ(p) = p −1, plus généralement φ(pα) = pα−1(p −1).

1.3.7. Proposition. — 1° Le groupe des automorphismes du groupe additif Z/nZ est
(Z/nZ)×. C’est donc un groupe abélien d’ordre φ(n).

2° Si on décompose n en facteurs premiers, n =∏
pαi

i , alors on a un isomorphisme d’an-
neaux

Z/nZ'∏
Z/pαi

i Z,

et un isomorphisme de groupes

(Z/nZ)× '∏
(Z/pαi

i Z)×.

3° φ(n) =∏
pαi−1

i (pi −1) = n
∏

(1− 1
pi

).
4° n =∑

d |nφ(d).

Démonstration. — 1° On a un morphisme de groupes

(Z/nZ)× −→ AutZ/nZ, a 7−→ (x 7→ ax),

dont l’inverse associe à f ∈ AutZ/nZ sa valeur f (1) ∈Z/nZ.
2° C’est une conséquence immédiate du :

1.3.8. Lemme (Lemme chinois). — Si p et q sont premiers entre eux, alors Z/pqZ '
Z/pZ×Z/qZ comme anneaux.

Le morphisme d’anneau f : Z→ Z/pZ×Z/qZ, donné par f (n) = (n,n), a exactement
pour noyau l’idéal pqZ. Il se factorise donc par un morphisme injectif f̂ :Z/pqZ→Z/pZ×
Z/qZ, qui est un isomorphisme puisque les deux membres ont même cardinal. Cela dé-
montre le lemme chinois. (Exercice : calculer explicitement l’inverse). Il est facile de le
généraliser à plusieurs facteurs Z/niZ, où les ni sont premiers entre eux deux à deux.

3° La formule résulte immédiatement de 2° et de φ(pα) = pα−1(p −1).
4° Le groupe Z/nZ admet exactement un sous-groupe d’ordre d pour chaque d |n, cy-

clique et engendré par n
d . Par conséquent, les éléments d’ordre d de Z/nZ sont exacte-

ment les générateurs de ce sous-groupe, donc sont au nombre de φ(d). On compte alors
les éléments de Z/nZ suivant leurs ordres possibles, pour obtenir la formule voulue.

Pour p premier,Z/pZ est un corps. Son groupe multiplicatif (Z/pZ)× est alors cyclique,
donc isomorphe à Z/(p −1)Z, comme il résulte du résultat plus général suivant :
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1.3.9. Proposition. — Soit K un corps (commutatif) et G un sous-groupe fini du groupe
multiplicatifK∗. Alors G est cyclique.

Démonstration. — Soit n = |G|. L’observation de base est que si x ∈ G alors xn = 1. Comme
le polynôme Xn −1 a au plus n racines dansK, on déduit que G est exactement l’ensemble
des racines de Xn −1.

Par conséquent, un élément de G d’ordre d engendre exactement le sous-groupe Hd =
{x ∈ K∗, xd = 1}. Donc, ou bien il n’y a pas d’élément d’ordre d dans G, ou bien ce sont
les éléments d’ordre d dans le groupe cyclique Hd , qui sont au nombre de φ(d). Ainsi le
nombre νd d’éléments d’ordre d dans G est 0 ou φ(d). Comme n =∑

d |nφ(d) =∑
d |n νd , il

faut que νd =φ(d), en particulier νn =φ(n) > 0, donc G est cyclique.

On termine d’élucider la structure du groupe d’automorphismes de Z/nZ dans la pro-
position suivante :

1.3.10. Proposition. — Soit p un nombre premier et αÊ 1.
1° Si p est impair, alors (Z/pαZ)× est cyclique.
2° Pour p = 2, on a (Z/2Z)× = {1}, (Z/4Z)× 'Z/2Z, et pour αÊ 3 on obtient (Z/2αZ)× '

Z/2α−2Z×Z/2Z.

Démonstration. — On a la congruence suivante, pour k Ê 0 :

(p +1)pk ≡ 1+pk+1 mod pk+2.

La démonstration de cette formule est laissée au lecteur. On en déduit :

(p +1)pα−2 ≡ 1+pα−1 mod pα,

(p +1)pα−1 ≡ 1+pα mod pα+1,

d’où résulte que dans Z/pαZ on a (p +1)pα−2 6= 1 mais (p +1)pα−1 = 1. L’ordre de p +1 dans
le groupe multiplicatif (Z/pαZ)× est donc pα−1.

Par ailleurs, on dispose d’un générateur x du groupe (Z/pZ)×, donc d’ordre p−1. Consi-
dérant le morphisme d’anneau surjectif Z/pαZ→Z/pZ, on peut relever x en un élément
x̃ ∈ (Z/pαZ)×, dont l’ordre est un multiple de p −1. Donc une puissance y de x̃ est d’ordre
exactement p −1 dans (Z/pαZ)×.

On dispose donc dans le groupe (Z/pαZ)× de l’élément p +1 d’ordre pα−1 et d’un élé-
ment y d’ordre p −1. On applique alors le lemme suivant, variante du lemme chinois (la
démonstration est laissée en exercice) :

1.3.11. Lemme. — Si deux éléments a et b d’un groupe G ont des ordres r , s premiers entre
eux, et si ab = ba, alors ab est d’ordre r s dans G.

Il résulte du lemme que (p +1)y est d’ordre (p −1)pα−1 dans (Z/pαZ)×, donc (Z/pαZ)×
est cyclique.

Passons à la seconde partie de la proposition. Elle s’appuie sur la congruence, laissée
en exercice :

52k ≡ 1+2k+2 mod 2k+3.
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Comme ci-dessus, on déduit que 5 est d’ordre 2α−2 dans (Z/2αZ)×. On considère alors le
morphisme de groupes

f : (Z/2αZ)× −→ (Z/4Z)× = {1,−1}.

Son noyau est d’ordre 2α−2, et contient 5, d’ordre 2α−2 : il est donc cyclique. On obtient
ainsi une suite exacte

1 −→Z/2α−2Z−→ (Z/2αZ)×
f−→Z/2Z−→ 1.

Mais Z/2Z se relève en le sous-groupe {±1} ⊂ (Z/2αZ)×, donc la suite est scindée. Puisque
(Z/2αZ)× est abélien, il faut que ce soit un produit direct : (Z/2αZ)× 'Z/2α−2Z×Z/2Z.

La connaissance des automorphismes de Z/nZ permet de construire des produits
semi-directs. Voici un exemple d’application :

1.3.12. Théorème. — Soit p < q deux nombres premiers, et G un groupe d’ordre pq. Alors :
– ou bien p - q −1, et G est cyclique ;
– ou bien p|q −1, alors il y a, à isomorphisme près, deux possibilités pour G : un groupe

cyclique ou un produit semi-direct Z/qZoZ/pZ.

Voir TD.

1.4. Groupes abéliens de type fini

Le but de cette section est le théorème 1.4.7 de structure des groupes abéliens de type
fini. C’est un cas particulier du théorème de structure des modules de type fini sur un
anneau principal, qui sera vu en Algèbre 2, car un groupe abélien est la même chose qu’un
Z-module.

1.4.1. Engendrement fini. — Un groupe est de type fini s’il possède une partie généra-
trice finie.

Si G est un groupe abélien de type fini, alors G est engendré par un nombre fini d’élé-
ments : G = 〈x1, . . . , xr 〉. Cela signifie que le morphisme de groupes,

Zr −→ G, (ni )i=1,...,r 7−→
r∑
1

ni xi , (10)

est surjectif.

1.4.2. Proposition. — 1° Si on a un morphisme entre deux groupes abéliens, f : G → H, tel
que ker f et im f soient finiment engendrés, alors G est finiment engendré.

2° Si G abélien est finiment engendré, alors tout sous-groupe de G est finiment engendré.

Démonstration. — 1° Soient y1 = f (x1), . . . , yr = f (xr ) ∈ H un ensemble de générateurs
pour im f . Soit x ∈ G, alors il existe des entiers ni tels que f (x) =∑r

1 ni yi , donc x−∑r
1 ni xi ∈

ker f . Fixant un ensemble de générateurs z1, . . . , zs pour ker f , on déduit que x −∑r
1 ni xi =∑s

1 m j z j , donc G est engendré par la famille finie obtenue en réunissant les (xi ) et les (z j ).
2° On raisonne par récurrence sur le nombre n de générateurs de G. Si G est engendré

par n éléments, on a un morphisme surjectif

Zn p−→ G −→ 0.
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Soit K = p(Zn−1) et f : G → G/K la projection. Soit H un sous-groupe de G : alors f (H)
est monogène (sous-groupe de G/K qui est monogène), et ker f |H = H∩K est finiment
engendré par l’hypothèse de récurrence, donc H est finiment engendré.

1.4.3. Groupes abéliens libres de type fini. — Un groupe abélien est libre s’il est iso-
morphe à un produit, fini ou infini, de copies de Z. Un groupe G abélien libre de type fini
est donc isomorphe à un produit fini Zr . Cela signifie qu’il existe r ∈ N et des éléments
xi ∈ G pour i = 1, . . . ,r , de sorte que le morphisme (10) soit un isomorphisme. Un tel en-
semble (xi )i=1,...,r est appelé une base de G. Plus généralement, on dira qu’un ensemble
(xi )i=1,...,r d’éléments de G est linéairement indépendant si (10) est injectif.

Tout notre traitement dans cette section repose sur le lemme fondamental suivant,
donnant la classification des matrices équivalentes à coefficients entiers :

1.4.4. Lemme. — Soit A une matrice m×n à coefficients dansZ. Alors il existe des matrices
P ∈ GL(m,Z) et Q ∈ GL(n,Z), telles que

PAQ−1 =



d1

. . .
dr

0
. . .

 , (11)

où les di sont des entiers positifs satisfaisant d1| · · · |dr , appelés facteurs invariants. Ils sont
entièrement déterminés par A.

Le lemme montre qu’une matrice à coefficients entiers est déterminée, à équivalence
près, non seulement par son rang r (le seul invariant pour les matrices à coefficients dans
un corps), mais aussi par les diviseurs di .

Admettons pour le moment le lemme 1.4.4. On en déduit assez rapidement tous les
théorèmes importants de la théorie.

1.4.5. Théorème. — Toutes les bases d’un groupe abélien libre de type fini G ont le même
nombre d’éléments, appelé le rang de G.

Démonstration. — Il suffit de montrer que si un groupe abélien libre G a une base
(xi )i=1,...,n , alors toute famille linéairement indépendante d’éléments de G a au plus n
éléments. Soit donc une famille (y j ) j=1,...,m d’éléments de G : puisque (xi ) est une base,
on obtient une matrice à coefficients entiers A = (Ai j ) définie par y j = ∑

i Ai j xi . On peut
interpréter A en disant que A est la matrice du morphismeZm → G qui envoie e j sur y j , où
(e j ) j=1,...,m est la base standard de Zm . Appliquant le lemme 1.4.4, on déduit qu’existent
des matrices P et Q telles que PAQ−1 ait la forme (11), c’est-à-dire PAQ−1e j = d j x j , ou
encore AQ−1e j = d j P−1x j . Si j > n on a nécessairement d j = 0, d’où une relation entre
les y j = Ae j . Donc pour que la famille (y j ) soit linéairement indépendante, il faut que
m É n.

1.4.6. Théorème. — Un sous-groupe H d’un groupe abélien G, libre de rang fini s, est libre
de rang r É s. En outre, il existe une base (e1, . . . ,es ) de G et des entiers (d1, . . . ,dr ) tels que
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1° (d1e1, . . . ,dr er ) soit une base de H ;

2° on ait les divisibilités d1|d2| · · · |dr .

Démonstration. — On prend une base (xi ) de G, et un ensemble (y j ) de générateurs de
H ⊂ G. Alors chaque y j se décompose sur la base : y j = ∑

i Ai j xi . Appliquant le lemme
1.4.4, on déduit que dans la base (ei = Q(xi )) de G, la partie génératrice de H, donnée par
les (P(y j )), est donnée par (d1e1, . . . ,dr er ,0, . . .). Le théorème s’en déduit immédiatement.

On déduit du théorème 1.4.6 le théorème de structure suivant :

1.4.7. Théorème. — Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe des entiers r et s,
des entiers naturels d1|d2| · · · |ds , tous uniquement déterminés par G, tels que

G 'Zr × (×s
1Z/diZ

)
.

Par le lemme chinois, le second morceau du produit s’écrit aussi comme

× j Z/p
α j

j Z, (12)

où les p j sont des nombres premiers, éventuellement répétés. Réciproquement, on récu-

père, de manière unique, les facteurs invariants di à partir de la collection des p
α j

j : le plus

grand facteur ds est le ppcm des p
α j

j , et s’écrit ds =∏
p
α j ′
j ′ , on enlève alors les j ′ de { j } pour

obtenir ds−1 comme le ppcm des p
α j

j restants, etc.

Démonstration. — Puisque G est de type fini, on dispose d’un morphisme surjectif

Zn f−→ G −→ 0.

On applique le théorème 1.4.6 au noyau H = ker f , donc il existe une base (ei )i=1,...,n de
Zn , telle que (d1e1, . . . ,dr er ) soit une base de H. Cela identifie H au sous-groupe

d1Z×·· ·×drZ⊂Zn .

D’où G 'Zn/H 'Z/d1Z×·· ·×Z/drZ×Zn−r .
Reste à montrer l’unicité de r , s et des di . Le sous-groupe des éléments de torsion,

T = {x ∈ G,∃n ∈N,nx = 0}

est nécessairement le facteur ×iZ/diZ, donc G/T 'Zr est un groupe abélien libre de rang
r , donc r est bien déterminé. Il reste donc à montrer que, pour le groupe fini T, les di

sont uniquement déterminés, ou, ce qui est équivalent, les facteurs p
α j

j figurant dans (12).

En se limitant au sous-groupe des éléments dont l’ordre est une puissance de p (c’est le
p-Sylow de T), on est ramené au cas où les d j = pα j , donc

T =Z/pα1Z×·· ·×Z/pαsZ, α1 É ·· · É αs .

Considérons le sous-groupe T j = {p j x, x ∈ T}. Alors |T j | = ∏
αi> j pαi− j , et en particulier

|T j /T j+1| = p]{i ,αi> j }. On récupère ainsi les exposants α j à partir des sous-groupes T j ,
complètement déterminés par T.



28 CHAPITRE 1. GROUPES

1.4.8. Démonstration du lemme 1.4.4. — Commençons par l’unicité des coefficients di .
Il est clair que d1 est le pgcd de tous les coefficients de A (les pgcd des coefficients de A et
PAQ−1 sont égaux), donc est déterminé par A. Étendons cette observation de la manière
suivante. Notons

mk (A) = pgcd des mineurs d’ordre k de A.

Pour k = 1, on retrouve le pgcd des coefficients de A. Le point crucial est l’invariance par
équivalence,

mk (PAQ−1) = mk (A), P ∈ GL(m,Z),Q ∈ GL(n,Z). (13)

Il en résulte mk (A) = d1 · · ·dk , et donc les di sont entièrement déterminés par A.
Démontrons donc (13). Il suffit de montrer que, pour toute matrice P à coefficients

entiers,
mk (A)|mk (PA). (14)

En effet, si P est inversible, cela implique mk (A)|mk (PA)|mk (P−1PA) = mk (A), donc
mk (PA) = mk (A). Par passage à la transposée, cela fournit aussi mk (AQ) = mk (A) et donc
(13).

Finalement, on montre directement (14) en exprimant les mineurs de PA comme com-
binaisons linéaires à coefficients entiers des mineurs de A : les détails sont laissés au lec-
teur.

Passons à présent à l’existence de P et Q. Comme pour la classification à équivalence
près des matrices sur un corps, on fait agir des transformations élémentaires qui peuvent
s’interpréter comme la multiplication à droite ou à gauche par une matrice élémentaire.
La différence avec le cas d’un corps étant qu’on ne peut pas diviser.

Les opérations disponibles sont donc les suivantes :
– la multiplication à gauche par la matrice Id+aEi j permet d’ajouter à la i -ème ligne

la j -ème ligne, multipliée par un entier a ;
– la multiplication à droite par la matrice Id+aEi j permet d’ajouter à la j -ème colonne

la i -ème colonne, multipliée par un entier a ;
– la multiplication à gauche ou à droite par une matrice de transposition permet

d’échanger des lignes ou des colonnes.
La méthode utilise une récurrence sur la taille de la matrice.
Soit λ le pgcd des coefficients de la première colonne. On va appliquer des opérations

élémentaires sur les lignes pour obtenir une première colonne dont tous les coefficients
sont nuls, sauf le coefficient a11 qui sera égal à λ. Faisons le sur les deux premiers coeffi-
cients a11 et a12 : si a12 = 0, il n’y a rien à faire, sinon, effectuons la division euclidienne
a11 = ba12+c avec 0 É c < |a12| ; en effectuant la transformation élémentaire dans laquelle
la seconde ligne, multipliée par b, est soustraite de la première, puis la permutation de la
première et de la seconde ligne, les coefficients (a11, a12) sont transformés en (a12,c). En
itérant, l’algorithme d’Euclide nous indique qu’on finit par arriver au couple ((a11, a12),0).
Il est maintenant clair qu’en répétant ce procédé sur chaque ligne, on arrive à la première
colonne souhaitée, (λ0 · · ·0).

La même méthode peut alors être appliquée à la première ligne, en utilisant des opéra-
tions élémentaires sur les colonnes, pour obtenir une matrice dont la première ligne a la
forme (λ20 · · ·0), où λ2 est le pgcd des coefficients de la première ligne. Malheureusement,
on a ainsi modifié la première colonne, donc ses coefficients ne sont plus nuls. Néanmoins
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on a gagné quelque chose : λ2 É λ1, puisque c’est le pgcd de λ1 et des autres coefficients.
On itère alors la construction, en mettant alternativement des 0 sur la première colonne
et la première ligne : les coefficients d’ordre (1,1) décroissent, λ1 Ê λ2 Ê λ3 Ê ·· · . Donc
cette suite se stabilise, à un moment donné, on obtient par exemple une première ligne
(λn0 · · ·0), de sorte que λn soit aussi le pgcd des coefficients de la première colonne, donc
divise tous les coefficients de la première colonne. Il suffit alors de retrancher à la i -ème
ligne le multiple adéquat de la première pour arriver à une matrice de la forme

δ1 0 · · · 0
0
... B
0

 .

On applique l’hypothèse de récurrence sur B pour parvenir à la matrice diagonaleδ1

. . .
δr

 , où δ2|δ3| · · · |δr .

Dans la construction, il n’y a pas de raison a priori que δ1|δ2. En fait, on peut remplacer
le couple (δ1,δ2) par (d1, p2), où d1 et p2 sont les pgcd et ppcm de δ1 et δ2 : en effet, par
l’application d’une transformation élémentaire, puis du procédé précédent répété deux
fois, on obtient successivement (en n’écrivant que les deux premières lignes et colonnes,
sur lesquelles les opérations ont lieu)(

δ1

δ2

)
 

(
δ1

δ2 δ2

)
 

(
d1 ∗
0 ∗

)
 

(
d1

p2

)
où le dernier coefficient est forcément le ppcm p2 de δ1 et δ2, car le déterminant de la
matrice reste inchangé (au signe près).

Appliquant le même procédé au couple (p2,δ3), on peut le remplacer par (d2, p3).
Puisque d1 = pgcd(δ1,δ2), d2 = pgcd(p2,δ3), et δ2|δ3, on obtient d1|d2. En itérant le
procédé, on remplace les coefficients (δ1, . . . ,δr ) par (d1, . . . ,dr ) avec d1| · · · |dr .

1.5. Groupes simples et suites de composition

1.5.1. Groupes simples. — Un groupe G est simple si ses seuls sous-groupes distingués
sont {e} et G. Un groupe simple est donc un groupe qui n’a pas de quotient non trivial,
on ne peut pas espérer le comprendre à partir de groupes plus petits : les groupes simples
sont les blocs de base de la théorie des groupes.

L’exemple de base d’un groupe simple non abélien est le groupe alterné :

1.5.2. Théorème. — Pour n 6= 4, le groupe alterné An est simple.

Le théorème est faux pour n = 4, en effet, le groupe A4 contient le groupe de Klein des
doubles transpositions :

K = {Id,(12)(34), (13)(24), (14)(23)},
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qui est distingué, puisqu’une conjugaison doit envoyer une double transposition sur une
double transposition.

L’importance historique du théorème réside dans la conséquence que le groupe symé-
trique Sn n’est pas résoluble (voir § 1.5.4) pour n Ê 5. Par théorie de Galois, cela implique
que l’équation générale de degré n Ê 5 n’est pas résoluble par radicaux, voir le cours d’Al-
gèbre 2.

1.5.3. Corollaire. — 1° Si n 6= 4, les sous-groupes distingués de Sn sont {e}, An et Sn .
2° Pour n Ê 5 on a D(An) = An . Pour n Ê 2 on a D(Sn) = An .

Démonstration. — La première partie du corollaire est une conséquence immédiate du
théorème, puisque si H/Sn , alors H∩An /An , donc H∩An = An ou {e}. Pour la seconde
partie, on utilise que D(An)/An , donc est égal à {e} ou An pour n 6= 4 : mais la première
hypothèse signifie que An est abélien. De D(Sn)/Sn et D(Sn) ⊂ An (car la signature d’un
commutateur est toujours 1) on déduit le second énoncé pour n 6= 4 ; le cas n = 4 est laissé
au lecteur.

Démonstration du théorème. — Pour un sous-groupe distingué H de G, on utilise les deux
faits suivants : si x ∈ G et y ∈ H alors

– x y x−1 ∈ H (toute la classe de conjugaison de y est dans H) ;
– x y x−1 y−1 ∈ H (donne un moyen de construire des éléments de H dans d’autres

classes de conjugaison).
La méthode de preuve consiste alors, à partir d’un élément d’un sous-groupe distingué
H 6= {e} de An , à en fabriquer suffisamment pour assurer qu’en réalité H = An .

Première étape : pour n Ê 5 tous les 3-cycles sont conjugués dans An , et toutes les
doubles transpositions sont conjuguées dans An . En effet, deux 3-cycles sont toujours
conjugués dans Sn , par exemple écrivons (123) = σcσ−1, avec σ ∈ Sn , alors on a aussi
(123) =σ′cσ′−1 avecσ′ = (45)σ, et au moins l’un des deux élémentsσ ouσ′ est dans An . On
déduit que si H contient un 3-cycle, alors il contient tous les 3-cycles, et donc est égal à An

qui est engendré par les 3-cycles. Le même type de raisonnement s’applique aux doubles
transpositions.

Seconde étape : si H contient une double transposition, ou un 5-cycle, alors il contient
un 3-cycle car, si n Ê 5, et a,b, . . . ,e sont distincts,

(abc) = (ae)(cd) (ad)(ce) (ab)(de),

(abd) = (abc)(abcde)(abc)−1(abcde)−1.

Dans les deux cas, on en déduit que H = An . Cela résoud complètement le cas n = 5,
puisque A5 ne contient que des doubles transpositions, des 3-cycles et des 5-cycles.

Troisième étape : on montre que si An−1 est simple, alors An est simple. On commence
par montrer que H contient toujours un élément non trivial envoyant 1 sur lui-même :
supposons σ ∈ H, avec σ(1) = i 6= 1, on va corriger σ en un élément σ′ ∈ H tel que σ′(1) = 1 :
soit j ∉ {1, i } tel que σ( j ) 6= j , et l ,m ∉ {1, i , j ,σ( j )}. Alors l’élément de H

σ′ = ( j l m)σ−1( j l m)−1σ

vérifie σ′(1) = 1 et σ′( j ) = l 6= j . Donc σ′ 6= e et σ′ ∈ G1 ∩H, où

G1 = {σ ∈ An ,σ(1) = 1} ' An−1.
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Ainsi H∩G1 6= {e}. Or H∩G1 /G1 donc, par l’hypothèse de récurrence, H∩G1 = G1 et H
contient donc un 3-cycle. Donc H = An .

1.5.4. Le théorème de Jordan-Hölder. — La notion de suite de composition exprime
l’idée de «casser en morceaux simples» un groupe : une suite de composition d’un groupe
G est une suite de sous-groupes emboîtés,

G = G0 ⊃ G1 ⊃ ·· · ⊃ Gr = {e},

telle que Gi /Gi−1 et Gi /Gi−1 soit simple.

1.5.5. Exemple. — Le groupe symétrique S4 admet la suite de composition suivante :

S4 ⊃ A4 ⊃ K ⊃Z/2Z⊃ 1,

avec quotient successifs Z/2Z, Z/3Z, Z/2Z, Z/2Z.

Dans cet exemple, tous les quotients simples sont abéliens. Un groupe dont tous les
quotients dans une suite de composition sont abéliens est appelé résoluble.

Une autre suite de composition G = G′
0 ⊃ G′

1 ⊃ ·· · ⊃ G′
s = {e} est dite équivalente à la

première si r = s et il existe une permutation σ ∈ Sr telle que Gσ(i )/Gσ(i )−1 ' G′
i /G′

i−1.
Le théorème suivant indique l’existence et l’unicité des suites de composition : il dit

ainsi qu’en un certain sens tous les groupes sont construits à partir de ces blocs de base.
La classification des groupes finis simples est un énorme travail, achevé dans les années
80, donc ces blocs de base sont connus, mais cela n’entraîne pas du tout qu’on connaisse
tous les groupes finis en général !

1.5.6. Théorème (Jordan-Hölder). — Tout groupe fini admet une suite de composition.
Cette suite est unique, à équivalence près.

Démonstration. — L’existence d’une suite de composition est simple : on définit G1

comme un sous-groupe distingué non trivial maximal, alors G/G1 est simple car un
sous-groupe distingué de G/G1 remonterait en un sous-groupe distingué de G conte-
nant G1, qui ne saurait être que G1 ou G ; dans le premier cas, le sous-groupe de G/G1

est {e}, dans le second G/G1 entier. On recommence le raisonnement à partir de G1

pour construire G2. La construction s’arrête quelque part puisque les cardinaux des Gi

décroissent strictement.
La démonstration de l’unicité va utiliser le lemme suivant :

1.5.7. Lemme. — Si H1 ⊂ G et K1 ⊂ G sont deux sous-groupes distingués distincts, tels que
G/H1 et G/K1 soient simples, alors

G/H1 ' K1/H1 ∩K1, G/K1 ' H1/H1 ∩K1.

Admettons le lemme pour le moment. On raisonne par récurrence : supposons le résul-
tat vrai pour les groupes dont la suite de composition a une longueur inférieure ou égale à
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r −1. Alors, si G a deux suites de composition, (Hi )iÉr et (K j ) jÉs , on introduit une suite de
composition (Lk )2ÉkÉt pour H1 ∩K1 :

H1 ⊃ H2 ⊃ ·· · ⊃ Hr = {e}
⊃ ⊃

G L2 = H1 ∩K1 ⊃ ·· · ⊃ Lt = {e}
⊃ ⊃

K1 ⊃ K2 ⊃ ·· · ⊃ Ks = {e}

Compte tenu du lemme, tous les quotients apparaissant dans ce schéma sont simples.
Par conséquent, nous avons deux suites de composition pour H1, à savoir (Hi )2ÉiÉr et
(Lk )2ÉkÉt . Par l’hypothèse de récurrence, il faut que r = t et, à permutation près, les quo-
tients (H1/H2, . . . ,Hr−1/Hr ) sont isomorphes aux quotients

(H1/H1 ∩K1 = G/K1,H1 ∩K1/L3, . . . ,Lr−1/Lr ). (15)

Puisqu’on dispose maintenant de la suite de composition (Lk ) de K1, de longueur r −1, on
peut appliquer aussi l’hypothèse de récurrence à K1 pour obtenir que s = t = r , et que les
(K1/K2, . . . ,Kr−1/Kr ) sont isomorphes aux

(K1/H1 ∩K1 = G/H1,H1 ∩K1/L3, . . . ,Lr−1/Lr ). (16)

De la comparaison de (15) et (16) résulte immédiatement que les deux suites de composi-
tion (Hi ) et (K j ) de G sont équivalentes.

Démonstration du lemme 1.5.7. — Le noyau de la projection K1 → G1/H1 est H1 ∩ K1,
donc on a une injection

K1/H1 ∩K1 ,→ G1/H1.

Comme K1 est distingué dans G, on obtient que K1/H1 ∩K1 est distingué dans G1/H1. Par
simplicité de ce dernier, il faut alors que K1/H1 ∩K1 = G1/H1.



CHAPITRE 2

GROUPES CLASSIQUES

Préliminaires sur les corps

Les groupes classiques qu’on étudie dans ce chapitre sont définis sur des corps, et
quelques propriétés de base de la théorie des corps seront utiles. Le but de cette section
préliminaire est de les rappeler. La théorie des corps sera vue dans le cours d’Algèbre 2.

SoitK un corps. On dispose d’un morphisme d’anneau,

φ :Z−→K,

défini par

φ(n) = n ·1 = 1+·· ·+1.

Alors le noyau de φ est un idéal pZ⊂Z, et fournit un morphisme injectif

φ̂ :Z/pZ−→K.

Puisque K est un corps, Z/pZ doit être intègre et donc p est un nombre premier s’il est
non nul.

Le nombre p (un entier premier ou bien 0) est appelé la caractéristique du corps K,
notée carK.

On obtient immédiatement les propriétés suivantes :
– Si carK = p 6= 0, alors p · 1 = 0 dans K, donc pour tout x ∈ K on a p · x = p(1 · x) =

(p ·1)x = 0.
– SiK est un corps fini, alors p = carK> 0 etK⊃ imφ= Fp , un sous-corps deK appelé

sous-corps premier. Comme K est un Fp -espace vectoriel, il faut que |K| = pα où
α= dimFp K. (Si carK= 0, alors K contient Q comme sous-corps, c’est le sous-corps
premier deK).

– Si carK = p > 0, alors F : x 7→ xp est un morphisme de corps, appelé morphisme de
Frobenius. En effet, par la formule du binôme,

(x + y)p = xp +C1
p xp−1 y +·· ·+ y p = xp + y p (17)

car p|Ci
p pour 1 É i É p −1. Si K est fini, alors F est un automorphisme (il est néces-

sairement injectif, puisque son noyau est un idéal, qui ne peut être que 0 ou K, mais
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F(1) = 1 donc c’est 0). Le sous-corps premier deK est exactement

{x ∈K,F(x) = x}.

La dernière propriété dont nous aurons besoin est légèrement plus difficile, et nous ne
la démontrerons pas, renvoyant au cours d’Algèbre 2.

Proposition. — Si q = pα, où p est un nombre premier et α un entier naturel, il existe, à
isomorphisme près, un et seul corps fini Fq de cardinal q.

Puisque le groupe multiplicatif d’un tel corps est d’ordre q −1, ses éléments satisfont

xq = x.

Les éléments du corps cherché sont donc exactement les racines du polynôme Xq −X.
Réciproquement, le corps Fq sera construit comme le corps de rupture du polynôme Xq−X
sur Fp , c’est-à-dire le plus petit sur-corps de Fp dans lequel le polynôme Xq−X est à racines
simples. Si on admet l’existence d’une clôture algébrique F̄p de Fp , alors le corps Fq s’écrit

Fq = {x ∈ F̄p , xq = x}.

C’est un sous-corps de F̄p car, de manière similaire à (17), on a (x + y)q = xq + y q .

2.1. Le groupe linéaire

SoitKun corps (commutatif), E unK-espace vectoriel de dimension n, alors on dispose
du groupe GL(E) des transformations linéaires inversibles de E. Par le choix d’une base de
E, ce groupe s’identifie au groupe GL(n,K) des matrices n ×n inversibles à coefficients
dansK. On a vu dans le chapitre 1 la décomposition en produit semi-direct

GL(n,K) = SL(n,K)oK∗.

2.1.1. Générateurs. — On étudie les éléments de GL(E) les plus simples possibles, à sa-
voir les transformations laissant fixe un hyperplan de E. Soit donc u ∈ GL(E) laissant fixe
l’hyperplan H ⊂ E, mais u 6= Id. Alors D = im(u − Id) est une droite. Fixant un générateur a
de D, on déduit que u s’écrit

u(x) = x + f (x)a, (18)

où f ∈ E∗ est une forme linéaire telle que ker f = H (autrement dit, f ∈ H⊥). Deux cas se
présentent :

1° E = H⊕D, alors dans une base (e1, . . . ,en = a) de E telle que (e1, . . . ,en−1) soit une
base de H, on obtient la matrice diagonale

u =


1

. . .
1

λ

 (19)

avec detu = λ 6= 1 puisque u 6= Id ; on dit que u est une dilatation d’hyperplan H, de
droite D, et de rapport λ ;
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2° D ⊂ H, alors on choisit une base (e1, . . . ,en−1 = a,en) de E telle que (e1, . . . ,en−1) soit
une base de H et f (en) = 1 : dans cette base u s’écrit

u =


1

1
. . . 1

1

 ; (20)

en particulier detu = 1 et u n’est pas diagonalisable ; on dit que u est une transvec-
tion de droite D et d’hyperplan H.

Une transvection donnée par la formule (18) sera notée u = τ( f , a) (il faut donc que
a ∈ ker f ). Cette écriture n’est pas unique, puisque τ( f , a) = τ(λ f ,λ−1a).

On a
τ( f , a)τ(g , a) = τ( f + g , a)

donc l’espace des transvections de droite donnée D (auxquelles on ajoute l’identité) est
un sous-groupe de GL(E) isomorphe à l’orthogonal de D pour la dualité, D⊥ ⊂ E∗. En par-
ticulier il est abélien.

Si g ∈ GL(E) alors
gτ( f , a)g−1 = τ( f ◦ g−1, g (a))

est une transvection de droite g (D) et d’hyperplan g (H). On en déduit :

2.1.2. Proposition. — Le centre de GL(E) est réduit aux homothéties, donc Z(GL(E)) 'K∗.
Le centre de SL(E) est SL(E)∩Z(GL(E)) ' {λ ∈K,λn = 1}.

Démonstration. — Si u ∈ GL(E) commute avec tout élément de SL(E), alors pour toute
transvection τ de droite D on a

τ= uτu−1

qui est une transvection de droite u(D), donc il faut que u(D) = D. Donc u fixe toutes les
droites de E, ce qui entraîne que u est une homothétie.

2.1.3. Théorème. — Les transvections engendrent le groupe SL(E). Les transvections et les
dilatations engendrent le groupe GL(E).

Démonstration. — La seconde partie de l’énoncé se ramène à la première, car si u ∈ GL(E)
et δ est une dilatation de rapport detu, alors δ−1u ∈ SL(E), donc est un produit de trans-
vections : ainsi u est le produit de la dilatation δ et d’un produit de transvections.

Reste à montrer la première partie. On commence par :

2.1.4. Lemme. — Si x, y ∈ E− {0} et dimE Ê 2, alors il existe un produit u de transvections
tel que u(x) = y.

Démontrons le lemme : si x et y ne sont pas colinéaires, on prend une base (ei ) de E
telle que x = en et y = en−1+en , alors la transvection (20) envoie bien x sur y ; si x et y sont
colinéaires, soit z ∉Kx, il suffit de composer une transvection envoyant x sur z avec une
autre envoyant z sur y .

Revenons maintenant à la démonstration du théorème, que l’on va faire par récurrence
sur dimE. Pour dimE = 1, il n’y a rien à montrer. Si dimE Ê 2, si v ∈ SL(E) et x ∈ E, alors,
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quitte à composer v par un produit de transvections envoyant v(x) sur x, on peut supposer
que v(x) = x. Notons D la droite engendrée par x, alors v induit une application linéaire
v̄ : E/D → E/D, également de déterminant 1 (si on choisit un supplémentaire F de D dans
E, alors dans E = D⊕F la matrice de v est triangulaire supérieure par blocs, et les deux
blocs diagonaux sont 1 et v̄). Par l’hypothèse de récurrence, v̄ =∏

i τ(x̄i , fi ), avec x̄i ∈ E/D
et fi ∈ (E/D)∗ ' D⊥. Relevant x̄i en xi ∈ E, alors w =∏

i τ(xi , fi ) satisfait :
– w(x) = v(x) = x car fi ∈ D⊥ c’est-à-dire fi (x) = 0 ;
– le morphisme induit w̄ ∈ SL(E/D) coïncide avec v̄ .

Il en résulte que im(w−1v − Id) ⊂ D, donc w−1v est ou bien l’identité, ou bien une trans-
vection de droite D. Ainsi v est un produit de transvections.

2.1.5. Conjugaison, commutateurs. — À partir des formes matricielles (19) et (20), il est
évident que deux dilatations sont conjuguées dans GL(E) si et seulement si elles ont même
rapport, et que deux transvections sont toujours conjuguées dans GL(E). On en déduit :

2.1.6. Proposition. — 1° Deux transvections de SL(E) sont toujours conjuguées dans SL(E)
si dimE Ê 3.

2° Si dimE = 2, une transvection est toujours conjuguée dans SL(E) à une matrice ( 1 λ
0 1 ),

où λ ∈K∗, et λ,µ ∈K∗ définissent deux transvections conjuguées si et seulement si λ
µ est un

carré dansK.

Démonstration. — Si on a deux transvections u et v , alors il existe g ∈ GL(E) telle que
v = g ug−1. On veut corriger g en g s ∈ SL(E) de sorte que v = (g s)u(g s)−1. Il suffit donc de
trouver s ∈ GL(E), de sorte que det s = (det g )−1 et sus−1 = u. En se plaçant dans une base
où u est de la forme (20), on voit qu’il suffit de prendre pour s la dilatation

s =


(det g )−1

1
. . .

1

 ,

ce qui est possible dès que dimE Ê 3. Le cas de la dimension 2 est laissé en exercice.

2.1.7. Théorème. — 1° On a D(SL(n,K)) = SL(n,K) sauf si n = 2 etK= F2 ou F3.
2° On a D(GL(n,K)) = SL(n,K) sauf si n = 2 etK= F2.

On a GL(2,F2) = SL(2,F2) = S3 (l’isomorphisme se voit en considérant l’action sur l’en-
semble des 3 droites de F2

2), dont le groupe dérivé est A3. D’autre part, on peut mon-
trer que SL(2,F3) = H8 oZ/3Z, où H8 est le «groupe des quaternions», d’ordre 8, et que
D(SL(2,F3)) = H8.

Démonstration. — Le déterminant d’un commutateur est 1, donc le groupe dérivé est
toujours inclus dans SL(n,K). Pour montrer qu’il est égal, on fera trois raisonnements, qui,
ensemble, couvriront l’ensemble des cas. À chaque fois, on montre que le groupe dérivé
contient les transvections, et donc tout le groupe SL(n,K).

Le premier raisonnement est le suivant. Soit τ une transvection ; si carK 6= 2, alors τ2 6=
Id est encore une transvection ; si n Ê 3, les transvections sont conjuguées dans SL(n,K),
donc τ2 = sτs−1 pour un s ∈ SL(n,K) et τ = sτs−1τ−1, donc τ ∈ D(SL(n,K)). Si n = 2
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les transvections sont conjuguées dans GL(2,K) donc le même raisonnement avec s ∈
GL(2,K) montre que τ ∈ D(GL(n,K)). Le théorème est ainsi démontré dès que carK 6= 2
et n Ê 3 pour le groupe SL, et carK 6= 2 et n quelconque pour le groupe GL (en particulier
on obtient le cas n = 2 et K= F3 pour GL, alors que dans ce cas le théorème est faux pour
SL).

Le deuxième raisonnement démarre par l’observation suivante : si s = (λ
λ−1 ) et t =

( 1 1
1 ), alors st s−1t−1 = ( 1 λ2−1

1 ). On obtient ainsi une transvection si λ2 −1 6= 0, donc si λ2 6=
1, ce qu’on peut assurer siK 6= F2, F3. Fixant un tel λ, toute transvection admet une base où
elle s’écrit ( 1 λ2−1

1 ), donc est un commutateur dans SL(2,K). Cela s’étend immédiatement
en toute dimension, donc si K 6= F2, F3, toute transvection est un commutateur, et ainsi
D(SL(n,K)) = SL(n,K).

Le troisième raisonnement utilise le calcul

s =
 −1

1
1

 , t =
1 1

1
1

 , alors t st−1s−1 =
1 1

1 −1
1

 ,

qui est encore une transvection. Cela couvre le cas n Ê 3 pour un corps quelconque, et en
particulier pour le dernier cas manquantK= F2.

2.1.8. Simplicité. — On définit l’espace projectifKPn−1 =Kn−{0}/K∗ des droites deKn .
En particulier,KP1 = {(x,1), x ∈K}∪{(1,0)} 'K∪{∞}, appelé droite projective, est constitué
d’une copie deK et d’un «point à l’infini».

L’action de GL(n,K) surKn induit une action surKPn−1. Le noyau de l’action est consti-
tué des transformations g ∈ GL(n,K) qui fixent chaque droite, c’est-à-dire des homothé-
ties. Par passage au quotient, on obtient ainsi une action fidèle surKPn−1 du groupe pro-
jectif linéaire PGL(n,K) = GL(n,K)/Z(GL(n,K)). De manière analogue, on obtient une ac-
tion fidèle du groupe PSL(n,K) = SL(n,K)/Z(SL(n,K)).

Dans le cas d’un corps fini, on pourra vérifier en exercice les cardinaux des groupes
ainsi construits :

|GL(n,Fq )| = (qn −1)(qn −q) · · · (qn −qn−1),

|SL(n,Fq )| = |PGL(n,Fq )| = (qn −1)(qn −q) · · · (qn −qn−2)qn−1,

|PSL(n,Fq )| = |SL(n,Fq )|
(n, q −1)

.

Le but de cette section est :

2.1.9. Théorème. — Le groupe PSL(n,K) est simple sauf si n = 2 etK= F2 ou F3.

Les exceptions ne sont effectivement pas simples : PSL(2,F2) = SL(2,F2) = S3 comme
on l’a vu ci-avant, et on peut vérifier que l’action sur F3P1 (qui compte 4 points) identifie
PSL(2,F3) ' A4 et PGL(2,F3) ' S4.

Ce n’est pas par hasard que les exceptions sont les mêmes dans les théorèmes 2.1.7 et
2.1.9. En effet, on va présenter ici une démonstration où le second théorème est déduit
du premier par la méthode d’Iwasawa, qui s’appuie sur l’action du groupe SL(n,K) sur
l’espace projectifKPn−1.
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Plus généralement, supposons qu’un groupe G agisse sur un ensemble X. On dira que
G agit primitivement sur X si

1° l’action de G sur X est transitive ;

2° le stabilisateur Gx d’un point de X est un sous-groupe maximal de G.

Un cas particulier d’action primitive est donnée par une action 2-transitive, c’est-à-dire
telle que pour tous x1, x2, y1, y2 ∈ X, x1 6= x2, y1 6= y2, il existe g ∈ G tel que g · x1 = y1 et
g · x2 = y2 (c’est-à-dire : l’action de G sur X ×X −∆, où ∆ = {(x, x), x ∈ X}, par g · (x, y) =
(g · x, g · y), est transitive). En effet, il suffit de vérifier qu’un stabilisateur Gx est forcément
un sous-groupe maximal, ce qu’on va obtenir en montrant que, pour tout g ∈ G−Gx , on
a G = Gx ∪Gx g Gx . Fixons g ∈ G−Gx , soit y = g · x 6= x : si k ∈ G−Gx , alors, puisque Gx est
transitif sur X − {x}, il existe h ∈ Gx tel que k · x = h · y = hg · x, donc g−1h−1k ∈ Gx donc
k ∈ Gx g Gx , ce qu’il fallait montrer.

Le théorème permettant de montrer la simplicité d’un groupe à partir d’une action pri-
mitive est le suivant :

2.1.10. Théorème. — Supposons que le groupe G agisse primitivement sur X. Si on se
donne, pour chaque x ∈ X, un sous-groupe Tx ⊂ G tel que :

1° Tx est abélien ;

2° Tg ·x = g Tx g−1 pour tout g ∈ G et x ∈ X ;

3° ∪x∈XTx engendre G.

Alors tout sous-groupe distingué de G agissant non trivialement sur X contient D(G).

Commençons par voir comment cet énoncé permet de démontrer le théorème 2.1.9 :

Démonstration du théorème 2.1.9. — L’action de PSL(n,K) sur X =KPn−1 est 2-transitive,
donc primitive. On applique le théorème 2.1.10 en utilisant pour x ∈ X le groupe des trans-
vections de vecteur x. Il satisfait les hypothèses du théorème, donc un sous-groupe dis-
tingué de PSL(n,K), non réduit à {Id}, doit contenir D(PSL(n,K)) = PSL(n,K) d’après le
théorème 2.1.9.

Démonstration du théorème 2.1.10. — Soit N un sous-groupe distingué et x ∈ X. Puisque
Gx est maximal, le sous-groupe NGx (voir exercice 1.3.4) est égal à Gx ou à G ; dans la
première hypothèse, il faut que N ⊂ Gx donc, pour tout g ∈ G, on a N = g Ng−1 ⊂ Gg ·x ,
donc N agit trivialement sur X. On a donc montré que si N n’agit pas trivialement sur X,
alors NGx = G, et en particulier N agit transitivement sur X.

On montre alors qu’en outre G = NTx . En effet, si n ∈ N, alors

Tn·x = nTx n−1 ⊂ NTx ;

puisque N est transitif sur X, on a Ty ⊂ NTx pour tout y ∈ X et donc G = NTx puisque les
(Ty )y∈X engendrent G.

Finalement, puisque Tx est abélien, G/N (isomorphe à Tx /(N∩Tx ), voir exercice 1.3.4)
est abélien donc N ⊃ D(G).
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2.2. Formes sesquilinéaires

Soit E un K-espace vectoriel. Dans cette section, on introduit les trois types de formes
bilinéaire ou sesquilinéaire que l’on va étudier.

2.2.1. Formes bilinéaires. — Une forme bilinéaire sur E est une application B : E×E →K

telle que, pour chaque y ∈ E, les applications partielles x 7→ B(x, y) et x 7→ B(y, x) soient
K-linéaires. Une telle forme est symétrique si B(x, y) = B(y, x) pour tous x, y ∈ E, anti-
symétrique si B(x, y) =−B(y, x) pour tous x, y ∈ E. Si carK 6= 2, cette dernière condition est
équivalente au fait que B soit alternée, c’est-à-dire que B(x, x) = 0 pour tout x ∈ E.

Soit (ei ) une base de E, supposé de dimension finie, et B une forme bilinéaire. La ma-
trice M de B est donnée par Mi j = B(ei ,e j ). Si deux éléments de E sont donnés par les
vecteurs colonnes X et Y, alors B(X,Y) = Xt MY. La forme B est (anti-)symétrique si la ma-
trice M est (anti-)symétrique. Si P est la matrice de passage de la base (ei ) à la base (e ′i ),
alors on a une formule classique : la matrice de B dans la nouvelle base est donnée par

M′ = Pt MP.

Si detM 6= 0, la valeur de detM dans le groupe multiplicatif K∗/(K∗)2 est bien définie, et
s’appelle le discriminant de B. Quand detM = 0, on convient que le discriminant est nul
aussi.

Associé à une forme bilinéaire symétrique on obtient la forme quadratique

q(x) = B(x, x).

Supposons carK 6= 2, alors on récupère la forme B à partir de q par la formule

B(x, y) = 1

2
(q(x + y)−q(x)−q(y)).

2.2.2. Formes sesquilinéaires. — Il y a une variante des formes quadratiques quand le
corps est équipée d’une involutionσ ∈ AutK. L’exemple principal seraK=C avecσ(z) = z̄,
et pour simplifier les notations plus loin, on notera toujours l’involution σ sous la forme
σ(λ) = λ̄, quel que soit le corps. La décompositionC=R⊕iR s’étend de la manière suivante
à tout corps muni d’une involution : on a une décomposition

K=K0 ⊕K1,

oùK0 etK1 sont les espaces propres de σ pour les valeurs propres 1 et −1. AinsiK0 est un
sous-corps de K, et si a ∈ K1 alors a2 ∈ K0 puisque σ(a2) = (σ(a))2 = a2. Choisissant un
a ∈K1 − {0}, on déduit immédiatement queK1 = aK0 doncK=K0 ⊕aK0.

2.2.3. Exemple. — Si p est premier et q = p2, alors le morphisme de Frobenius σ(x) = xp

est une involution de Fq .

On dit alors qu’une application linéaire u entre deuxK-espaces vectoriels estσ-linéaire
si u(λx) = λ̄u(x) pour tout vecteur x et tout scalaire λ ∈K. Une formeσ-sesquilinéaire est
une application B : E ×E → K telle que pour tout y ∈ E, l’application x 7→ B(x, y) soit σ-
linéaire et l’application x 7→ B(y, x) soit linéaire. La forme sesquilinéaire B est hermitienne
si en outre B(x, y) = B(y, x) pour tous x, y ∈ E.
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Dans une base (ei ) de E, la matrice M de E est donnée par Mi j = B(ei ,e j ). Sur des vec-
teurs colonnes, on a alors B(X,Y) = X̄t MY, et la matrice de B dans une autre base est P̄t MP,
où P est la matrice de passage. Le déterminant de M définit donc un discriminant qui est,
ou bien nul, ou bien un élément du groupe multiplicatif

K×/{k̄k,k ∈K×}.

Pour une forme sesquilinéaire hermitienne, la matrice satisfait M̄t = M.
Associée à une forme sesquilinéaire hermitienne est la forme hermitienne

h(x) = B(x, x).

On récupère, si carK 6= 2, la forme sesquilinéaire à partir de h par la formule

B(x, y) = 1

4

(
h(x + y)−h(x − y)+ 1

a
(h(x +ay)−h(x −ay))

)
.

2.3. Orthogonalité

Dans la suite, B désignera l’un des trois types de forme vus plus haut sur un espace
vectoriel E de dimension finie : une forme bilinéaire alternée, une forme bilinéaire symé-
trique, ou une forme sesquilinéaire hermitienne. Dans les deux derniers cas, on supposera
toujours carK 6= 2. Dans le cas où l’on parle d’application σ-linéaire, on écrit implicite-
ment que dans les deux premiers cas σ= IdK, alors σ-linéaire se réduit à linéaire.

2.3.1. Premières propriétés. — On dit que deux vecteurs x et y sont orthogonaux si
B(x, y) = 0. L’orthogonal d’une partie F de E est le sous-espace vectoriel, noté F⊥, des vec-
teurs de E orthogonaux à tous les éléments de F.

Le noyau de B sur E est le sous-espace E⊥. On dit que B est non dégénérée si E⊥ = 0.

2.3.2. Proposition. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

1° B est non dégénérée ;

2° l’application σ-linéaire B̂ : E → E∗ qui à x ∈ E associe la forme linéaire y 7→ B(x, y) est
injective ;

3° la matrice de B dans une base est inversible.

Démonstration. — La première condition est exactement que B̂ soit injective, c’est-à-dire
la seconde condition. Enfin, la matrice de B̂ dans une base de E et sa base duale dans E∗
est égale à la matrice de B, ce qui donne la troisième condition.

Si B est dégénérée, alors B induit une forme de même type sur E/kerB, qui est non
dégénérée. Une autre manière de réaliser la forme sur le quotient est de choisir un sup-
plémentaire quelconque U de kerB dans E, alors la projection sur le quotient réalise un
isomorphisme isométrique

(U,B|U)
∼−→ (E/kerB,B).

Une forme dégénérée se ramène ainsi toujours à une forme non dégénérée sur un quo-
tient, et dans la suite on supposera toujours les formes non dégénérées, sauf mention expli-
cite du contraire.
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2.3.3. Proposition. — Si B est non dégénérée, et si F ⊂ E est un sous-espace de E, alors
dimF + dimF⊥ = dimE. En particulier, si F ∩ F⊥ = 0 (ce qui est équivalent à B|F est non
dégénérée), alors E = F⊕F⊥.

Démonstration. — L’application de restriction des formes linéaires, r : E∗ → F∗, est sur-
jective. Donc

r ◦ B̂ : E → F∗, x 7→ B(x, ·),

est σ-linéaire surjective. Or ker(r ◦ B̂) = F⊥, d’où la formule sur la dimension en écrivant
que la dimension de E est la somme des dimensions du noyau et de l’image de r ◦ B̂.

Formules sur l’orthogonal (la seconde est vraie aussi en dimension infinie) :

(F⊥)⊥ = F, (F+G)⊥ = F⊥∩G⊥, (F∩G)⊥ = F⊥+G⊥.

2.3.4. Groupe d’isométries. — Soit E et E′ deux espaces vectoriels sur K, équipés de
formes B et B′ de même type (pas forcément non dégénérées). Un morphisme injectif
f : E → E′ est une isométrie si pour tous x, y ∈ E on a

B′( f (x), f (y)) = B′(x, y).

Si B et B′ sont des formes bilinéaires symétriques, ou sesquilinéaires hermitiennes, il suffit
que q ′( f (x)) = q(x) (resp. h′( f (x)) = h(x)) pour tout x ∈ E.

Si B est non dégénérée, alors l’injectivité découle de la propriété d’isométrie. Si en outre
(E′,B′) = (E,B) alors une isométrie doit être un isomorphisme, et l’ensemble des isométries
forme un groupe pour la composition. L’appellation habituelle de ce groupe est différente
suivant les cas :

– pour une forme quadratique, le groupe orthogonal O(E, q) ;
– pour une forme hermitienne, le groupe unitaire U(E,h) ;
– pour une forme alternée, le groupe symplectique Sp(E,B).
Dans tous les cas, si M est la matrice de la forme B dans une base, alors une matrice A

représente une isométrie si Āt MA = M.
Dans le cas orthogonal, cela s’écrit At MA = M qui implique det(A)2 = 1 donc det A =±1.

Le groupe spécial orthogonal est alors défini comme SO(E, q) = O(E, q)∩SL(E).
Dans le cas unitaire, on obtient l’équation Āt MA = M qui implique det(A)det(A) = 1. Le

groupe spécial unitaire est alors défini comme SU(E,h) = U(E,h)∩SL(E).
Enfin, le groupe symplectique n’a pas de forme spéciale car il est déjà inclus dans SL(E),

comme on le verra plus loin.

Exemples d’isométries : symétries et quasi-symétries. — On se place dans le cas d’une
forme quadratique ou hermitienne. Si x ∈ E n’est pas isotrope, et α = −1 dans le cas
quadratique (resp. α ∈K satisfait ᾱα = 1 dans le cas hermitien), alors une symétrie (resp.
quasi-symétrie) par rapport à x⊥ est une transformation de valeurs propres 1 et α sur la
décomposition

E = x⊥⊕Kx.

Il s’agit manifestement d’une isométrie, donnée explicitement par la formule

s(y) = y + (α−1)
B(x, y)

B(x, x)
x.
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Comme on le verra plus loin, les symétries engendrent le groupe orthogonal, et les quasi-
symétries engendrent le groupe unitaire.

2.3.5. Décomposition en somme directe orthogonale : premier cas. — Supposons B bi-
linéaire symétrique ou sesquilinéaire hermitienne. On dit qu’un vecteur x ∈ E est isotrope
si B(x, x) = 0. Si B est non dégénérée, il existe nécessairement un vecteur non isotrope x.
Dans ce cas,Kx∩x⊥ = 0 donc E =Kx⊕x⊥, et la restriction de B à x⊥ est à nouveau non dé-
générée. Par récurrence sur la dimension, on obtient l’existence d’une base orthogonale
(ei ), c’est-à-dire satisfaisant B(ei ,e j ) = 0 si i 6= j . Posant αi = B(ei ,ei ), on obtient, dans le
cas symétrique,

q(x) = α1x2
1 +·· ·+αn x2

n ,

et dans le cas hermitien,

h(x) = α1x̄1x1 +·· ·+αn x̄n xn .

Dans une base ( ei
ai

) où ai ∈K∗, les coefficients αi deviennent
αi

a2
i

dans le cas symétrique,
αi

āi ai
dans le cas hermitien.

On remarquera que, dans le cas hermitien, puisque B(ei ,ei ) = B(ei ,ei ), en fait αi ∈K0.

Exemples. — 1° Si K = C, ou plus généralement un corps algébriquement clos, on peut
toujours trouver ai tel que a2

i = αi . Il en résulte que toute forme quadratique surK admet
une base dans laquelle elle s’écrit

q(x) = x2
1 +·· ·+x2

n .

Son groupe orthogonal est noté O(n,C) ou O(n,K).
2° Si K=R, alors on peut toujours trouver ai tel que a2

i =±αi . En réarrangeant la base,
on déduit que toute forme quadratique sur R admet une base dans laquelle elle s’écrit

q(x) = x2
1 +·· ·+x2

r −x2
r+1 −·· ·−x2

n .

Le couple (r, s = n − r ) est la signature de q , on verra plus loin que c’est un invariant de q .
Son groupe orthogonal est noté O(r, s,R), ou le plus souvent O(r, s).

3° SiK= Fq , alors F×q /(F×q )2 est d’ordre 2 (car le noyau de x 7→ x2 dans F×q est {±1}). Donc

on peut ramener chaque αi à être égal à 1 ou à un scalaire non nul α ∉ (F×q )2. En fait on
peut faire mieux, et cela donne toutes les formes quadratiques possibles sur Fq :

2.3.6. Proposition. — Pour K = Fq , toute forme quadratique non dégénérée admet une
base où elle s’écrit sous l’une des deux formes suivantes :

q(x) = x2
1 +·· ·+x2

n−1 +x2
n ,

q(x) = x2
1 +·· ·+x2

n−1 +αx2
n ,

où α est un scalaire non nul fixé qui n’est pas un carré dans Fq .

Notons que les deux formes proposées ne peuvent pas être équivalentes, puisque leurs
discriminants sont 1 et α, qui sont différents dans F×q /(F×q )2.
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Démonstration. — Par récurrence sur n. Si n Ê 2, on va montrer qu’il existe e1 tel que
q(e1) = 1. Alors E =Ke1 ⊕e⊥1 , et l’hypothèse de récurrence montre le résultat.

Écrivons q dans une base orthogonale : q(x) = ∑
αi x2

i . Contentons-nous du sous-
espace engendré par les deux premiers vecteurs, donc q(x) = α1x2

1 +α2x2
2 . Puisqu’il y a

q+1
2 carrés dans Fq (en comptant 0), les quantités α1x2

1 et 1−α2x2
2 décrivent toutes deux

un ensemble à q+1
2 éléments quand x1 (resp. x2) décrit Fq . Mais puique q < 2 q+1

2 , il faut
qu’existe (x1, x2) tels que α1x2

1 et 1−α2x2
2 coïncident, c’est-à-dire q(x) = 1.

4° Si K = C et σ est la conjugaison complexe, alors αi ∈ R, et on peut trouver ai ∈ C tel
que āi ai = ±αi . Ainsi, toute forme hermitienne sur C admet une base dans laquelle elle
s’écrit

h(x) = x̄1x1 +·· ·+ x̄r xr − x̄r+1xr+1 −·· ·− x̄n xn .

Son groupe unitaire est noté U(r, s,C), ou le plus souvent U(r, s).
5° SiK= Fp2 et σ(λ) = λp , alors le morphisme

F×p2 −→ F×p , x 7−→ x̄x = xp+1,

est surjectif (un générateur de F×
p2 , d’ordre p2−1 = (p−1)(p+1) est envoyé sur un élément

d’ordre p−1, donc un générateur de F×p ). Il en résulte que tout élémentαi ∈ F×p peut s’écrire
āi ai , et donc toute forme hermitienne sur Fp2 admet une base dans laquelle elle s’écrit

h(x) = x̄1x1 +·· ·+ x̄n xn .

Son groupe unitaire est noté U(n,Fp2 ).

2.3.7. Décomposition en somme directe orthogonale : deuxième cas. — Un plan hy-
perbolique est un sous-espace P de dimension 2 possédant une base (e1,e2) dans laquelle

B(e1,e1) = B(e2,e2) = 0, B(e1,e2) = 1.

Bien sûr, cela implique que e1 et e2 soient des vecteurs isotropes. Réciproquement :

2.3.8. Lemme. — Si x est un vecteur isotrope, il existe un vecteur y tel que (x, y) soit la base
d’un plan isotrope.

Démonstration. — En effet, on peut toujours trouver x ′ tel que B(x, x ′) = 1, puis on prend
y = x ′− 1

2 B(x ′, x ′)x qui satisfait les propriétés voulues.

Par exemple, la forme quadratique en deux variables,

q(x1, x2) = x2
1 −x2

2 ,

n’est pas isotrope, donc est un plan hyperbolique. En effet, dans la base (e1 + e2,e1 − e2),
on obtient pour q la formule

q(y1, y2) = 2y1 y2.

La base (e1 +e2,e1 −e2) est donc une base hyperbolique.
L’avantage d’un plan hyperbolique P sur un vecteur isotrope est que B|P est non dégé-

nérée, ou de manière équivalente P∩P⊥ = 0. Il en résulte que, pour un plan hyperbolique,

E = P⊕P⊥.
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Plaçons-nous à nouveau dans les cas symétrique ou hermitien. Supposons que E ad-
mette un vecteur isotrope. Par le lemme, il admet alors un plan hyperbolique P, et E =
P ⊕ P⊥. La forme B est alors non dégénérée sur P⊥, et on peut recommencer la même
opération sur P⊥, si celui-ci admet un vecteur isotrope. Finalement, on fabrique une dé-
composition

E = P1
⊥⊕·· · ⊥⊕Pν

⊥⊕F,

où les Pi sont des plans hyperboliques, et F est un sous-espace anisotrope, c’est-à-dire
dépourvu de vecteur isotrope. L’entier ν est l’indice de la forme, on verra plus loin que

c’est un invariant. Une somme orthogonale de plans hyperboliques comme ci-dessus P1
⊥⊕

·· · ⊥⊕Pν est appelée un sous-espace hyperbolique.

2.3.9. Décomposition en somme directe orthogonale : troisième cas. — On se place
maintenant dans le cas d’une forme bilinéaire alternée. Dans ce cas, deux vecteurs x et
y tels que B(x, y) 6= 0 engendrent toujours un plan hyperbolique P, et E = P⊕P⊥. Puisque
B est non dégénérée, E contient nécessairement un tel plan hyperbolique, et par consé-
quent, en itérant la construction, on obtient une décomposition orthogonale :

E = P1
⊥⊕·· · ⊥⊕Pν.

Choisissons alors une base (ei )i=1,...,2ν, de sorte que (ei ,ei+ν) soit une base standard de Pi .
Dans cette base, la matrice de B est

Jν =
(

0 Idν
− Idν 0

)
. (21)

Ainsi, toutes les formes bilinéaires alternées non dégénérées admettent une base dans la-
quelle leur matrice est Jν. En particulier, la dimension de l’espace doit être paire. Il n’y a
donc, à équivalence près, qu’une seule forme alternée sur un K-espace vectoriel de di-
mension n = 2ν, et on notera son groupe Sp(ν,K).

Ce groupe peut être décrit explicitement : une matrice M ∈ Sp(ν,K) si et seulement si
Mt JνM = Jν ; décomposant la matrice M par blocs,

M =
(

A B
C D

)
il vient M ∈ Sp(ν,K) si et seulement si

At C = Ct A, Bt D = Dt B, At D−Ct B = Idν . (22)

2.4. Le théorème de Witt

Soit E muni d’une forme B bilinéaire symétrique ou alternée, ou d’une forme sesquili-
néaire hermitienne. On dit qu’un sous-espace F de E est isotrope si B|F est dégénérée (ce
qui est équivalent à kerB|F = F∩F⊥ 6= 0). Dans ce cas, on obtient une forme induite, non
dégénérée, sur F/F∩F⊥.

Le sous-espace F est totalement isotrope si B|F = 0 (ce qui est équivalent à F ⊂ F⊥).
Dans ce cas, puisque F = (F⊥)⊥, on obtient une forme induite, non dégénérée, sur F⊥/F.
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Par exemple, si P1 ⊥ P2 ⊥ ·· · ⊥ Pr sont des plans hyperboliques orthogonaux, de base
(ei , fi ), alors 〈e1, . . . ,er 〉 est totalement isotrope. Cet exemple est en fait général, comme le
montre le :

2.4.1. Lemme. — Soit F un sous-espace de E, et F0 = kerB|F = F∩F⊥. Soit G un supplémen-
taire de F0 dans F, et (e1, . . . ,er ) une base de F0. Alors il existe ( f1, . . . , fr ) dans E tels que

– Pi = 〈ei , fi 〉 est un plan hyperbolique orthogonal à G ;

– F̄ = G
⊥⊕ (

⊥⊕Pi ) est non isotrope.
En outre, toute isométrie f : F → E′ se prolonge en une isométrie f : F̄ → E′.

Démonstration. — Puisque B|G est non dégénérée, en considérant G⊥ on est ramené au
cas où G = 0, c’est-à-dire au cas où F est totalement isotrope. Le cas où r = 1 est le lemme
2.3.8. On raisonne ensuite par récurrence sur r : si F1 = 〈e2, . . . ,er 〉, alors soit H1 un sup-
plémentaire de F1 dans F⊥

1 contenant e1, donc F⊥
1 = F1 ⊕H1 et B|H1 s’identifie à la forme

non dégénérée induite sur F⊥
1 /F1. On peut appliquer le lemme 2.3.8 au vecteur e1 ∈ H1,

donc il existe f1 ∈ H1 tel que (e1, f1) soit une base d’un plan hyperbolique P1, orthogonal
à e2, . . . ,er puisque H1 ⊂ F⊥

1 . On applique alors l’hypothèse de récurrence au sous-espace
totalement isotrope F1 de P⊥

1 .
L’extension des isométries se montre en étendant im f dans E′ de la même manière que

F.

2.4.2. Lemme. — Si B(x, x) = B(y, y) 6= 0, il existe une isométrie f telle que f (x) = y.

Démonstration. — Commençons par le cas d’une forme quadratique. De q(x+ y)+q(x−
y) = 2(q(x)+q(y)) = 4q(x), on déduit que l’un au moins des deux vecteurs x+ y et x− y est
non isotrope, disons par exemple x+y . Alors la symétrie hyperplane par rapport à (x+y)⊥
envoie x sur −y , et on la compose par − Id.

Le cas hermitien est similaire : on peut supposer par exemple que x + y n’est pas iso-
trope, et on cherche une quasi-symétrie par rapport à (x + y)⊥,

s(z) = z + (α−1)
B(x + y, z)

B(x + y, x + y)
(x + y),

avec ᾱα= 1. Le bon choix est

α= 1− B(x + y, x + y)

B(x + y, x)
=−B(x + y, y)

B(x + y, x)
=−B(x + y, x)

B(x + y, x)

qui satisfait manifestement ᾱα= 1.

2.4.3. Théorème (Witt). — Soient deux espaces isométriques, (E,B) et (E′,B′). Soit F un
sous-espace de E et u : F → E′ une isométrie. Alors il existe une isométrie v : E → E′ telle
que v |F = u.

Démonstration. — Par le lemme 2.4.1, on est ramené au cas où F est non isotrope.
Dans le cas d’une forme alternée, le résultat est alors immédiat en complétant F et u(F)

par des sommes de plans hyperboliques.
Dans le cas d’une forme quadratique ou hermitienne, le cas où dimF = 1 est fourni par

le lemme 2.4.2. En général, on raisonne par récurrence sur dimF : si dimF Ê 2, on peut

décomposer F = F1
⊥⊕F2 avec F1 et F2 non isotropes ; par l’hypothèse de récurrence, u|F1
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se prolonge en une isométrie v1 : E → E′, donc en particulier v1|F⊥
1

: F⊥
1 → u(F1)⊥ est une

isométrie ; on applique alors à nouveau l’hypothèse de récurrence à u|F2 : F2 → u(F1)⊥
pour le prolonger en une isométrie v2 : F⊥

1 → u(F1)⊥. On prend alors v = u|F1 ⊕ v2 : F1 ⊕
F⊥

1 → E′ = u(F1)⊕u(F1)⊥.

2.4.4. Corollaire. — 1° Si F et G sont des sous-espaces isométriques de E, alors F⊥ et G⊥
sont isométriques.

2° Tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux ont même dimension ν, appelée
l’indice de B.

3° La dimension d’un sous-espace hyperbolique maximal est 2ν ; si H est un sous-espace

hyperbolique maximal, alors E = H
⊥⊕G, avec G anisotrope.

4° Deux formes quadratiques ou hermitiennes sont équivalentes si et seulement si elles
ont même indice et leurs restrictions à G et G′ sont équivalentes.

Démonstration. — On prouve la deuxième assertion. Si F et F′ sont totalement isotropes
et dimF < dimF′, alors n’importe quel morphisme injectif u : F → F′ est une isométrie,
donc s’étend en une isométrie v de E. Donc F ( v−1(F′) qui est aussi totalement isotrope,
donc F n’était pas maximal. Il en résulte que tous les sous-espaces totalement isotropes
maximaux ont même dimension.

Les autres assertions sont immédiates à partir du théorème de Witt.

On notera qu’au vu de la troisième condition, il faut que νÉ 1
2 dimE.

Dans le cas d’une forme quadratique sur R, de signature (p, q), on voit que l’indice est
inf(p, q), donc la signature est bien un invariant de la forme quadratique. La même chose
est vraie des formes hermitiennes sur C.

2.5. Le groupe symplectique

Dans cette section, E est muni d’une forme alternée, et on étudie le groupe symplec-
tique Sp(E). Remarquons que si dimE = 2, alors dans une base hyperbolique de E on a
B((x1, x2), (y1, y2)) = x1 y2−x2 y1. Un morphisme u de E multiplie B par detu, d’où il résulte

Sp(1,K) = SL(2,K). (23)

Soit une transvection τ(x) = x + f (x)a, où f ∈ E∗ et a ∈ ker f . Alors

B(x + f (x)a, y + f (y)a)−B(x, y) = B(a, x f (y)− y f (x)).

Quand x et y décrivent E, alors x f (y)− y f (x) décrit ker f , donc τ ∈ Sp(E) si et seulement si
a ∈ (ker f )⊥, ce qui signifie f (x) = λB(a, x) pour un λ ∈K. On déduit que les transvections
symplectiques sont de la forme

τ(x) = x +λB(a, x)a, a ∈ E,λ ∈K.

2.5.1. Théorème. — Les transvections symplectiques engendrent Sp(E).

Puisque les transvections sont de déterminant 1, il en résulte :

2.5.2. Corollaire. — On a l’inclusion Sp(E) ⊂ SL(E).

On verra en § 3.4 une démonstration plus directe de ce corollaire.
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Démonstration du théorème. — La démonstration se fait par récurrence sur la dimen-
sion, et est une conséquence immédiate du :

2.5.3. Lemme. — Si P = 〈x1, x2〉 et Q = 〈y1, y2〉 sont deux plans hyperboliques (B(x1, x2) =
B(y1, y2) = 1), alors il existe un produit de transvections symplectiques envoyant xi sur yi .

Démontrons donc le lemme. Dans un premier temps, observons que si B(x1, y1) 6= 0,
alors on peut envoyer x1 sur y1 par la transvection symplectique

τ(x) = x − B(y1 −x1, x)

B(x1, y1)
(y1 −x1).

Si B(x1, y1) = 0, en passant par un z tel que B(x1, z) 6= 0 et B(y1, z) 6= 0, on déduit qu’un
produit de 2 transvections symplectiques envoie x1 sur y1.

Dans tous les cas, on a trouvé un produit de transvections envoyant x1 sur y1, donc on
est ramené au cas où x1 = y1 ; on veut donc envoyer x2 sur y2 en laissant x1 fixe. À nouveau,
la situation est plus simple si B(x2, y2) 6= 0 : alors la transvection

τ(x) = x − B(y2 −x2, x)

B(x2, y2)
(y2 −x2)

convient, car B(y2−x2, x1) = B(y2, y1)−B(x2, x1) = 0. Si B(x2, y2) = 0, alors il faut à nouveau
passer par un intermédiaire z, tel que B(x2, z) 6= 0, B(y2, z) 6= 0, mais aussi (pour fixer x1),
B(x1, z − x2) = 0 et B(x1, z − y2) = 0, ce qui revient à B(x1, z) = 1. Mais z = x1 + y2 satisfait
toutes ces conditions.

Puisque pour toute droite D, il existe une transvection symplectique de droite D, le
centre de Sp(n,K) est réduit aux homothéties de Sp(n,K), à savoir {± Id}. On considère
donc le groupe projectif associé, à savoir le quotient

PSp(n,K) = Sp(n,K)/±1.

On énonce alors les deux théorèmes essentiels :

2.5.4. Théorème. — On a D(Sp(n,K)) = Sp(n,K), sauf si n = 1 etK= F2,F3, ou bien si n = 2
etK= F2.

2.5.5. Théorème. — Le groupe PSp(n,K) est simple, sauf si n = 1 etK= F2 ou F3, ou si n = 2
etK= F2.

Le nouveau cas exceptionnel ici (par rapport aux groupes SL) est celui de Sp(2,F2). On
peut montrer que PSp(2,F2) ' S6.

Démonstration du théorème 2.5.4. — Le cas n = 1 résulte de (23) et des résultats sur le
groupe SL.

Si n Ê 2, donc dimE Ê 4, écrivons E = P ⊕P⊥ pour un plan hyperbolique P ; par le cas
n = 1, les transvections de P sont des commutateurs (sauf si K= F2,F3), donc D(Sp(n,K))
contient les transvections symplectiques de droite contenue dans P, et par conjugaison
toutes les transvections : donc D(Sp(n,K)) = Sp(n,K).

Si K = F3 et n Ê 2, en regardant une décomposition E = P1
⊥⊕P2

⊥⊕Q, on se ramène au
cas E = P1 ⊕P2, c’est-à-dire à Sp(2,F3). De même, le cas Sp(n,F2) pour n Ê 3 se ramène à
Sp(3,F2). Ces deux cas spéciaux se font à la main de la manière suivante.
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Commençons par Sp(2,F3). Il suffit de trouver deux éléments U,V ∈ Sp(2,F3) dont le
commutateur est une transvection. Dans une base où la forme symplectique est donnée
par (21), on choisit

U =
(

At 0
0 A−1

)
, V =

(
I2 B
0 I2

)
.

D’après (22), les matrices U et V sont symplectiques, pourvu que B soit symétrique. Leur
commutateur est

UVU−1V−1 =
(
I2 B−ABAt

0 I2

)
.

C’est une transvection si B−ABAt est de rang 1, ce qui se produit pour le choix

A =
(
1 1
0 1

)
, B =

(
0 1
1 0

)
.

Le cas de Sp(2,F3) se traite de manière similaire, en posant

A =
1 1 0

0 0 1
1 0 0

 , B =
1 0 1

0 1 1
1 1 1

 .

Démonstration du théorème 2.5.5. — Ce théorème se déduit du théorème 2.5.4, comme
dans le cas des groupes PSL, par la méthode d’Iwasawa, en considérant l’action du groupe
sur l’espace projectif KP2n−1. Nous disposons en effet pour chaque droite x ∈KP2n−1 du
groupe abélien (isomorphe à K) des transvections symplectiques de droite x, et la seule
hypothèse restant à vérifier pour appliquer le théorème 2.1.10 est que l’action soit primi-
tive.

On a vu qu’un groupe agissant de manière 2-transitive sur un ensemble agit primitive-
ment, mais Sp(n,K) n’agit pas 2-transitivement sur X =KP2n−1. En effet, d’après le théo-
rème de Witt, le groupe Sp(n,K) a trois orbites sur X×X, à savoir

1° la diagonale ∆= {x = y} ;

2° l’orbite O1 des couples de droites (x, y) engendrant un plan hyperbolique ;

3° l’orbite O2 des couples de droites (x, y) engendrant un plan isotrope.

Pour montrer que l’action est primitive, on doit montrer que le stabilisateur Gx d’un point
x ∈ X est maximal. Supposons donc Gx (H ⊂ G.

Observons que si g Hx ∩ g ′Hx 6= ; alors il existe h,h′ ∈ H tels que g hx = g ′h′x, donc
h−1g−1g ′h′ ∈ Gx donc g−1g ′ ∈ H, ce qui implique g Hx = g ′Hx. Ainsi la collection des
(g Hx)g∈G réalise une partition de X, qui est G-invariante (l’action de G envoie orbite sur
orbite).

Montrons qu’une telle partition est nécessairement triviale (il en résulte Hx = X, d’où
G = H et l’action est primitive). Le graphe G de la partition est l’ensemble des couples
(y, z) ∈ X×X tels que y et z soient dans la même classe. Ce graphe est invariant sous l’action
de Sp(n,K), il est donc une réunion d’orbites de G dans X ×X, et il contient toujours la
diagonale ∆. Le cas d’une partition triviale correspond à G =∆ ou G = X×X. Si la partition
n’est pas triviale, on a donc G = ∆∪O1 ou ∆∪O2. Le premier cas correspond à dire que
y et z sont dans une même classe s’ils engendrent un plan hyperbolique, c’est-à-dire si
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B(y, z) 6= 0. Mais si B(y, z) = 0 alors il existe t tel que B(y, t ) 6= 0 et B(t , z) 6= 0, donc y et z
sont aussi dans la même classe, contradiction avec l’hypothèse G =∆∪O1. Le second cas
est écarté de la même manière.

2.5.6. Remarque. — On a implicitement utilisé la caractérisation suivante d’une action
primitive : l’action de G sur X est primitive si et seulement si toute relation d’équivalence
G-invariante sur X est triviale.

2.6. Le groupe orthogonal

On étudie ici quelques propriétés de base du groupe orthogonal.

2.6.1. La dimension 2. — Si dimE = 2, alors, à une constante multiplicative près, toute
forme quadratique s’écrit

q(x) = x2
1 +Dx2

2 .

Il y a cas deux cas, suivant que le discriminant de q est égal on non à −1 dans K∗/(K∗)2,
c’est-à-dire suivant que −D est un carré ou non dansK. Dans les deux cas, on écrit O(q) =
SO(q)∪O−(q), où O−(q) consiste des transformations orthogonales de déterminant −1, et
on donne une description complète des deux morceaux.

Dans le cas où −D est un carré, alors la forme q admet des vecteurs isotropes, et donc
E est un plan hyperbolique pour q : il existe une base (e1,e2) de E dans laquelle

q(x1, x2) = 2x1x2.

Les droites engendrées par e1 et e2 étant les seules directions isotropes, elles sont ou bien
préservées, ou bien échangées par un élément du groupe orthogonal O(q). On en déduit
que les éléments de O(q) sont de la forme (λ 0

0 λ−1 ) ou ( 0 λ−1

λ 0
), pour λ ∈K∗. Compte tenu de

leur déterminant, il résulte finalement

SO(q) = {
(λ 0

0 λ−1 ),λ ∈K∗}
, O−(q) = {

( 0 λ−1

λ 0
),λ ∈K∗}

.

Les transformations de O−(q) sont toutes des symétries (par rapport à la droite engendrée
par e1 +λe2). Le groupe SO(q) est abélien.

Exemple. — On a SO(1,1) 'R∗ et SO(2,C) 'C∗.

Dans le second cas où−D n’est pas un carré, alors la forme q est anisotrope, et on vérifie
par un calcul direct que SO(q) et O−(q) sont décrits par :

SO(q) = {( a −cD
c a ), a2 + c2D = 1}, O−(q) = {( a cD

c −a ), a2 + c2D = 1}.

À nouveau, le groupe SO(q) est abélien, et O−(q) est constitué de symétries. (1)

1. Anticipant sur le cours d’Algèbre 2, le groupe O(q) s’interprète simplement en terme du corps de rupture de
q , à savoirK[

p−D] 'K⊕p−DK : la forme quadratique q fournit une norme N surK[
p−D] satisfaisant N(x y) =

N(x)N(y), SO(q) est le groupe des unités pour cette norme, et O(q) est engendré par SO(q) et la conjugaison de
Galois. Dans le cas réel, ce corps est C, le groupe des unités est le cercle (les rotations), la conjugaison de Galois
la conjugaison complexe.



50 CHAPITRE 2. GROUPES CLASSIQUES

2.6.2. Centre et générateurs. — Rappelons que si D est une droite non isotrope, on dis-
pose d’une symétrie orthogonale sD par rapport à D⊥. De même, si P est un plan non
isotrope, alors E = P⊕P⊥, et le renversement rP par rapport à P⊥, défini par rP = (−1)⊕1,
est aussi une transformation orthogonale, élément de SO(q).

Si u ∈ O(q), il est immédiat que usDu−1 = su(D) et urPu−1 = ru(P).

2.6.3. Proposition. — Le centre de O(q) est {± Id}, et si dimE Ê 3 le centre de SO(q) est
trivial si dimE est impaire, {± Id} si dimE est paire.

Démonstration. — Si u ∈ Z(O(q)), alors usDu−1 = sD pour toute symétrie sD, donc u pré-
serve aussi les droites non isotropes. Mais pour montrer que u est une homothétie, il faut
montrer que u préserve aussi les droites isotropes, et on va procéder différemment en trai-
tant à la fois le cas du centre de O(q) et de SO(q).

Si dimE = 2, la description explicite de O(q) vue en § 2.6.1 donne le résultat. On peut
donc supposer dimE Ê 3.

Si u ∈ O(q) commute aux éléments de SO(q), alors urPu−1 = rP pour tout plan non
isotrope P, donc u préserve les plans non isotropes. Pour montrer qu’il préserve toutes les
droites, il suffit de montrer que toute droite est intersection de deux plans non isotropes.

Soit donc une droite D =Kx. Si D est non isotrope, alors E = D⊕D⊥, donc en prenant
deux éléments y et z d’une base orthogonale de D⊥, les plans P = D⊕Ky et Q = D⊕Kz
conviennent. Si D est isotrope, on inclut D dans un plan hyperbolique P, et on complète x
en une base hyperbolique (x, y) de P. Puisque E = P⊕P⊥, on peut choisir z ∈ P⊥ non nul.
Alors Q = D⊕K(y + z) est encore un plan hyperbolique et D = P∩Q.

Le quotient de SO(q) par son centre est le groupe projectif orthogonal :

PSO(E) = SO(E)/Z(SO(E)).

2.6.4. Théorème. — Les symétriques hyperplanes engendrent O(q).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension. Soit u ∈ O(q), x1 ∈ E non
isotrope, et x2 = u(x1). Puisque q(x1+x2)+q(x1−x2) = 4q(x1) 6= 0, l’un au moins des deux
éléments x1 +x2 et x1 −x2 est non isotrope :

– si x1 −x2 est non isotrope, alors sx1−x2 (x1) = x2 donc sx1−x2 u(x1) = x1 ;
– si x1 +x2 est non isotrope, alors sx2 sx1+x2 = sx2 (−x2) = x2 donc sx1+x2 sx2 u(x1) = x1.

Dans les deux cas, on est ramené au cas où u fixe un vecteur non isotrope x1, et on ap-
plique l’hypothèse de récurrence dans x⊥

1 .

2.6.5. Remarque. — Cette démonstration montre que toute isométrie est produit d’au
plus 2n symétries (n = dimE). Le théorème de Cartan-Dieudonné affirme qu’il suffit d’au
plus n symétries.

2.6.6. Théorème. — Les renversements engendrent SO(q) si dimE Ê 3.

Démonstration. — Par le théorème précédent, tout élément de SO(q) est produit d’un
nombre pair de symétries. Il suffit donc de montrer qu’un produit sx1 sx2 de deux symétries
est toujours un produit de renversements.

Si dimE = 3, alors sx1 sx2 = (−sx1 )(−sx2 ), et l’opposé d’une symétrie est un renversement,
d’où le résultat.
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Si dimE > 3, on peut supposer x1 et x2 non colinéaires (et bien sûr non isotropes), po-
sons L = 〈x1, x2〉, alors dimL∩L⊥ É 1 donc, par le lemme 2.4.1, il existe L′ ⊃ L de dimension
3, tel que L′∩L′⊥ = 0. Alors sx1 sx2 agit par l’identité sur L′⊥, donc n’agit non trivialement
que sur L′, de dimension 3. On est ainsi ramené à la dimension 3 : sur L′, c’est le produit
des renversements −sx1 |L′ et −sx2 |L′ ; on obtient alors sx1 sx2 comme produit de leurs ex-
tensions sur E par l’identité sur L′⊥, qui sont encore des renversements.

La question de la simplicité du groupe orthogonal est beaucoup plus compliquée que
pour le groupe symplectique, et on ne la traitera pas dans ce cours. Il y a deux cas :

– si ν(q) = 0, c’est-à-dire la forme q est anisotrope, il n’y a pas de résultat général ; dans
le cas particulier K = R, on montre que PSO(n,R) est simple dès que n = 3 ou n Ê 5
(cf. livre de Perrin), alors que PSO(4,R) n’est pas simple (2), voir § 2.8 ;

– siν(q) > 0, c’est-à-dire q a des vecteurs isotropes, on montre que pour n Ê 5 le groupe
P(D(SO(q))) est simple (cf. Dieudonné).

Exemple. — Le groupe SO(1,n) agit sur Rn+1, sur lequel on choisit des coordonnées
(x0, . . . , xn) dans lequel la forme quadratique s’écrit

x2
0 −x2

1 −·· ·−x2
n .

Le groupe laisse globalement invariante la quadrique {q(x) = 1}. Or celle-ci a deux com-
posantes connexes, {x0 > 0} et {x0 < 0}. On peut montrer que SO(1,n) a deux composantes
connexes, d’une part le sous-groupe SOo(1,n) qui préserve chaque composante connexe,
d’autre part les transformations qui les échangent. Il est clair que D(SO(1,n)) ⊂ SOo(1,n),
en fait on peut montrer qu’il y a égalité, et que SOo(1,n) est simple sauf pour n = 1. (3)

2.7. Le groupe unitaire

Rappelons que dans ce cas, le corps K, qu’on supposera de caractéristique différente
de 2, est muni d’une involution σ(x) = x̄, de sorte que K = K0 ⊕ IK0, où Ī = −I et I2 ∈ K0.
Nos deux exemples standards sont C et Fp2 .

2.7.1. Proposition. — Supposons dimE = 2 et E hyperbolique pour la forme hermitienne
h. Alors SU(2,E) ' SL(2,K0).

Exemples. — On a donc SU(1,1) ' SL(2,R) et SU(2,Fp2 ) ' SL(2,Fp ).

Démonstration. — Dans une base hyperbolique la matrice de la forme hermitienne est
H = ( 0 1

1 0 ). Alors u = ( a b
c d ) ∈ SU(2,K) si detu = 1 et ūt Au = A, qui mène aux équations

ad −bc = 1, ac̄ + āc = 0, bc̄ + ād = 1, bd̄ + b̄d = 0.

2. Ce fait fondamental est à l’origine de propriétés spéciales importantes de la topologie et de la géométrie de
dimension 4.

3. Le groupe SOo (1,n) est le groupe de la géométrie hyperbolique, il agit sur la quadrique {q(x) = 1} qui est
un modèle de l’espace hyperbolique de dimension n.
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Cela se résoud en ā = a, d̄ = d , c̄ =−c, d̄ =−d et ad −bc = 1. On obtient a,d , Ib, Ic ∈K0 et
ad −bc = 1, soit encore v = ( a Ib

I−1c d
) ∈ SL(2,K0). On vérifie que l’application u 7→ v est bien

un morphisme de groupes. (4)

2.7.2. Produit scalaire hermitien. — Dans cette section uniquement, on se place sur
K=C, et on regarde une forme hermitienne définie positive sur E, c’est-à-dire satisfaisant
h(x) Ê 0, avec égalité si et seulement si x = 0. Une telle forme est un produit scalaire her-
mitien. Comme on a vu, il existe alors une base orthonormale, c’est-à-dire dans laquelle
la forme s’écrit

h(x) = |x1|2 +·· ·+ |xn |2.

Dans ce cas, les éléments du groupe U(h) jouissent d’une réduction particulièrement
simple, similaire à celle, vue en classe préparatoire, des endomorphismes orthogonaux
pour un produit scalaire euclidien défini positif.

Un endomorphisme u de E admet toujours un adjoint u∗, défini par

B(x,u(y)) = B(u∗(x), y)

pour tous x, y ∈ E. Dans une base orthonormale, si u a pour matrice A, alors u∗ a pour
matrice A∗ = Āt . Ainsi u ∈ U(h) si A∗A = Id.

Plus généralement, on dit que u est normal si u∗u = uu∗. Cette notion inclut à la
fois les endomorphismes unitaires, les endomorphismes autoadoints (u∗ = u) et anti-
autoadjoints (u∗ =−u).

2.7.3. Proposition. — Tout endomorphisme normal pour un produit scalaire hermitien se
diagonalise dans une base orthonormée.

Les valeurs propres doivent être de module 1 pour les endomorphismes unitaires,
réelles pour les endomorphismes autoadjoints, et imaginaires pures pour les endomor-
phismes anti-autoadjoints.

En particulier, si l’on dispose d’une seconde forme hermitienne h′, alors on peut
définir un endomorphisme de E par h′(x, y) = h(x,u(y)). Puisque h(x, y) = h(y, x), on
a aussi h′(x, y) = h(u(x), y), et il en résulte u∗ = u. Donc u se diagonalise en une base
h-orthonormée, ce qui signifie que dans cette base, la forme h′ a une matrice diagonale :

h′ =

λ1

. . .
λn

 , λi ∈R.

Bien sûr la seconde forme h′ est définie positive si les coefficients λi sont strictement po-
sitifs.

4. On peut décrire plus intrinsèquement le morphisme SL(2,K0) → SU(2,E). Soit K considéré comme K0-
espace vectoriel de dimension 2, et E = EndK0 K ; E s’identifie à K2 par (a,b) ∈ K2 7→ a +σ ◦ b ∈ E, et devient
ainsi un K-espace vectoriel, où la multiplication par I s’identifie à la composition à droite par I. Le déterminant
det : E → K0 s’écrit det(a,b) = āa − b̄b, donc est une forme hermitienne sur E, hyperbolique. Donc on dispose
d’un morphisme SL(2,K0) → SU(2,E) en envoyant un morphisme u ∈ SL(2,K0) sur le morphisme de E donné
par v 7→ u ◦ v .
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Démonstration. — Soit u un endomorphisme normal de E. Soit λ une valeur propre de u
et Eλ l’espace propre associé. Si x ∈ Eλ, alors uu∗x = u∗ux = λu∗x, donc u∗x ∈ Eλ. Ainsi
u∗(Eλ) ⊂ Eλ. On en déduit que si y ⊥ Eλ et x ∈ Eλ, alors B(uy, x) = B(y,u∗x) = 0, donc
on a u(E⊥

λ
) ⊂ E⊥

λ
. Une récurrence montre alors que E est somme directe orthogonale des

espaces propres de u.

2.7.4. Propriétés des groupes unitaires. — Dans cette dernière partie, on revient au cas
général d’un corps généralK et on énonce sans démonstration les propriétés de base d’un
groupe unitaire sur le corpsK.

Centre : Le centre de U(q) est constitué des homothéties de rapport λ tel que λ̄λ = 1.
Le centre de SU(q) est constitué des homothéties de rapport satisfaisant en outre
λn = 1. On notera

PSU(q) = SU(q)/Z(SU(q)).

Générateurs : Les quasi-symétries engendrent le groupe unitaire U(E).

Simplicité : Si la forme hermitienne h est d’indice non nul, alors PSU(n,K) est simple,
à l’exception du groupe PSU(2,F9) ' PSL(2,F3). Si l’indice est nul, donc la forme
anisotrope, il n’y a pas de résultat général. Néanmoins PSU(n,C) est simple dès que
n Ê 2 : en fait, comme on le verra en § 2.8, PSU(2,C) ' SO(3,R) qui est simple, et
l’énoncé pour n > 2 s’en déduit.

Les énoncés sur le centre et les générateurs se démontrent de manière similaire à celui
du cas orthogonal. Le résultat de simplicité dans le cas d’indice non nul vient de l’existence
de transvections unitaires par rapport aux droites isotropes, qui permet grosso modo d’ap-
pliquer la méthode d’Iwasawa à l’action du groupe PSU(h) sur l’espace des droites iso-
tropes. On renvoie au livre de Dieudonné pour les détails.

2.8. Quaternions

Le corps des quaternions, H, est un corps non commutatif, contenant comme sous-
corps R, et de dimension 4 comme espace vectoriel sur R. On peut le décrire comme une
algèbre de matrices 2×2 complexes :

H=
{(

α β

−β̄ ᾱ

)
,α,β ∈C

}
. (24)

L’addition et la multiplication dansH sont celles des matrices. Puisque le déterminant est
|α|2 +|β|2, seule la matrice nulle n’est pas inversible, et on obtient un corps.

On distingue les éléments particuliers suivants :

1 =
(
1 0
0 1

)
, i =

(
i 0
0 −i

)
, j =

(
0 1
−1 0

)
, k =

(
0 i
i 0

)
.

Les multiples réels de 1 fournissent le sous-corps R ⊂H. La famille (1, i , j ,k) est une base
deH vu comme espace vectoriel sur R. On observe que

i 2 = j 2 = k2 =−1, i j k =−1,
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relations desquelles on déduit aisément les autres multiplications des éléments de la base :

i j =− j i = k, j k =−k j = i , ki =−i k = j .

Un quaternion q = x0 +x1i +x2 j +x3k, où les x` ∈R, correspond à la matrice complexe
donnée par (α= x0 + i x1,β= x2 + i x3), et peut s’écrire aussi

q = α+β j .

Dans cette écriture, on fera attention que β et j ne commutent pas, en fait jβ = β̄ j . L’en-
semble {x0 + i x1, x0, x1 ∈ R} est un sous-corps de H isomorphe à C. Ce n’est pas le seul car
les rôles de i , j et k sont interchangeables dansH.

Le centre deH est R : en effet si q ∈ Z(H), écrivons q = α+β j , alors de qi = i q on déduit
β= 0, et de jα= ᾱ j = α j on déduit α ∈R.

Le conjugué d’un quaternion q = x0 +x1i +x2 j +x3k est

q̄ = x0 −x1i −x2 j −x3k.

La conjugaison a les propriétés suivantes, immédiatement vérifiables :

1° q1q2 = q̄2q̄1 ;

2° N(q) := qq̄ = q̄q = x2
0 +x2

1 +x2
2 +x2

3 ∈R, en particulier q−1 = q̄
N(q) .

Un quaternion est réel si et seulement si q̄ = q , imaginaire pur si q̄ = −q . L’ensemble
des quaternions imaginaires purs est ℑ(H) = {x1i + x2 j + x3k}. La partie réelle et la partie
imaginaire d’un quaternion sont respectivement q+q̄

2 ∈R et q−q̄
2 ∈ℑ(H).

Lemme. — La norme N :H∗ →R∗+ est un morphisme de groupes multiplicatifs. Son noyau
kerN = {q ∈H,N(q) = 1} est un groupe isomorphe à SU(2).

Démonstration. — On a

N(q1q2) = q̄2q̄1q1q2 = q̄2N(q1)q2 = N(q1)N(q2),

la dernière égalité étant vraie car N(q1) ∈R= Z(H).
La description matricielle (24) donne immédiatement l’interprétation du noyau

comme le groupe SU(2).

Bien sûr N s’identifie à la norme euclidienne usuelle dans H = R4, et donc le groupe
SU(2) est homéomorphe à la sphère de R4.

Soit q un quaternion tel que N(q) = 1, considérons la conjugaison

φq :H−→H, x 7−→ qxq−1.

(En exercice, le lecteur pourra montrer que tous les automorphismes du corps H sont de
ce type). Alors

φq (x) = qx̄q−1,

donc φq préserve la décompositionH=R⊕ℑH. En outre,

N(φq (x)) = qxq−1qx̄q−1 = N(x),

donc φq agit par isométries. En restreignant φq à ℑH, on obtient ainsi un morphisme de
groupes

φ : SU(2) −→ O(3), défini par φ(q) =φq |ℑH.
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Comme le groupe SU(2), homéomorphe à la sphère de R4, est connexe, l’image de φ est
connexe donc incluse dans SO(3).

2.8.1. Théorème. — Le morphisme φ ainsi défini satisfait :

1 −→ {±1} −→ SU(2)
φ−→ SO(3) −→ 1.

Par conséquent, SO(3) ' SU(2)/{±1} = PSU(2).

Démonstration. — Le noyau de φ est constitué des quaternions q de norme 1 tels que
qxq−1 = x pour tout x ∈ ℑH, soit qx = xq pour tout x ∈ ℑH. Comme c’est toujours vrai
pour x ∈R, cela implique qx = xq pour tout x ∈H, donc q ∈ Z(H) =R. Donc q =±1.

Soit q ∈ℑH tel que qq̄ = 1, alors q2 =−1, et

φq (q) = q,

φ2
q (x) = q2xq−2 = x pour x ∈ℑH,

donc φq ne peut être que le renversement d’axe Rq ⊂ℑH. Donc l’image de φ contient les
renversements, et donc est surjective par le théorème 2.6.6.

L’isomorphisme entre PSU(2) et SO(3) a été montré en trouvant, grâce aux quaternions,
une action de SU(2) sur R3. On peut aussi regarder l’action de SU(2)×SU(2) sur R4 = H,
définie en associant à un couple de quaternions (q1, q2), chacun de norme 1, le morphisme

ψq1,q2 (x) = q1xq̄2 = q1xq−1
2 .

2.8.2. Théorème. — 1° On obtient ainsi une suite exacte

1 −→ {±1} −→ SU(2)×SU(2)
ψ−→ SO(4) −→ 1,

donc SO(4) ' SU(2)×SU(2)/±1.
2° On a un isomorphisme PSO(4) ' SO(3)×SO(3).

En particulier PSO(4) n’est pas simple.

Démonstration. — 1° À nouveau, on a N(φq1,q2 (x)) = q1xq−1
2 q2x̄q−1

1 = N(x) donc l’image
de ψ est bien contenue dans O(4,R), et donc par connexité de l’image dans SO(4,R).

Le noyau est constitué des (q1, q2) tels que q1xq−1
2 = x pour tout x ∈H donc q1x = xq2.

Faisant x = 1 on déduit q1 = q2, forcément élément de Z(H), donc q1 = q2 =±1.
Pour montrer queψ est surjective, on prend u ∈ SO(4,R), donc u(1) = q tel que N(q) = 1.

Alors ψq̄ ,1 ◦u(1) = q̄q1 = 1, donc ψq̄ ,1 ◦u ∈ SO(3,R), donc par le théorème précédent, il
existe q ′ tel que ψq̄ ,1 ◦u =ψq ′,q ′ .

2° En composant ψ par la projection sur PSO(4), on obtient un morphisme

ψ̃ : SU(2)×SU(2) −→ PSO(4).

Ce morphisme est surjectif, puisque ψ est surjectif. Son noyau est constitué des (q1, q2)
tels que q1x = εxq2 pour tout x ∈ H, où ε = ±1. Pour ε = 1 on récupère le noyau de ψ,
pour ε = −1 on obtient (faisant x = −1) q2 = −q1 puis q1x = xq1 pour tout x ∈ H, donc
q1 = ±1, ce qui rajoute au noyau les éléments (1,−1) et (−1,1). Finalement le noyau de ψ̃
est constitué des quatre éléments (±1,±1), donc

PSO(4) ' SU(2)×SU(2)/(Z/2Z×Z/2Z) ' PSU(2)×PSU(2).
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CHAPITRE 3

ALGÈBRE TENSORIELLE

3.1. Produit tensoriel

3.1.1. Construction du produit tensoriel. — Soient V et W deux K-espaces vectoriels.
Un produit tensoriel de V et W est la donnée d’un espace vectoriel T et d’une application
bilinéaire t : V ×W → T, satisfaisant la propriété universelle suivante : si f : V ×W → E
est une application bilinéaire, alors il existe une unique application linéaire f̂ : T → E qui
factorise f par T, c’est-à-dire telle que f = f̂ ◦t . Cela se traduit par le fait que le diagramme
suivant soit commutatif :

V ×W E

T

f

t
f̂

Une telle paire (T, t ) est nécessairement unique, à unique isomorphisme près, au sens sui-
vant :

3.1.2. Théorème (Existence et unicité). — Étant donné deux K-espaces vectoriels V et W,
il existe un produit tensoriel (T, t ) de V et W, unique au sens suivant : si (T, t ) et (T′, t ′) sont
des produits tensoriels de V et W, alors ils sont isomorphes, c’est-à-dire qu’il existe un iso-
morphisme φ : T → T′, unique, tel que le diagramme suivant soit commutatif :

V ×W

T T′

t t ′

φ

On parle ainsi du produit tensoriel de V et W, noté V ⊗W. L’application bilinéaire t : V ×
W → V ⊗W est notée (v, w) 7→ v ⊗w. Un élément de V ⊗W de type v ⊗w est appelé tenseur
décomposé (ou tenseur pur) ; les tenseurs décomposés engendrent V ⊗W.
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Démonstration. — Commençons par l’unicité. On applique la propriété universelle pour
T à t ′ : V ×W → T′, pour déduire l’existence de φ : T → T′ unique telle que t ′ = φ ◦ t . La
propriété universelle pour T′ fabrique aussi ψ : T′ → T tel que t =ψ◦ t ′. Appliquant l’uni-
cité dans la propriété universelle à l’application bilinéaire t : V ×W → T, on déduit que
ψ◦φ= IdT. De manière analogue φ◦ψ= IdT′ .

Reste l’existence du produit tensoriel. Compte tenu de l’unicité, n’importe quelle
construction ferait l’affaire, en voici une. Soit K[V ×W] l’espace vectoriel engendré par
les symboles (v, w) pour v ∈ V et w ∈ W. Un élément de K[V ×W] est donc une somme
finie

∑
fv,w (v, w) pour des scalaires fv,w . L’application tautologique V × W → K[V × W]

donnée par (v, w) 7→ (v, w) n’est pas bilinéaire, mais elle va le devenir si on compose par la
projection sur un certain quotient K[V ×W]/S. Pour trouver S, écrivons les relations dont
nous avons besoin : pour v, v ′ ∈ V, w, w ′ ∈ W, λ,µ ∈ K, les quantités suivantes devraient
êtres nulles :

((λv +µv ′), w)−λ(v, w)−µ(v ′, w), (25)

(v,λw +µw ′)−λ(v, w)−µ(v, w ′). (26)

Il est donc naturel de définir S comme le sous-espace vectoriel de K[V ×W] engendré par
les expressions (25) et (26), et de définir

T =K[V ×W]/S.

On définit maintenant l’application bilinéaire t : V ×W → T en associant à (v, w) la classe
de (v, w) dans le quotient T. PuisqueK[V×W] est engendré par les éléments de type (v, w),
son quotient T est engendré par les éléments de type t ((v, w)), c’est-à-dire par les tenseurs
décomposés.

Pour montrer qu’on a ainsi obtenu le produit tensoriel de V et W, il reste à montrer la
propriété universelle : si on a une application bilinéaire f : V×W → E, alors on peut définir
une application linéaire g :K[V ×W] → E par g ((v, w)) = f (v, w). Puisque f est bilinéaire,
g s’annule sur le sous-espace S, et donc passe au quotient pour donner une application
linéaire f̂ : T → E. L’identité f = f̂ ◦ t est claire, et l’unicité de f̂ provient du fait que T est
engendré par les t ((v, w)), or l’image de t ((v, w)) par f̂ est déterminée, puisque ce doit être
f (v, w).

3.1.3. Corollaire. — Soient V, W et E des K-espaces vectoriels. Alors l’espace des applica-
tions bilinéaires V×W → E est isomorphe à Hom(V⊗W,E). En particulier, l’espace des formes
bilinéaires sur V ×W est isomorphe à (V ⊗W)∗.

On remarquera que l’espace des applications bilinéaires V×W → E est aussi isomorphe
à Hom(V,Hom(W,E)). Le corollaire s’écrit donc aussi

Hom(V,Hom(W,E)) ' Hom(V ⊗W,E). (27)

On exprime souvent cette propriété en disant le produit tensoriel par W est « adjoint » à
· 7→ Hom(W, ·).

Démonstration. — L’isomorphisme est obtenu en passant d’une application bilinéaire f :
V × W → E à f̂ ∈ Hom(V ⊗ W,E) par la propriété universelle. Dans l’autre direction, on
obtient f à partir de f̂ par restriction aux tenseurs décomposés.
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3.1.4. Proposition (Fonctorialité). — Si on a des applications linéaires f : V1 → V2 et g :
W1 → W2, alors il existe une et une seule application linéaire f ⊗g : V1 ⊗W1 → V2 ⊗W2 telle
que f ⊗ g (v ⊗w) = f (v)⊗ g (w) pour tous v, w.

En outre, ( f1 ⊗ g1)◦ ( f2 ⊗ g2) = ( f1 ◦ f2)⊗ (g1 ◦ g2).

Démonstration. — Il s’agit de compléter le diagramme commutatif :

V1 ×W1 V2 ×W2

V1 ⊗W1 V2 ⊗W2

f × g

t t ′

f ⊗ g

Il suffit d’appliquer la propriété universelle à t ′ ◦ ( f × g ).
La seconde assertion résulte de l’unicité de ( f1 f2)⊗ (g1g2) quand on applique la pro-

priété universelle, les détails sont laissés au lecteur.

3.1.5. Propriétés du produit tensoriel. — Soient V, W, Z desK-espaces vectoriels, alors

K⊗V
∼−→ V k ⊗ v 7−→ kv,

(V ⊕W)⊗Z
∼−→ (V ⊗Z)⊕ (W ⊗Z) (v +w)⊗ z 7−→ v ⊗ z +w ⊗ z,

V ⊗W
∼−→ W ⊗V v ⊗w 7−→ w ⊗ v,

V ⊗ (W ⊗Z)
∼−→ (V ⊗W)⊗Z v ⊗ (w ⊗ z) 7−→ (v ⊗w)⊗ z.

Comme conséquence de ces propriétés, on obtient en particulier que si (vi ) et (w j )
sont des bases de V et W, alors (vi ⊗w j ) est une base de V ⊗W. En effet, on a V = ⊕iKvi

et W = ⊕ jKw j , et K⊗K = K. Développant par rapport aux sommes, on obtient V ⊗W =
⊕i , jKvi ⊗w j . En particulier,

dimV ⊗W = (dimV)(dimW).

Démonstration. — Dans le premier cas, l’application K×V → V donnée par (k, v) 7→ kv
est bilinéaire, donc il y a une application induiteK⊗V → V, c’est elle qui est notée k ⊗v 7→
kv . L’inverse est v 7→ 1⊗ v , d’où l’isomorphisme.

Les autres cas sont similaires. Attention à l’abus de notation, par exemple dans le troi-
sème cas, l’application bilinéaire V ×W → W ⊗V donnée par (v, w) 7→ w ⊗ v fournit, par la
propriété universelle, une application V ⊗W → W ⊗V qui est notée abusivement v ⊗w 7→
w ⊗v , alors qu’il y a dans V⊗W des tenseurs qui ne s’écrivent pas sous la forme v ⊗w .

Exemples. — 1° Il y a une application linéaire

f : V∗⊗W −→ Hom(V,W), α⊗w 7−→ (v 7→ α(v)w).

Cette application, toujours injective, est un isomorphisme si dimV <∞. En effet, dans ce
cas, on peut choisir une base (ei ) de V, et soit (e i ) sa base duale, alors l’inverse est fourni
pour u ∈ Hom(V,W) par la formule

f −1(u) =∑
i

e i ⊗u(ei ).

Cette formule n’a de sens que pour une somme finie.
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2° Le produit tensorielK[X]⊗K[Y] 'K[X,Y], par l’isomorphisme Xi ⊗Y j 7→ Xi Y j .
3° On peut définir plus généralement le produit tensoriel de modules sur un anneau

commutatif A. La construction est la même que sur un corps K, mais son comportement
est plus compliqué. Si A = Z, alors les A-modules sont des groupes abéliens, et on a par
exemple Zk ⊗Zl = Zkl , mais pourquoi Z/nZ⊗Q = 0, Z/3Z⊗Z/2Z = 0, et Z/3Z⊗Z/3Z =
Z/3Z ?

4° Extension des scalaires. Si on a un corps L⊃K, et V est un K-espace vectoriel, alors
puisque L est unK-espace vectoriel, on peut former

VL = V ⊗K L.

On peut donner à VL une structure de L-espace vectoriel de la manière suivante : si ` ∈
L, alors la multiplication m` par ` est un endomorphisme K-linéaire de L, donc on peut
définir la multiplication par ` sur VL comme 1⊗m`. Les propriétés de L-espace vectoriel
sont immédiates. On dit que VL est obtenu à partir de V par extension des scalaires deK à
L.

Par exemple, si K = R et L = C, alors VC = V ⊗R C est la complexification de l’espace
vectoriel réel V. Un endomorphisme u ∈ EndR(V) s’étend en sa complexification uC = u ⊗
1 ∈ EndC(VC). Si u a une matrice A dans une base réelle (ei ) de V, alors uC a la même
matrice A dans la base complexe (ei ⊗1) de VC.

3.2. Algèbre tensorielle

On a vu dans la section précédente que (V1 ⊗ V2) ⊗ V3 et V1 ⊗ (V2 ⊗ V3) sont canoni-
quement isomorphes. Aussi notera-t-on généralement sans parenthèse V1 ⊗V2 ⊗V3. Par
récurrence, sont canoniquement équivalents tous les choix pour étendre cette définition
à un produit tensoriel

V1 ⊗V2 ⊗·· ·⊗Vn

de n espaces vectoriels.
Une autre manière familière de voir l’unicité est d’exprimer V1⊗·· ·⊗Vn et l’application

(v1, . . . , vn) 7→ v1 ⊗·· ·⊗ vn (28)

comme solution d’un problème universel. Une application n-linéaire V1×·· ·×Vn → E est
une application qui est linéaire par rapport à chacun des facteurs Vi .

3.2.1. Lemme. — L’application V1 ×·· ·×Vn → V1 ⊗·· ·⊗Vn définie par (28) est n-linéaire,
et elle est universelle pour cette propriété.

L’image de cette application est à nouveau constituée des tenseurs décomposés.

Démonstration. — Notons Multn(V1 ×·· ·×Vn ,E) l’espace des applications n-linéaires de
V1 ×·· ·×Vn vers E. On a clairement

Multn(V1 ×·· ·×Vn ,E) = Hom(V1,Multn−1(V2 ×·· ·×Vn ,E)).

Il s’agit de montrer que Hom(V1 ⊗·· ·⊗Vn ,E) = Multn(V1 ×·· ·×Vn ,E), où l’isomorphisme
est donné par la composition avec (28). On raisonne par récurrence sur n. En appliquant
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(27) on obtient

Hom(V1 ⊗·· ·⊗Vn ,E) = Hom(V1,Hom(V2 ⊗·· ·⊗Vn ,E))

= Hom(V1,Multn−1(V2 ×·· ·×Vn),E)

= Multn(V1 ×·· ·×Vn ,E).

De la même manière que pour le produit tensoriel, si on a des applications linéaires
fi : Vi → Wi alors on obtient une application linéaire unique

f1 ⊗·· ·⊗ fn : V1 ⊗·· ·⊗Vn −→ W1 ⊗·· ·⊗Wn

telle que sur les tenseurs décomposés

f1 ⊗·· ·⊗ fn(v1 ⊗·· ·⊗ vn) = f1(v1)⊗·· ·⊗ fn(vn).

3.2.2. Algèbre tensorielle. — Rappelons qu’une K-algèbre est un K-espace vectoriel A
muni d’un produit qui est une application bilinéaire A× A → A. Le produit doit être en
outre associatif, c’est-à-dire

(x y)z = x(y z) pour tous x, y, z ∈ A.

L’algèbre est graduée si elle est munie d’une décomposition d’espace vectoriel

A =⊕n∈NAn , telle que An ·Am ⊂ An+m .

Par exemple, l’algèbre K[X] des polynômes à une indéterminée est graduée par le de-
gré :K[X] =⊕KXn . L’algèbre des polynômes à plusieurs indéterminés A =K[X1, . . . ,Xp ] est
également graduée par les polynômes homogènes : An est le sous-espace des polynômes

homogènes de degré n, donc engendré par les Xi1
1 · · ·Xip

p pour i1 +·· ·+ ip = n.
Un élément x ∈ A est dit homogène s’il existe n tel que x ∈ An , et on dit alors que x est

de degré n. Un morphisme d’algèbres graduées est un morphisme d’algèbres f : A → B
qui préserve la graduation : f (An) ⊂ Bn . Un idéal homogène I ⊂ A est un idéal (bilatère)
engendré par des éléments homogènes, c’est-à-dire I =⊕nI∩An . Dans ce cas, le quotient
A/I est encore une algèbre graduée, A/I =⊕n An/(I∩An).

On définit les puissances tensorielles d’un espace vectoriel V par T0V =K, et pour n Ê 1

TnV = V ⊗V ⊗·· ·⊗V (n facteurs V).

L’algèbre tensorielle de V est définie par

TV =⊕n∈NTnV. (29)

Pour en faire une algèbre, nous devons définir un produit sur TV. Nous avons en effet un
produit

TnV ×TmV −→ Tn+mV, (v1 ⊗·· ·⊗ vn , vn+1 ⊗·· ·⊗ vn+m) 7−→ v1 ⊗·· ·⊗ vn+m .

Compte tenu des propriétés du produit tensoriel vues plus haut, ce produit est associatif
et fait de TV une algèbre, munie d’une unité puisque 1 ∈K= T0V ⊂ TV. La décomposition
(29) en fait une algèbre graduée. Noter la présence d’une injection canonique ι : V ,→ TV
puisque T1V s’identifie à V.

Si V a pour base (ei )i∈I, alors TV a pour base les ei1⊗·· ·⊗ein pour n ∈N et (i1, . . . , in) ∈ In .
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3.2.3. Proposition (Propriété universelle). — L’algèbre tensorielle TV satisfait la pro-
priété suivante : si f : V → A est une application linéaire vers une algèbre avec unité A,
alors il existe un morphisme d’algèbres, f̂ : TV → A, unique, tel que f = f̂ ◦ ι, c’est-à-dire le
diagramme suivant est commutatif :

V A

TV

f

ι
f̂

Démonstration. — La commutation dit

f̂ (v1 ⊗ v2 ⊗·· ·⊗ vn) = f (v1) f (v2) · · · f (vn).

La propriété universelle de TnV = V⊗n permet d’étendre cette formule en une application
linéaire unique f̂ : TnV → A. Reste à vérifier qu’on obtient ainsi un morphisme d’algèbres :
il suffit de le vérifier sur les tenseurs décomposés, qui engendrent TV, or

f̂ ((v1 ⊗·· ·⊗ vn)⊗ (vn+1 ⊗·· ·⊗ vn+m)) = f (v1) · · · f (vn) f (vn+1) · · · f (vn+m)

= f̂ (v1 ⊗·· ·⊗ vn) f̂ (vn+1 ⊗·· ·⊗ vn+m).

Comme dans tous les cas précédents, la propriété universelle implique la fonctorialité
de la construction : si on a un morphisme f : V → W, alors il y a un morphisme d’algèbres,
unique, T f : TV → TW, tel que le diagramme suivant soit commutatif :

V W

TV TW

f

ι ι

T f

Le morphisme T f n’est autre que ⊕Tn f . En outre, on a la propriété

T( f ◦ g ) = T f ◦Tg .

3.3. Algèbre extérieure

On a introduit dans la section précédente l’algèbre tensorielle TV = ⊕TnV, où TnV est
canoniquement le dual de Multn(Vn ,K) (les formes n-linéaires sur V). Dans cette section,
nous faisons une construction analogue pour l’espace Altn(V) des formes n-linéaires al-
ternées sur V, c’est-à-dire satisfaisant α(v1, . . . , vn) = 0 dès que deux des vecteurs (vi ) sont
égaux. Si carK 6= 2, cela est équivalent à ce que la forme n-linéaire soit antisymétrique,
c’est-à-dire satisfasse pour toute permutation σ ∈ Sn l’identité

α(vσ(1), . . . , vσ(n)) = ε(σ)α(v1, . . . , vn).
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L’algèbre extérieure ΛV, avec une inclusion ι : V ,→ ΛV, sera la solution du problème
universel pour les applications f : V → A de V vers une algèbre avec unité A, satisfaisant
l’identité

f (v)2 = 0. (30)

Compte tenu de la propriété universelle de l’algèbre TV, l’injection ι doit se factoriser via
TV ; en même temps, comme dans les cas précédents, ΛV sera engendrée par les images
des tenseurs purs, donc il est légitime de chercher ΛV comme quotient de TV,

ΛV = TV/I.

(Comme pour les anneaux, on peut définir le quotient d’une algèbre A par un idéal I, c’est-
à-dire un sous-espace vectoriel I ⊂ A satisfaisant AI ⊂ I et IA ⊂ I. On forme alors le quotient
comme espace vectoriel A/I et les propriétés AI ⊂ I et IA ⊂ A sont exactement ce qu’il faut
pour que la multiplication passe au quotient).

Il faut mettre dans l’idéal I tout ce dont on n’a pas besoin pour factoriser les applications
satisfaisant (30). Les éléments de la forme v ⊗ v sont de ce type, puisqu’ils sont envoyés
sur 0. Il est alors naturel de définir I ⊂ TV comme l’idéal engendré par les éléments de type
v ⊗v , pour v ∈ V, et l’algèbre extérieure commeΛV = TV/I. La composition de V ,→ TV →
TV/I fournit l’application ι : V →ΛV.

3.3.1. Proposition. — L’algèbre extérieure satisfait la propriété universelle suivante : si f :
V → A est un morphisme vers une algèbre avec unité, telle que f (v)2 = 0 pour tout v, alors f
se factorise de manière unique en f = f̂ ◦ ι, où f̂ :ΛV → A est un morphisme d’algèbres :

V A

ΛV

f

ι
f̂

Démonstration. — Par la propriété universelle de TV, on a une factorisation de f par
g : TV → A. Puisque g (v ⊗ v) = f (v)2 = 0, il faut que g s’annule sur l’idéal I donc g passe
au quotient pour fournir un morphisme d’algèbres f̂ : ΛV = TV/I → A. Il est manifeste-
ment unique puisque ΛV est engendrée par les tenseurs décomposés. La démonstration
se résume ainsi par le diagramme suivant :

V A

TV

ΛV

f

ι

g

f̂
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Comme conséquence de la propriété universelle, ou conséquence du même énoncé
pour le produit tensoriel, on obtient :

3.3.2. Proposition. — Si f : V → W est un morphisme, alors il induit un morphisme d’al-
gèbres Λ f :ΛV →ΛW, tel que ιW ◦ f =Λ f ◦ ιV . En outre, Λ( f ◦ g ) =Λ f ◦Λg .

Décrivons maintenant de manière plus concrète l’algèbre ΛV. Pour cela, remarquons
que I est un idéal homogène de TV, c’est-à-dire

I =⊕nI∩TnV.

C’est une conséquence du fait que I soit engendré par des éléments homogènes de degré
2 : un élément de I est une somme finie d’éléments de type a ⊗ v ⊗ v ⊗b, pour a,b ∈ TV ;
quitte à développer a et b, on peut supposer que a et b sont eux-mêmes homogènes de
degré k et l , donc a ⊗ v ⊗ v ⊗b ∈ Tk+l+2V ∩ I et ainsi I se décompose bien sur la somme
⊕nI∩TnV.

Il en résulte que

ΛV =⊕nTnV/(TnV ∩ I) =: ⊕nΛ
nV,

où ΛnV est appelée la puissance extérieure n-ième de V.
Puisque l’idéal I est engendré par les éléments v ⊗ v , il ne coupe pas T0V et T1V = V,

donc

Λ0V =K, Λ1V = V.

Le morphisme ι : V → ΛV est donc une injection. Le produit dans ΛV est appelé produit
extérieur et noté ∧. Ainsi ΛV est-elle engendrée par les v1 ∧·· ·∧ vn pour n ∈N et vi ∈ V.
Le fait que l’idéal soit homogène implique ΛnV ∧ΛmV ⊂ Λn+mV donc ΛV est aussi une
algèbre graduée. Si f : V → W est un morphisme, il s’ensuit que

Λ f =⊕Λn f , avec Λn f :ΛnV −→ΛnW.

3.3.3. Proposition. — L’algèbreΛV est anticommutative, c’est-à-dire que si α ∈ΛnV et β ∈
ΛmV alors α∧β= (−1)mnβ∧α.

Démonstration. — Il suffit de le montrer sur les produits d’éléments de V. Pour n = m = 1,
l’identité v ∧w =−w ∧v pour v, w ∈ V résulte immédiatement de v ∧v = 0. Le cas général
s’en déduit.

3.3.4. Propriétés deΛnV. — 1° L’application n-linéaire

(v1, . . . , vn) 7→ v1 ∧·· ·∧ vn

de Vn versΛnV satisfait la propriété universelle suivante : si on a une application n-linéaire
alternée f : V × ·· · ×V → E, alors il existe un unique morphisme f̂ : ΛnV → E telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

V ×·· ·×V E

ΛnV

f

f̂
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En particulier, Altn(V) = (ΛnV)∗.
2° Si (ei )i∈I est une base de V, alors (ei1 ∧·· ·∧ ein )i1<···<in est une base de ΛnV. En parti-

culier, si d = dimV <∞, alors ΛnV = 0 pour n > d, et

dimΛnV = Cn
d .

3° Si V est de dimension finie, alors Λn(V∗) ' (ΛnV)∗ (= Altn V) par la dualité Λn(V∗)×
ΛnV →K donnée par

〈α1 ∧·· ·∧αn , v1 ∧·· ·∧ vn〉 = det(〈αi , v j 〉)1Éi , jÉn .

4° Si V est de dimension finie d, alors dimΛd V = 1, donc si f ∈ End(V), l’endomorphisme
Λd f ∈ End(Λd V) est un scalaire : en fait

Λd f = det f .

Le troisième énoncé sera utilisé notamment dans le cours de Géométrie Différentielle :
les applications de Rd dans Λn(Rd )∗ sont en effet les formes différentielles sur Rd .

Démonstration. — 1° Par la propriété universelle de TnV, l’application n-linéaire f se fac-
torise en f = g ◦ i , où g ∈ Hom(TnV,E) et i est l’application n-linéaire canonique V → TnV.
Mais, parce que f est alternée, g s’annule sur I∩TnV, donc se factorise à travers le quo-
tient ΛnV en une application f ∈ Hom(ΛnV,E). L’unicité de f provient du fait que ΛnV est
engendrée par les v1 ∧·· ·∧ vn .

2° On sait déjà que les (ei1 ∧·· ·∧ ein )i1<···<in engendrent ΛnV, il reste à voir qu’ils sont
libres. Pour cela on va exhiber une forme linéaire qui vaut 1 sur un élément de la famille et
0 sur tous les autres. Soit e i forme linéaire telle que 〈e i ,e j 〉 = 1 si j = i et 0 si j 6= i . Fixons
a1 < ·· · < an , alors la forme n-linéaire sur V donnée par f (v1, . . . , vn) = det(〈eai , v j 〉) est

alternée, donc fournit f̂ ∈ (ΛnV)∗. Or f (ei1 ∧·· ·∧ein ) = 1 si a j ≡ i j et 0 sinon.
3° Compte tenu des propriétés d’antisymétrie du déterminant, la formule proposée est

antisymétrique en les αi et en les vi , et donc fournit une application bilinéaire b :Λn(V∗)×
ΛnV →K. Si (ei ) est une base de V et (e i ) la base duale, alors b(e i1∧·· ·∧e in ,e j1∧·· ·∧e jn ) = 1
ou 0 suivant que ik ≡ jk ou non. Ainsi la forme b est non dégénérée, et on obtient une
dualité dans laquelle (e i1 ∧·· ·∧e in ) est la base duale de (ei1 ∧·· ·∧ein ).

4° On aΛd f (e1∧·· ·∧ed ) = f (e1)∧·· ·∧ f (ed ) = (
∑

fi 1ei )∧·· ·∧(
∑

fi d ei ) = (det f )e1∧·· ·∧ed

après développement.

3.3.5. Tenseurs antisymétriques. — Supposons carK = 0. Dans ce cas, on peut réaliser
ΛnV comme sous-espace vectoriel de TnV de la manière suivante. Si σ ∈ Sn , alors σ induit
un endomorphisme σ̄ de TnV, défini sur les tenseurs décomposables par

σ̄(v1 ⊗·· ·⊗ vn) = vσ(1) ⊗·· ·⊗ vσ(n).

Un tenseur t ∈ TnV est dit antisymétrique si σ̄(v) = ε(σ)v pour toute permutation σ ∈ Sn ,
et on notera anV ⊂ TnV l’espace des n-tenseurs antisymétriques.

L’application n-linéaire p : Vn → TnV, définie par

p(v1, . . . , vn) = 1

n!

∑
σ∈Sn

ε(σ)vσ(1) ⊗·· ·⊗ vσ(n),
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s’étend en une application linéaire p : TnV → TnV, d’image incluse dans anV, et appelée
antisymétrisation : par exemple p(v1 ⊗ v2) = 1

2 (v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1).

3.3.6. Lemme. — L’antisymétrisation satisfait p2 = p, et ker p = I∩TnV. Donc p est une
projection sur anV, et on a une décomposition

TnV = (I∩TnV)⊕anV,

dans laquelle anV 'ΛnV par passage au quotient.

On fera attention qu’en revanche, ⊕n anV n’est pas une sous-algèbre de TV, donc on ne
peut pas décrire la structure d’algèbre de ΛV ainsi.

Démonstration. — Un calcul direct montre que p2 = p, donc p est une projection sur
anV. Manifestement I∩TnV ⊂ ker p, donc p se factorise en un morphisme p̂ :ΛnV → anV.
Si π est la projection TnV → ΛnV, alors π|an V est surjective, d’où on déduit π ◦ p̂ = IdΛn V .
Donc p̂ est injective et I∩TnV = ker p.

3.4. Pfaffien

Soit une matrice 2n × 2n à valeurs dans le corps K, antisymétrique, A = (ai j ). On lui
associe

ρ(A) = ∑
i< j

ai j ei ∧e j ∈Λ2K2n .

Alors ρ(A)n ∈ Λ2nK2n . Soit (e1, . . . ,e2n) une base standard de K2n , alors on définit le pfaf-
fien de A par la formule :

ρ(A)n = n!Pf(A)e1 ∧·· ·∧e2n . (31)

A priori, cette formule ne définit Pf(A) que si carK= 0. Néanmoins, en développant ρ(A)n ,
on s’aperçoit que, pour carK = 0, le pfaffien Pf(A) est un polynôme à coefficients entiers
en les coefficients de la matrice A :

Pf ∈Z[ai j ]. (32)

Pour un corps quelconque, on utilise le morphisme d’anneau φ : Z→ K pour obtenir à
partir de (32) le pfaffien Pf ∈K[ai j ].

Exemple. — Considérons la matrice

A =


0 λ1

−λ1 0
. . .

0 λn

−λn 0

 . (33)

Alors ρ(A) =∑
i λi e2i−1 ∧e2i , et Pf(A) =∏

i λi .

3.4.1. Lemme. — Pour toute matrice P, on a ρ(Pt AP) =Λ2P(ρ(A)).
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Démonstration. — Par calcul direct : si P = (pi j ), A = (ai j ), alors Pt AP = (
∑

k,l pki akl pl j ),
et

ρ(Pt AP) = ∑
i< j

∑
kl

pki akl pl j ei ∧e j = 1

2

∑
i j kl

pki akl pl j ei ∧e j

= 1

2

∑
kl

akl P(ek )∧P(el ) = ∑
k<l

akl P(ek )∧P(el )

=Λ2P(ρ(A)).

3.4.2. Lemme. — On a l’identité Pf(Pt AP) = (detP)Pf(A). (1)

Démonstration. — Il s’agit d’une identité entre polynômes à coefficients entiers en les
coefficients de A et P, qu’il suffit de tester pour K =Q. Mettant l’égalité du lemme 3.4.1 à
la puissance n, on obtient

n!Pf(Pt AP)e1 ∧·· ·∧e2n = (
Λ2P(ρ(A))

)n

=Λ2nP(ρ(A)n)

= (detP)n!Pf(A)e1 ∧·· ·∧e2n ,

où la deuxième égalité utilise que ΛP est un morphisme d’algèbres.

3.4.3. Théorème. — On a l’identité Pf(A)2 = det(A).

Démonstration. — Le théorème est vrai sur les matrices de type (33), puisque le pfaffien
est

∏
i λi et le déterminant

∏
i λ

2
i . Or, par la théorie des formes alternées, toute matrice

anti-symétrique s’écrit sous la forme Pt AP, où P est inversible et A de la forme (33), avec
λi = 1 ou 0. (Il suffit de décomposer K2n = F⊕G, avec F = ker A, et de choisir une base
hyperbolique de G). Le théorème découle alors du lemme 3.4.2.

Comme conséquence, on obtient une seconde démonstration du fait que les transfor-
mations symplectiques sont de déterminant 1 :

3.4.4. Corollaire. — On a l’inclusion Sp(n,K) ⊂ SL(2n,K).

Démonstration. — Soit A la matrice anti-symétrique d’une forme alternée dans une base,
alors

Sp(n,K) = {P ∈ M2n(K),Pt AP = A}.

Nécessairement, un élément P ∈ Sp(n,K) satisfait det(P)Pf(A) = Pf(A), ce qui implique
det(P) = 1 puisque A est inversible.

1. En particulier, pour P ∈ SO(2n), on a Pt = P−1 et on obtient Pf(P−1AP) = Pf(A). Vous verrez plus tard que
les matrices anti-symétriques sont l’algèbre de Lie du groupe SO(2n), donc le pfaffien est un polynôme sur cette
algèbre de Lie, invariant sous la conjugaison par les éléments du groupe SO(2n). Ces polynômes invariants jouent
un rôle important en théorie des groupes et algèbres de Lie, l’exemple le plus simple étant les A 7→ Tr(Ak ) qui sont
des polynômes invariants par conjugaison sous le groupe général linéaire.



68 CHAPITRE 3. ALGÈBRE TENSORIELLE

3.5. Algèbre symétrique

On sera ici très bref car la construction est entièrement parallèle à celle de l’algèbre
extérieure. Le problème universel à résoudre ici est celui pour les morphismes f : V → A où
A est une algèbre commutative avec unité. L’algèbre solution de ce problème est l’algèbre
symétrique SV, obtenue comme le quotient

SV = TV/J,

où J est l’idéal de TV dans lequel on a mis exactement ce qu’il faut pour que le quotient
soit commutatif, donc J est l’idéal engendré par les éléments du type

v ⊗w −w ⊗ v.

L’idéal J est à nouveau homogène, donc se décompose en J = ⊕nJ∩TnV, et on a une dé-
composition

SV =⊕SnV, SnV = TnV/(J∩TnV).

En particulier, S0V = K et S1V = V, d’où l’injection canonique V ,→ SV. Le produit dans
l’algèbre symétrique est noté sans signe particulier : par exemple v1v2 = v2v1.

Un morphisme f : V → W donne un morphisme S f : SV → SW, avec S f =⊕nSn f . On a
bien sûr la propriété S( f ◦ g ) = S f ◦Sg .

Les propriétés de SnV sont les suivantes :

1° L’application n-linéaire symétrique de Vn vers SnV, définie par (v1, . . . , vn) 7→
v1 · · ·vn , est universelle pour cette propriété (une application n-linéaire f est
symétrique si f (vσ(1), . . . , vσ(n)) = f (v1, . . . , vn) pour tout σ ∈ Sn) ; en particulier
(SnV)∗ = Symn V, l’espace des formes n-linéaires symétriques sur V.

2° Si (ei )i∈I est une base de V, alors une base de SnV est donnée par les (ek1
i1

. . .ekr
ir

) pour
tout r -uplet i1 < ·· · < ir et entiers ki tels que k1 +·· ·kr = n ; si dimV = d , on a

dimSnV = Cd−1
n+d−1.

En particulier, SV est toujours de dimension infinie, contrairement à ΛV.

3° L’algèbre SV est isomorphe à l’algèbre de polynômes K[X1, . . . ,Xd ] : si (e1, . . . ,ed ) est
une base de V, un isomorphisme est obtenu en envoyant ei sur Xi .

4° Si carK = 0, on peut réaliser SnV à l’intérieur de TnV comme le sous-espace snV
des tenseurs symétriques, c’est-à-dire des tenseurs t satisfaisant σ̄(t ) = t pour tout
σ ∈ Sn ; en effet, on dispose alors d’une symétrisation q : TnV → TnV

q(v1 ⊗·· ·⊗ vn) = 1

n!

∑
σ∈Sn

vσ(1) ⊗·· ·⊗ vσ(n),

vérifiant q2 = q , donc est une projection sur snV, de noyau J∩TnV. Ainsi,

TnV = (J∩TnV)⊕ snV, snV ' SnV.

5° Pour n = 2, si carK 6= 2, on peut toujours écrire

v ⊗w = 1

2
(v ⊗w −w ⊗ v)+ 1

2
(v ⊗w +w ⊗ v) = p(v ⊗w)+q(v ⊗w),
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donc on obtient une décomposition de tout 2-tenseur en somme d’un tenseur anti-
symétrique et d’un tenseur symétrique :

T2V = a2V ⊕ s2V. (34)





CHAPITRE 4

REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS

4.1. Représentations

Soit G un groupe et V un K-espace vectoriel. Une représentation linéaire de G dans V
est un morphisme de groupes

ρ : G −→ GL(V).

On notera la représentation (V,ρ), ou simplement, en l’absence d’ambiguïté, ρ ou V. L’ac-
tion d’un élément g ∈ G sur V sera souvent notée g · v (= ρ(g )(v)).

Exemples. — 1° Si V =C, alors une représentation de G dans V est un morphisme ρ : G →
C∗ ; si G est fini, l’image est un groupe cyclique.

2° Si (e1, . . . ,en) est une base deKn , on obtient une représentation de Sn dansKn en po-
sant ρ(σ)(ei ) = eσ(i ). Une telle représentation est appelée représentation de permutation,
les ρ(σ) sont des matrices de permutation.

3° Si G est défini comme un sous-groupe de GL(V) (ce qui est le cas de tous les groupes
classiques), alors l’inclusion G ,→ GL(V) est appelée la représentation standard.

4.1.1. Algèbre de groupe. — Soit G un groupe fini. À partir du groupe G on construit une
l’algèbre du groupe, K[G], qui est une K-algèbre avec unité. Comme K-espace vectoriel,
on a

K[G] = GK = { f : G −→K}.

Le produit surK[G] est le produit de convolution, défini par

f ∗ g (x) = ∑
y∈G

f (y)g (y−1x).

Une autre description de ce produit peut être donnée de la manière suivante : à un élément
g ∈ G on associe εg ∈K[G] la fonction caractéristique de {g } (εg (h) = 1 si g = h et 0 sinon).
Alors (εg )g∈G est une base deK[G], et la multiplication est définie par

εg εg ′ = εg g ′ .

L’application

G →K[G]×, g 7−→ εg ,
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est donc un morphisme de groupes, injectif. Il identifie G à une partie deK[G], et on iden-
tifiera dorénavant g et εg . Ainsi tout élément f deK[G] s’écrit-il

f = ∑
g∈G

fg g , fg ∈K.

4.1.2. Lemme (Propriété universelle deK[G]). — Si on a une application χ : G → A, où A
est une K-algèbre avec unité, telle que imχ ⊂ A× et χ : G → A× est un morphisme, alors il
existe un unique morphisme d’algèbres χ̂ : K[G] → A rendant le diagramme suivant com-
mutatif :

G A

K[G]

χ

χ̂

Démonstration. — Il suffit de poser χ̂(
∑

g fg g ) =∑
g fgχ(g ).

Exemples. — 1° Si on a une représentation linéaire ρ de G dans V, on peut appliquer le
lemme pour produire un morphisme d’algèbres f :K[G] → EndV :

G EndV

K[G]

ρ

f

On obtient ainsi une action deK[G] sur V par

u ∈K[G], v ∈ V, u · v = f (u)(v).

L’espace V est ainsi un K[G]-module à gauche (c’est-à-dire l’application K[G] × V → V
est bilinéaire et satisfait a · (b · v) = (ab) · v). Réciproquement, si V est un K[G]-module
à gauche, alors on obtient une représentation de G dans V par restriction à G, donc une
représentation de G dans V est la même chose que la donnée sur V d’une structure de
K[G]-module à gauche.

2° En particulier, K[G] est une représentation de G appelée représentation régulière.
On peut voir aussi directement cette représentation de G quand on décrit K[G] comme
espace des fonctions de G →K, alors l’action de g ∈ G sur une fonction f est par

(g · f )(x) = f (g−1x).

4.1.3. Vocabulaire et propriétés. — Soit (V,ρ) une représentation de G.
La représentation est fidèle si ρ est injective.
Le degré de la représentation est dimV.
Une sous-représentation est un sous-espace W ⊂ V stable sous l’action de G, on parle

d’un sous-espace G-invariant. Dans ce cas, on a une représentation induite sur le quotient
V/W.
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Exemples. — 1° Le sous-espace des vecteurs fixes sous G,

VG = {v ∈ V, g · v = v pour tout g ∈ G}

est un sous-espace G-invariant.
2° Si V, de base (e1, . . . ,en), est une représentation de permutation du groupe Sn , alors

V0 =
{∑

i
xi ei , xi ∈K,

∑
i

xi = 0
}

est une sous-représentation de V.

Un morphisme entre deux représentations V1 et V2 est une application linéaire f : V1 →
V2 telle que pour tout g ∈ G, on ait

f ◦ρ1(g ) = ρ2(g )◦ f .

C’est équivalent à dire que f est K[G]-linéaire. Dans ce cas, ker f et im f sont des sous-
représentations de V1 et V2, et f induit un isomorphisme de représentations

f : V1/ker f
∼−→ im f .

L’espace des morphismes entre V1 et V2 est noté HomG(V1,V2), ou Hom(ρ1,ρ2).

Exemple. — Soit V =K[G], alors l’espace des endomorphismes de la représentation V est
EndGK[G] =K[G], où l’élément u ∈K[G] agit surK[G] par multiplication à droite.

Si V et W sont des représentations de G, alors on peut former les représentations sui-
vantes :

– V ⊕W pour ρ(g ) = (ρV(g ),ρW(g )) ;
– V ⊗W pour ρ(g ) = ρV(g )⊗ρW(g ) ;
– V∗ pour ρ̌(g ) = ρ(g−1)t ;
– HomK(V,W) = V∗⊗W pour ρ(g )( f ) = ρW(g )◦ f ◦ρV(g )−1 ; en particulier l’espace des

morphismes de représentations de V vers W est

HomG(V,W) = HomK(V,W)G;

– Tk V, Λk V, Sk V sont aussi des représentations de G ; en particulier on notera que,
comme représentation, par (34),

V ⊗V =Λ2V ⊕S2V.

Enfin, la représentation V est irréductible si ses seules sous-représentations sont 0 et
V.

Exemples. — 1° Si G est abélien et K = C (ou un corps algébriquement clos), alors les
ρ(g ) se diagonalisent simultanément, donc les seules représentations irréductibles de G
sont de degré 1. Ainsi les représentations irréductibles de Z/nZ dans C sont données par
l’image d’un générateur, qui doit être une racine n-ième de l’unité dansC. On obtient ainsi
les n représentations irréductibles ρ j ( j = 0, . . . ,n −1), données par

ρ j (k) = exp(k j 2πi
n ).

2° La représentation standard du groupe diédral Dn dans R2 est irréductible. Il en est de
même de la représentation dans la complexification C2. (La complexification d’une repré-
sentation réelle irréductible n’est pas forcément irréductible ; trouver un contre-exemple).
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4.1.4. Supplémentaire G-invariant. — Si W est une sous-représentation de V, il n’existe
pas en général de supplémentaire G-invariant W′ de W dans V.

Exemple. — Le groupe des matrices triangulaires supérieures T ⊂ GL(2,Fp ),

T =
{(∗ ∗

0 ∗
)}

,

se représente dans V = F2
p (représentation standard). Alors W = Ke1 est une sous-

représentation dépourvue de supplémentaire T-invariant. En particulier, la représenta-
tion standard F2

p n’est pas isomorphe à la représentation W ⊕V/W.
Néanmoins, il y a quand même un résultat général d’existence de supplémentaire G-

invariant :

4.1.5. Théorème. — Si G est un groupe fini tel que carK - |G|, et V est une représentation de
G, alors tout sous-espace G-invariant admet un supplémentaire G-invariant.

4.1.6. Corollaire. — Si carK - |G|, alors toute représentation de G de dimension finie est
somme directe de représentations irréductibles.

On va donner deux démonstrations du théorème, une première particulière àK=R ou
C, mais qui est valable aussi pour certains groupes non finis ; et une seconde traitant tous
les corps.

Première démonstration. — Supposons K= R ou C. On choisit un produit scalaire ou un
produit scalaire hermitien défini positif sur V, noté 〈., .〉0. Puis on définit un autre produit
scalaire par

〈v, w〉 = 1

|G|
∑

g∈G
〈g · v, g ·w〉0. (35)

Ce nouveau produit scalaire est G-invariant : pour tous g ∈ G, on a

〈g · v, g ·w〉 = 〈v, w〉,
si bien que ρ est à valeurs dans O(V) ou U(V). En particulier, si W est G-invariant, alors W⊥
est aussi G-invariant et fournit le supplémentaire voulu.

L’ingrédient essentiel de cette démonstration consiste à fabriquer un produit scalaire
G-invariant par moyennisation d’un produit scalaire quelconque donné. Si G est un
groupe compact, il est muni d’une mesure de probabilité G-invariante, la mesure de
Haar : en remplaçant (35) par l’intégration sur le groupe, la démonstration s’étend à ce
cas.

Seconde démonstration. — On commence par traiter le cas particulier où W = VG. Pour
x ∈ V on définit

π(x) = 1

|G|
∑

g∈G
g · x.

Sous l’hypothèse sur carK, cette formule a un sens, et est une projection G-invariante sur
W = VG. Donc kerπ est le supplémentaire souhaité de W.
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En général, on choisit une projection quelconque p sur W, donc p ∈ Hom(V,W). Appli-
quant la projection π dans la représentation Hom(V,W), on fabrique

π(p) = 1

|G|
∑

g∈G
ρW(g )◦p ◦ρV(g )−1 ∈ HomG(V,W) (36)

est encore une projection sur W donc kerπ(p) est un supplémentaire G-invariant de W.

4.1.7. Lemme de Schur. — 1° Si ρ1 et ρ2 sont deux représentations irréductibles de G, alors
tout morphisme non nul f : ρ1 → ρ2 est inversible.

2° Si en outre ρ = ρ1 = ρ2 et K est algébriquement clos, alors l’algèbre des endomor-
phismes de ρ est réduite aux homothéties.

Démonstration. — 1° Les sous-espaces ker f et im f sont G-invariants, donc triviaux.
2° Si f ∈ End(ρ) a une valeur propre λ, alors ker(u −λ) est G-invariant, donc égal à V

tout entier. Donc f est une homothétie.

Exemple. — Sous les hypothèses du théorème, on a

K[G] =⊕Ri ,

avec Ri représentation irréductible. Si V est une représentation irréductible de G, et v0 6= 0,
alors l’application

ν :K[G] −→ V, u 7−→ u · v0,

est un morphisme de représentations, donc est nécessairement surjectif. Par le lemme de
Schur, il y a au moins un i tel que ν|Ri soit un isomorphisme. Donc V est isomorphe à l’une
des représentations Ri , et on en déduit :

4.1.8. Corollaire. — Si carK - |G|, alors, à isomorphisme près, il n’y a qu’un nombre fini de
représentations irréductibles de G, et chacune est de degré É |G|.
4.1.9. Corollaire. — Sous la même hypothèse, soient R1, . . . ,Rk les représentations irréduc-
tibles de G, alors toute représentation se décompose en V =⊕ni Ri , où les entiers naturels ni

sont uniquement déterminés par la représentation.

Une démonstration plus simple de ce corollaire sera vue en § 4.2 si carK= 0, à l’aide de
la théorie des caractères, mais la démonstration qui suit est générale.

Démonstration. — Par récurrence sur la dimension de V. Supposons V = ⊕Vi = ⊕Wi , où
les Vi et les Wi sont des représentations irréductibles, éventuellement répétées. On va
montrer qu’à permutation près, les (Vi ) et les (Wi ) sont le même ensemble de représenta-
tions. On dispose donc d’un isomorphisme de représentations

f : ⊕Vi →⊕Wi ,

dont on notera l’inverse g . Notons pi : V → Vi et qi : V → Wi les projections. Alors IdV1 =∑
p1g |Wi qi f |V1 , donc l’un des facteurs est non nul, quitte à réarranger les Wi on peut sup-

poser que c’est le premier, donc p1g |W1 q1 f |V1 6= 0. Par le lemme de Schur, c’est un isomor-
phisme, donc

p1g |W1 : W1 → V1 et q1 f |V1 : V1 → W1
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sont aussi des isomorphismes. Pour appliquer l’hypothèse de récurrence, il suffit de mon-
trer que

(1−q1) f |⊕iÊ2Vi : ⊕iÊ2Vi −→⊕iÊ2Wi

est encore un isomorphisme. En effet, si x ∈ ⊕iÊ2Vi est dans le noyau, alors f (x) ∈ W1, et
p1g ( f (x)) = p1(x) = 0, donc, p1g |W1 étant un isomorphisme, f (x) = 0 donc x = 0.

4.2. Caractères

Dans cette section, on supposeK algébriquement clos et carK - |G|.
Si (V,ρ) est une représentation de G, on appelle caractère de ρ la fonction χρ : G → K

définie par
χρ(g ) = Trρ(g ).

En particulier, χρ(1) = dimV, donc le caractère détermine le degré de la représentation (on
verra plus tard que siK=C, il détermine ρ tout entier).

On calcule
χρ(g hg−1) = Tr

(
ρ(g )ρ(h)ρ(g )−1)= Tr

(
ρ(h)

)= χρ(h).

On dit que χρ est une fonction centrale, ou encore invariante par conjugaison. L’espace
de toutes les fonctions centrales sur le groupe G sera noté C (G).

Exemples. — 1° Le caractère de la représentation régulière est

χreg(g ) =
{
|G| g = e,

0 g 6= e.

2° Le caractère de la représentation standard de Dn dans C2 est donné par

χ(r k ) = 2cos
(
2k

π

n

)
, χ(sr k ) = 0.

4.2.1. Propriétés. — 1° Deux représentations isomorphes ont même caractère.
2° χV∗ (g ) = χV(g−1).
3° χV⊕W = χV +χW ; si W ⊂ V alors χV = χW +χV/W .
4° χV⊗W = χVχW .

Démonstration. — Tout est évident, sauf la quatrième propriété qui découle de l’identité

Tr(u ⊗ v) = Tr(u)Tr(v)

que l’on peut vérifier dans une base.

On introduit surK[G] = { f : G →K} la forme bilinéaire symétrique

〈 f , g 〉 = 1

|G|
∑
x∈G

f (x−1)g (x).

En particulier, 〈εx , f 〉 = 1
|G| f (x−1), donc cette forme est non dégénérée.

Si K = C, on a vu que la représentation V admet un produit hermitien invariant par G.
Alors ρ(g ) ∈ U(V), et donc ρ(g−1) = ρ(g )∗, qui implique

χρ(g−1) = χρ(g ). (37)

Ainsi, sur les caractères, 〈χ,χ′〉 est le produit scalaire hermitien standard de C[G].
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4.2.2. Théorème. — Les caractères des représentations irréductibles forment une base or-
thonormée de C (G), l’espace des fonctions centrales sur G.

La démonstration du théorème va utiliser les deux lemmes suivants :

4.2.3. Lemme. — Soit π : HomK(V,W) → HomG(V,W) ⊂ HomK(V,W) la projection définie
par (36), alors

Trπ= 〈χV ,χW〉.
Démonstration. — Plaçons-nous dans des bases de V et W, soit Ei j la matrice élémentaire
dont tous les termes sont nuls, sauf le terme d’ordre (i , j ), égal à 1. Alors(

ρW(g )◦Ei j ◦ρV(g )−1)
kl = ρW(g )kiρV(g−1) j l . (38)

Appliquant au cas particulier i = k et j = l , on calcule

Trπ=∑
i j
π(Ei j )i j = 1

|G|
∑

g∈G

∑
i j
ρW(g )i iρV(g−1) j j

= 1

|G|
∑

g∈G

(∑
i
ρW(g )i i

)(∑
j
ρV(g−1) j j

)
= 1

|G|
∑

g∈G
χW(g )χV(g−1).

4.2.4. Lemme. — Soit (V,ρ) une représentation de G. Si f est une fonction centrale sur G,
définissons

fρ = 1

|G|
∑
G

f (g )ρ(g−1) ∈ EndK(V).

Alors fρ ∈ Endρ et Tr( fρ) = 〈 f ,χρ〉.
Démonstration. — On calcule, puisque f est centrale,

ρ(x)−1 ◦ fρ ◦ρ(x) = 1

|G|
∑

g∈G
f (g )ρ(x−1g−1x) = 1

|G|
∑

g∈G
f (g )ρ(g−1) = fρ.

Donc fρ ∈ Endρ, et sa trace est

Tr fρ = 1

|G|
∑

g∈G
f (g )χ(g−1) = 〈 f ,χρ〉.

Démonstration du théorème 4.2.2. — Soient V et W deux représentation irréductibles. Par
le lemme de Schur, on a

HomG(V,W) =
{

0 V et W non isomorphes,

K V et W isomorphes.

Par le lemme 4.2.3, 〈χV ,χW〉 = Trπ vaut 0 dans le premier cas, 1 dans le second. Donc la fa-
mille (χV) pour V irréductible est orthonormale, il reste à voir qu’elle engendre tout C (G).
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Observons que si ρ est irréductible, alors par le lemme 4.2.4 appliqué à la fonction cen-
trale χρ, on déduit que fχρ est une homothétie, et Tr fχρ = (degρ) fχρ = 〈χρ,χρ〉 = 1, d’où en
particulier degρ est inversible dansK.

Pour une fonction centrale f et une représentation irréductible ρ quelconques, fρ est

une homothétie de rapport
〈 f ,χρ〉
degρ . Si f est orthogonale à tous les caractères, alors fρ =

0 pour toutes les représentations irréductibles, et donc pour toutes les représentations.
Appliquons à la représentation régulière :

fρreg =
1

|G|
∑
G

f (g )g−1 = 0

dansK[G], ce qui entraîne f = 0.

4.2.5. Corollaire. — 1° Le nombre de représentations irréductibles de G est égal au nombre
de classes de conjugaison de G.

2° Soient ρ1,. . . ,ρ` les représentations irréductibles de G. On note [g ] la classe de conju-
gaison de g dans G. Alors

∑̀
1
χi (g−1)χi (h) =

{ |G|
|[g ]| si h ∈ [g ],

0 sinon.

Démonstration. — La dimension de C (G) est égale au nombre de classes de conjugaison
dans G, d’où le premier énoncé. Pour le second, soit f = 1[g ] la fonction caractéristique de
la classe de conjugaison de g , alors f est une fonction centrale qui se décompose sur les
caractères χi des représentations irréductibles :

f =∑〈 f ,χi 〉χi , 〈 f ,χi 〉 = 1

|G| |[g ]|χi (g−1).

Il en résulte

1[g ](h) = f (h) = |[g ]|
|G|

∑
χi (g−1)χi (h),

ce qui est exactement le résultat voulu.

4.2.6. Corollaire. — Si carK= 0, alors, en notant ρ1,. . . ,ρ` les représentations irréductibles
de G :

– si ρ'∑`
1 niρi , alors ni = 〈χρ,χρi 〉 et 〈χρ,χρ〉 =∑

i n2
i ; en particulier, ρ et ρ′ sont équiva-

lentes si et seulement si χρ = χρ′ ;

– la représentation régulière se décompose en K[G] = ∑`
1(dimρi )ρi , en particulier∑`

1(dimρi )2 = |G|.
Remarques. — Le premier énoncé donne une autre démonstration du corollaire 4.1.9 si
carK = 0. Si carK = p 6= 0, il est faux que le caractère détermine la représentation, par
exemple le caractère de pV est nul. En revanche, le second énoncé reste vrai si carK 6= 0.

On verra en § 4.3 qu’on a un isomorphisme d’algèbres K[G] '∑`
1 End(Vρi ), alors que le

second énoncé du corollaire ne donne que l’égalité des dimensions.
Une autre contrainte importante sur les dimensions des représentations irréductibles

est que leurs dimensions divisent l’ordre du groupe. Ce théorème plus difficile sera vu en
§ 4.4.
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Démonstration. — Si ρ = ∑`
1 niρi alors χρ = ∑`

1 niχρi donc ni = 〈χρ,χρi 〉. Ainsi χρ
détermine-t-il les ni et donc toute la représentation ρ, et 〈χρ,χρ〉 =∑l

1 n2
i .

Appliquons cela à la représentation régulière : puisque χreg = |G|1{e}, on obtient
〈χreg,χi 〉 = χi (e) = degρi , d’où il résulte que la représentation régulière est isomorphe à
⊕`1(degρi )ρi .

4.2.7. Proposition. — Le groupe G est abélien si et seulement si toutes ses représentations
irréductibles sont de degré 1.

Démonstration. — Un groupe G est abélien si et seulement s’il a exactement |G| classes
de conjugaison, donc |G| représentations irréductibles. Or |G| = ∑`

1(degρi )2, donc ` É |G|
avec égalité si et seulement si toutes les représentations irréductibles sont de degré 1.

4.2.8. Corollaire. — Si G ⊃ A un sous-groupe abélien, alors toute représentation irréduc-
tible de G est de degré inférieur ou égal à |G|

|A| .

Démonstration. — Soit V une représentation irréductible de G et W ⊂ V une sous-
représentation de dimension 1 de A. Alors V′ = ∑

G g · W = ∑
G/A g · W est une sous-

représentation de V, donc V′ = V. Mais dimV′ É |G/A|.

4.2.9. Table des caractères. — On fixeK=C. Les contraintes obtenues sur les caractères
sont déjà suffisantes pour obtenir une description complète des représentation irréduc-
tibles du groupe G dans certains cas. On traite ici deux exemples.

Le groupe S3. — Il possède trois classes de conjugaison, celle de l’élément neutre e, celle
à 3 éléments d’une transposition τ, et celle à 2 éléments d’un 3-cycle σ. Il y a donc trois
représentations irréductibles de S3, dont nous noterons les caractères χ1, χ2 et χ3.

Les représentations de degré 1 se déterminent toujours de la manière suivante : ce sont
des morphismes G → C∗, donc, abéliennes, elles se factorisent par G/D(G) (et récipro-
quement, une représentation d’un quotient G/H remonte toujours en une représentation
de G), donc les représentations de degré 1 sont exactement les représentations du groupe
abélien G/D(G), savoir dans notre cas S3/A3 'Z/2Z. Il y en a donc deux, facilement identi-
fiées : la représentation triviale (disons χ1) et la signature (disons χ2). Par le corollaire 4.2.6,
la somme des carrés des dimensions des représentations fait |S3| = 6, soit 1+1+4 = 6 donc
degχ3 = 2. On peut alors dresser la table des caractères, qui donne la valeur de chaque
caractère sur chaque classe de conjugaison :

e τ σ

χ1 1 1 1
χ2 1 −1 1
χ3 2 0 −1

La première colonne donne juste les dimensions des représentations. La troisième ligne, a
priori inconnue, est obtenue en appliquant le corollaire 4.2.5 qui dit que les colonnes sont
orthogonales ; une autre méthode pour déterminer la troisième ligne est d’écrire (corol-
laire 4.2.6) χ1 +χ2 +2χ3 = χreg = 61{e} d’où on déduit également χ3.



80 CHAPITRE 4. REPRÉSENTATIONS DES GROUPES FINIS

On a ainsi déterminé le caractère de la troisième représentation sans la connaitre, mais
on peut aussi la décrire explicitement : S3 est le groupe de symétries d’un triangle équi-
latéral, et cela donne une représentation dans R2, et par complexification dans C2. Dans
cette représentation, les transpositions sont envoyées sur des symétries (à trace nulle), et
les cycles sur des rotations d’angle ± 2π

3 , donc de trace −1.
La table des caractères peut être utilisée pour calculer la décomposition en compo-

santes irréductibles d’une représentation donnée, grâce au corollaire 4.2.6. Par exemple,
décomposons le produit tensoriel C2 ⊗C2, où C2 est la représentation irréductible d’ordre
2. Son caractère est χ2

3 = (401) = χ1 +χ2 +χ3. Donc

C2 ⊗C2 =C2 ⊕Ctriv ⊕Csig.

Remarquons qu’on connaissait déjà, par (34), la décomposition C2 ⊗C2 = S2C2 ⊕Λ2C2.
Le second morceau, de dimension 1, est Csig (c’est le déterminant), tandis que le premier
morceau se décompose en deux.

Le groupe D4. — Le groupe de symétries du carré est engendré par une rotation r d’angle
π
2 et une symétrie s. On a sr k s = r−k et r sr−1 = sr 2, ce qui donne 5 classes de conjugaison :
{e}, {r 2}, {r,r 3}, {s,r 2s}, {r s,r 3s}. Le sous-groupe Z/2Z= {e,r 2 =− Id} est distingué, et dans
le quotient les trois éléments distincts r , s et r s sont d’ordre 2, donc

D4/(Z/2Z) 'Z/2Z×Z/2Z.

Cela nous donne donc 4 représentations de degré 1, la cinquième doit donc être d’ordre 2.
Appliquant la même méthode que précédemment, on obtient le tableau des caractères :

e r 2 {r,r 3} {s,r 2s} {r s,r 3s}
1 1 1 1 1 1
χ1 1 1 −1 1 −1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ1χ2 1 1 −1 −1 1
C2 2 −2 0 0 0

La représentation de degré 2 ici n’est autre que la représentation standard dans C2.

4.3. Structure deK[G]

Dans la suite du chapitre,K est un corps algébriquement clos, de caractéristique nulle.

Dans le cas où le groupe est abélien, les représentations complexes, de degré 1, s’iden-
tifient à leur caractère χ : G → C∗. En particulier, l’ensemble des caractères est un groupe
multiplicatif, appelé groupe des caractères, et noté Ĝ. Si f est une fonction sur G, alors on
peut définir

f̂ : Ĝ −→C, f̂ (χ) = 〈χ, f 〉. (39)

Le théorème 4.2.2 s’interprète comme une transformée de Fourier entre fonctions sur G et
fonctions sur Ĝ, avec la formule d’inversion

f = ∑
χ∈Ĝ

f̂ (χ)χ.
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C’est la même transformée de Fourier que celle que vous connaissez sur d’autres groupes
abéliens comme S1 ou R. En revanche, pour un groupe non abélien, le théorème 4.2.2 ne
fournit une telle transformée que pour les fonctions centrales. Dans cette section, on va
voir ce qui se passe pour les fonctions générales.

Soit V une représentation de G. Choisissant une base de V, le terme ρV(g )i j de la ma-
trice ρV(g ) est appelé un coefficient de la représentation V.

4.3.1. Lemme. — Soient V et W deux représentations irréductibles, alors

1

|G|
∑
G
ρV(g )kiρW(g−1) j l =

{
0 (V, i ,k) 6= (W, j , l ),

1
dimV (V, i ,k) = (W, j , l ).

(40)

Démonstration. — En termes de la projectionπ : Hom(V,W) → HomG(V,W) ⊂ Hom(V,W),
par la formule (40), le membre de gauche est π(Ei j )kl . Si V n’est pas isomorphe à W, alors
π(Ei j ) = 0 et c’est fini. Si V = W, alors π est la projection sur les homothéties, donc π(Ei j ) =
0 si i 6= j , et π(Ei i ) = 1

dimV IdV , ce qui achève la démonstration du lemme.

4.3.2. Corollaire. — Les coefficients ρV(g )i j des représentations irréductibles forment une
base deK[G].

Démonstration. — Puisque
∑

(degρ)2 = dimG, on a le bon nombre de coefficients, et le
lemme implique qu’ils sont linéairement indépendants.

Pour K = C, choisissons des bases orthonormales des représentations, de sorte que
les ρ(g ) soient unitaires, alors ρW(g−1) j l = ρW(g )l j . Donc les coefficients des représen-
tations forment une base orthogonale de C[G], l’espace des fonctions complexes sur G.
Cela donne l’extension au cas non abélien de la transformée de Fourier.

On peut préciser encore la structure d’algèbre deK[G] :

4.3.3. Proposition. — Soient V1,. . . ,V` les représentations irréductibles de G. Alors

ν :K[G] −→⊕`1 EndVi ,

obtenu en faisant agirK[G] sur chaque Vi , est un isomorphisme d’algèbres.

Remarque. — Ce théorème s’étend à tous les groupes compacts (théorème de Peter-
Weyl), en remplaçant C[G] par l’espace L2(G) des fonctions L2 sur G, et en prenant une
somme hilbertienne (infinie) dans le second membre. Les coefficients des représentations
irréductibles de dimension finie forment une base hilbertienne, c’est la généralisation des
séries de Fourier aux groupes compacts.

Démonstration. — L’application ν est un morphisme entre deux algèbres de même
dimension. Il suffit donc de montrer qu’il est injectif. Si ν(

∑
G xg g ) = 0, c’est-à-dire∑

G xgρVi (g ) = 0 pour tout i , alors pour tous les indices ( j ,k) on a encore
∑

G xgρVi (g ) j k = 0.
Puisque les coefficients des représentations engendrent K[G], cela implique

∑
G xgφ(g ) =

0 pour toute fonction φ : G →K, et donc finalement tous les xg = 0.

Cette proposition donne le centre de K[G], mais nous aurons besoin plus loin de la
description suivante : soit c ⊂ G une classe de conjugaison, et

ec =
∑
g∈c

g ∈K[G].
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4.3.4. Proposition. — 1° Le centre deK[G] est le sous-espace vectoriel engendré par les ec .
2° Le sous-groupe abélien engendré par les ec est un sous-anneau commutatif deK[G].

Démonstration. — 1° Si h ∈ G et u =∑
G ug g , alors huh−1 =∑

G uh−1g h g donc u ∈ Z(K[G])
si et seulement si uh−1g h = ug pour tous h, g ∈ G, c’est-à-dire u est constante sur les classes
de conjugaison.

2° Le sous-groupe abélien engendré par les ec contient 1, il reste à voir qu’il est stable
par multiplication : or

ec ec ′ =
∑

g∈c,g ′∈c ′
g g ′,

mais hg g ′h−1 = hg h−1hg ′h−1 donc {g g ′} est une réunion de classes de conjugaison, donc
ec ec ′ =

∑
c nc ec pour des nc ∈Z.

4.3.5. Le cas de caractéristique non nulle. — Tous les résultats démontrés dans cette
section restent vrais si la caractéristique de K est non nulle, pourvu qu’on ait toujours la
condition carK - |G|. Dans ce cas, on ne peut plus s’appuyer sur la théorie des caractères
pour affirmer que |G| =∑

(degρi )2, il faut utiliser un peu plus de théorie de représentation
des algèbres pour montrer directement la proposition 4.3.3. (1)

4.4. Propriétés d’intégralité

Dans cette section on démontre que le degré d’une représentation irréductible divise
l’ordre du groupe. La démonstration nécessite d’anticiper légèrement sur le cours d’Al-
gèbre 2.

4.4.1. Introduction aux entiers algébriques. — Soit A un anneau commutatif. On dit
que x ∈ A est un entier algébrique sur Z s’il existe ai ∈Z tels que

xn +a1xn−1 +·· ·+an = 0.

4.4.2. Remarque. — Si x ∈ Q est un entier algébrique, alors x ∈ Z. En effet, si x = p
q avec

(p, q) = 1 et q > 0, alors pn +a1pn−1q +·· ·+an qn = 0 qui implique q |pn donc q = 1.

4.4.3. Proposition. — Soit x ∈ A anneau commutatif, alors sont équivalents :

1° x est un entier algébrique ;

2° le sous-anneau Z[x] engendré par x est un groupe abélien de type fini ;

3° il existe un sous-groupe abélien de type fini de A contenant Z[x].

1. Réciproquement, si la proposition 4.3.3 est vraie, il faut que carK - |G|. En effet, supposons K[G] =
⊕End(Vi ), où les Vi sont les représentations irréductibles de G ; comme représentation de G, on a EndVi '
(dimVi )Vi , donc, par le lemme de Schur, d’une part HomG(K,K[G]) = K est engendré par Λ(1) = ∑

g∈G g ; et
d’autre part HomG(K[G],K) =K par ε(

∑
G xg g ) =∑

G xg . Alors ε◦Λ doit être un isomorphisme de la représenta-
tion trivialeK, mais ε◦Λ(1) = |G|, qui ne peut être inversible que si carK - |G|.
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Démonstration. — Le premier énoncé implique le deuxième : si xn +a1xn−1+·· ·+an = 0,
alors Z[x] est engendré, comme groupe abélien, par (1, x, x2, . . . , xn−1).

Le passage du deuxième au troisième énoncé est évident. Reste à passer du troisième au
premier : soit An le groupe abélien engendré par (1, x, . . . xn−1). Il faut montrer que la suite
croissante (An) devient stationnaire : il existe n tel que An = An−1, c’est-à-dire xn ∈ An−1,
ou encore xn = a1xn−1 +·· ·+an .

Pour montrer que la suite est stationnaire, utilisons que Z[x] ⊂ G sous-groupe abélien
de type fini. Ainsi · · · ⊂ An−1 ⊂ An ⊂ ·· · ⊂ B =∪n An ⊂ G. Puisque G est de type fini, son sous-
groupe abélien B aussi, donc il est engendré par des éléments b1, . . . ,bk , tous éléments
d’un An pour un n assez grand. Alors An+1 = An .

4.4.4. Corollaire. — L’ensemble des entiers algébriques de A est un sous-anneau de A.

Démonstration. — Si x et y sont des entiers algébriques de A, alors Z[x] est engendré
(comme groupe abélien) par 1, x, . . . , xp , et Z[y] par 1, y, . . . , y q . Alors Z[x, y] est engendré,
comme groupe abélien par les xi y j pour i É p et j É q , donc est de type fini. Or il contient
x + y et x y qui sont donc aussi des entiers algébriques.

4.4.5. Propriété du degré des représentations. — On peut maintenant passer à la dé-
monstration que le degré d’une représentation irréductible divise l’ordre du groupe.

4.4.6. Lemme. — Si u =∑
G ug g ∈ Z(K[G]) avec ug ∈K entier surZ, alors u est entier surZ.

Démonstration. — En effet u =∑
uc ec , où la somme est sur les classes de conjugaison de

G. Il suffit que ec soit entier sur Z, ce qui découle des propositions 4.3.4 et 4.4.3.

4.4.7. Proposition. — Si V est une représentation irréductible de G de caractère χ, et u =∑
G ug g ∈ Z(K[G]) avec ug entier sur Z, alors 1

degρ

∑
G ugχ(g ) est un entier algébrique sur Z.

Démonstration. — Utilisons le morphisme induit par la représentation, ν :K[G] → EndV.
Puisque u est central et V irréductible, ν(u) est une homothétie de trace

∑
G ugχ(g ), donc

ν(u) = 1

degρ

∑
G

ugχ(g ).

Comme u est un entier sur Z, son image ν(u) aussi.

4.4.8. Théorème. — Si V est irréductible, alors dimV
∣∣|G|.

Démonstration. — Les χ(g ) sont des entiers algébriques (puisque les valeurs propres des
ρ(g ) sont racines de X|G|−1), donc u =∑

Gχ(g−1)g est entier sur Z. Par la proposition,

1

dimV

∑
G
χ(g−1)χ(g ) = |G|

dimV

est un entier algébrique, et donc un entier, d’où le résultat.

La contrainte donnée par le théorème est très forte. Par exemple, en combinant avec le
corollaire 4.2.6, on déduit immédiatement qu’un groupe d’ordre p2 ne peut avoir que des
représentations de degré 1, donc est abélien.

On peut raffiner un peu le théorème :
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4.4.9. Proposition. — Si V est irréductible, alors dimV
∣∣[G : Z(G)].

Démonstration (J. Tate). — Le groupe Gm = G × ·· · × G a une représentation ρm dans
V⊗m , donnée par ρm(g1, . . . , gm) = ρ1(g1)⊗·· ·⊗ρm(gm). Son caractère est χm(g1, . . . , gm) =
χ(g1) · · ·χ(gm), donc 〈χm ,χm〉 = 1 et ρm est irréductible. Si gi ∈ Z(G) alors ρ(gi ) est une
homothétie, donc si en outre g1 · · ·gm = e alors ρm(g1, . . . , gm) = Id. Soit

S = {(g1, . . . , gm) ∈ Z(G)m , g1 · · ·gm = e}.

Alors on peut factoriser la représentation ρm :

Gm GL(V⊗m)

Gm/S

ρm

ρ̂m

Ainsi dimV⊗m = (dimV)m divise |Gm/S| = |G|m
|Z(G)|m−1 , donc pour tout m Ê 2,

|Z(G)|m−1
∣∣∣∣( |G|

dimV

)m , qui implique |Z(G)|
∣∣∣∣ |G|

dimV
.

4.5. Le théorème de Burnside

Le but ici est de démontrer le théorème suivant, dû à Burnside :

4.5.1. Théorème. — Si p et q sont premiers entre eux, tout groupe d’ordre pa qb est réso-
luble.

Pour démontrer le théorème, il suffit de prouver qu’un tel groupe ne peut pas être
simple, sauf à être abélien. En effet tous les quotients d’une suite de composition du
groupe sont aussi d’ordre pa′

qb′
: simples, ils doivent alors être abéliens.

La démonstration de ce résultat de théorie des groupes fait appel à la théorie des carac-
tères. Dans toute cette section, on se limite au corpsK=C.

4.5.2. Compléments sur les entiers algébriques. — Si α est un entier algébrique, alors
l’idéal I = {P ∈Q[X],P(α) = 0} est engendré par un polynôme unitaire $, appelé polynôme
minimal de α. Les autres racines de $ sont les conjugués de α, donc tout polynôme à
coefficients rationnels s’annulant sur α s’annule aussi sur ses conjugués. Observons les
propriétés suivantes :

1° $ est aussi le polynôme minimal des conjugués de α ;

2° $ est à racines simples ;

3° $ est à coefficients entiers ;

4° ndegPP( X
n ) est le polynôme minimal de nα.
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La première propriété est évidente, sinon $ n’est pas minimal. Pour la seconde, si $ a une
racine double, alors $′ s’annule aussi sur cette racine, donc $ n’est pas minimal ; les coef-
ficients de$ sont des rationnels, mais aussi des entiers algébriques (puisque les fonctions
symétriques des conjugués de α), donc des entiers ; le dernier item est évident.

Si le polynôme minimal de α1 est $(x) = xp +a1xp−1 +·· ·+ap , alors c’est aussi le poly-
nôme caractéristique de la matrice

A =


0 −ap

1
. . .

...
1 −a1

 ,

donc les conjugués α2,. . . , αp de α1 sont réalisés comme les valeurs propres de la matrice
A. Si on a un autre entier algébrique β1, on réalise de même ses conjugués (β j ) jÉq comme
valeurs propres d’une matrice B. Alors les valeurs propres de

A⊗1+1⊗B

sont les αi + β j . (2) En particulier, les conjugués algébriques de α1 + β1 sont de la forme
αi +β j (mais ne sont pas nécessairement tous ces nombres). Cela donne le cas n = 2 du
lemme suivant, duquel on déduit immédiatement le cas général :

4.5.3. Lemme. — Si α1,. . . , αn sont des entiers algébriques, alors les conjugués algébriques
de α1 +·· ·+αn sont de la forme α′1 +·· ·+α′n , où α′i est un conjugué algébrique de αi .

La démonstration du théorème de Burnside utilisera la proposition suivante :

4.5.4. Proposition. — Si α1,. . . , αn sont des racines de l’unité dansC, et 1
n

∑
αi est un entier

algébrique, alors α1 = ·· · = αn ou
∑n

1 αi = 0.

Démonstration. — Les conjugués algébriques de
∑
αi sont de la forme

∑
α′i , où les α′i sont

des conjugués algébriques des αi , donc également des racines de l’unité. Il en résulte que
les conjugués algébriques de a = 1

n

∑
αi sont de la forme a′ = 1

n

∑
α′i . Par conséquent, ils

satisfont |a′| É 1. Si les αi ne sont pas tous égaux, alors |a| < 1, donc∣∣∣ ∏
a′ conjugué de a

a′
∣∣∣< 1.

Mais
∏

a′ ∈Z, donc a = 0.

4.5.5. Démonstration du théorème de Burnside. — Le théorème de Burnside sera une
conséquence de deux théorèmes, que nous commençons par démontrer.

4.5.6. Théorème. — Si V est une représentation irréductible, et c une classe de conjugaison
de G telle que (dimV, |c|) = 1, alors pour tout g ∈ c ou bien χV(g ) = 0 ou bien ρV(g ) est une
homothétie.

2. C’est une autre manière de montrer que les entiers algébriques forment un anneau. La somme de deux
entiers algébriques est obtenue comme valeur propre de A⊗1+1⊗B, et le produit de A⊗B.
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Démonstration. — Soit n = dimV et α1,. . . , αn les valeurs propres de ρV(g ). Par la propo-
sition 4.4.7, 1

n |c|χ(g ) est un entier algébrique ; puisque (n, |c|) = 1, en appliquant Bezout,
1
n χ(g ) = α1+···αn

n est un entier algébrique. Par la proposition 4.5.4, ou bien χ(g ) = 0 ou bien
α1 = ·· · = αn , c’est-à-dire ρ(g ) est une homothétie.

4.5.7. Théorème. — Si c est une classe de conjugaison de G, d’ordre pk avec p premier, alors
G contient un sous-groupe distingué non trivial.

Démonstration. — Soient (Vi ,ρi )i=1,...,` les représentations irréductibles de G. On va trou-
ver un sous-groupe distingué non trivial de G comme l’un des kerρi . Soit g ∈ c, par ortho-
gonalité ∑̀

1
χi (e)χi (g ) = ∑̀

1
(dimVi )χi (g ) = 0. (41)

Posons

{1, . . . ,r } = I1 ∪ I2 ∪ I3,

où I1 = {1} ne contient que la représentation triviale, et I2 contient les i tels que p|dimVi ,
et I3 les i 6= 1 tels que p - dimVi .

Si i ∈ I2, alors dimVi
p χi (g ) est un entier algébrique, donc a = ∑

i∈I2
dimVi

p χi (g ) aussi. De
(41) on tire

χ1(g )+ ∑
i∈I2

(dimVi )χi (g )+ ∑
i∈I3

(dimVi )χi (g ) = 1+pa + ∑
i∈I3

(dimVi )χi (g ) = 0.

Puisque a est un entier algébrique, il ne peut pas être égal à − 1
p , donc la dernière somme

est non nulle. Donc il existe i ∈ I3 tel que χi (g ) 6= 0. Puisque p - dimVi , par le théorème
4.5.6, il faut que ρi (g ) soit une homothétie, nécessairement la même pour tous les élé-
ments de la classe de conjugaison c. Donc, prenant g1 6= g2 dans c, on obtient ρi (g−1

1 g2) =
IdVi . Ainsi kerρi est non trivial.

Démonstration du théorème de Burnside. — Il s’agit de montrer que si G n’est pas abé-
lien, il n’est pas simple. Si le centre n’est pas trivial, il n’y a rien à démontrer. Si Z(G) = {e},
par le théorème 4.5.7, G ne contient pas de classe de conjugaison d’ordre pk ou qk , donc
toutes les classes de conjugaison différentes de {e} ont un ordre divisible par pq . Mais cela
contredit le compte des éléments de G :

pa qb = 1+∑
c
|c|.

4.6. Représentation induite

Soit H un sous-groupe du groupe G, alors une représentation V de G se restreint en une
représentation de H, qu’on notera ResG

H V. Le caractère de cette restriction est la restriction
χ|H du caractère χ de G.

On va construire une opération dans l’autre sens, associant à une représentation V de
H une représentation de G, appelée représentation induite, et notée IndG

H V.
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4.6.1. Point de vue des représentations. — On définit la représentation induite par

IndG
H V = { f : G → V, f (hx) = ρV(h) f (x) ∀x ∈ G,∀h ∈ H},

avec l’action de G donnée par

g ( f )(x) = f (xg ).

On obtient bien une représentation de G, car (3)

g (g ′( f ))(x) = g ′( f )(xg ) = f (xg g ′) = (g g ′)( f )(x).

Exemple. — Si H = {e} et V =K, alors IndG
{e}K=K[G].

Un élément f ∈ IndG
H V est déterminé par une valeur sur chaque classe à droite Hx, d’où

il résulte que

dimK IndG
H V = [G : H]dimKV.

Exercice. — Si E ⊂ H ⊂ G sont des sous-groupes, et V est une représentation de E, alors (4)

IndG
E V = IndG

H IndH
E V.

4.6.2. Point de vue des caractères. — Si H ⊂ G on définit une application entre les es-
paces de fonctions centrales,

C (H) −→C (G), f 7−→ f G.

On part de l’extension naïve, f 0 : G →K, définie par

f 0(x) =
{

f (x) x ∈ H,

0 sinon,

qu’on rend invariante par conjugaison :

f G(g ) = ∑
x∈H\G

f 0(xg x−1) = 1

|H|
∑
x∈G

f 0(xg x−1).

4.6.3. Théorème. — Soit V une représentation de H ⊂ G de caractère χ, alors IndG
H V a pour

caractère χG.

3. Il existe une interprétation plus intrinsèque, mais que nous n’utiliserons pas au niveau de ce cours, de la
représentation induite en termes de produit tensoriel de modules sur une algèbre. Si L (resp. M) est un module
à gauche (resp. à droite) sur l’algèbre A, alors on peut définir un produit tensoriel L⊗A M, dans lequel `⊗ (am) =
(`a)⊗m. Alors

IndG
H V =K[G]⊗K[H] V,

oùK[G] = { f : G →K} est unK[H]-module à droite (par ( f h)(x) = f (hx)), et aussi unK[G]-module à gauche (par
( f g )(x) = f (xg )), ce qui induit sur le produit tensoriel la structure de K[G]-module à gauche. Ainsi la représen-
tation induite s’obtient-elle par une construction similaire à l’extension des scalaires vue en § 3.1 : ici on étend
les scalaires deK[H] àK[G].

4. En termes du produit tensoriel,

K[G]⊗K[H] (K[H]⊗K[E] V) = (K[G]⊗K[H]K[H])⊗K[E] V =K[G]⊗K[E] V.
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Démonstration. — Soit σ= Hxσ une classe à droite, et

Vσ = { f ∈ IndG
H V, f (x) = 0 si x ∉σ}.

Alors
IndG

H V =⊕σ∈H\GVσ et g ·Vσ = Vσg−1 .

Dans le calcul de la trace de ρ(g ), seuls interviennent les Vσ tel que g ·Vσ = Vσ, c’est-à-dire
tels que σg−1 =σ, soit xσg x−1

σ ∈ H. Sous cette hypothèse, calculons la trace de l’action de
g sur Vσ, en identifiant

Vσ −→ V par f 7−→ f (xσ).

Alors g · f 7→ f (xσg ) = f (xσg x−1
σ xσ) = (xσg x−1

σ ) · f (xσ) donc la trace de g |Vσ est χ(xσg x−1
σ ).

Exemple. — Dn = Z/nZoZ/2Z ⊃ Z/nZ est engendré par une rotation r et une symétrie
s, telles que sr s−1 = r−1. Le caractère de la représentation standard est

χ(r k ) = e2πi k
n +e−2πi k

n , χ(r k s) = 0.

Il est induit du caractère de Z/nZ,

ψ(r k ) = e2πi k
n .

Exercice : en utilisant la définition, reconstruire directement la représentation induite à
partir de celle de Z/nZ.

4.6.4. Réciprocité de Frobenius. —

4.6.5. Théorème (Point de vue des représentations). — Soit H ⊂ G, V une représentation
de G, W une représentation de H, alors

HomG(V,IndG
H W) = HomH(ResG

H V,W).

4.6.6. Théorème (Point de vue des caractères). — Soitφ une fonction centrale sur G, etψ
une fonction centrale sur H. Alors

〈φ,ψG〉 = 〈φ|H,ψ〉.
Le lien entre les deux théorèmes est le suivant : soient φ1, . . . ,φr les caractères irréduc-

tibles de G. Si V et V′ sont des représentations de G, alors

χV =∑
niφi , χW =∑

n′
iφi ,

où ni et n′
i sont les multiplicités de Vi dans V et V′. Alors

〈χV ,χV′〉 =∑
ni n′

i = dimHomG(V,V′).

En appliquant le second théorème aux caractères χV et χW de V et W, on trouve
〈χV ,χG

W〉 = 〈χV |H,χW〉, c’est-à-dire l’égalité des dimensions des deux espaces vecto-

riels HomG(V,IndG
H W) et HomH(ResG

H V,W). Le premier théorème exhibe en outre un
isomorphisme naturel entre ces deux espaces vectoriels (voir la démonstration).

Cas particulier important :

4.6.7. Corollaire. — Si V et W sont irréductibles, la multiplicité de V dans IndG
H W est égale

à la multiplicité de W dans ResG
H V.
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Démonstration du théorème 4.6.6. — Par un calcul direct :

〈φ,ψg 〉 = 1

|G|
∑
x∈G

φ(x−1)ψG(x)

= 1

|G|
∑

x∈G,y∈H\G
φ(x−1)ψ0(y x y−1)

= 1

|G|
∑

x∈G,y∈H\G
φ(y x−1 y−1)ψ0(y x y−1)

= 1

|H|
∑

h∈H
φ(h−1)ψ(h)

= 〈φ|H,ψ〉.

Démonstration du théorème 4.6.5. — On veut identifier E = HomG(V,IndG
H W) avec E′ =

HomH(ResG
H V,W). On définit deux morphismes :

F : E −→ E′ G : E′ −→ E

α 7−→ (
F(α)v = (αv)(e)

)
β 7−→ (

(G(β)v)(x) = β(xv)
)

Le fait que F et G soient bien définis et inverses l’un de l’autre est laissé en exercice.

Exemple : le groupe du tétraèdre T. — Le groupe des isométries directes du tétraèdre
s’identifie au groupe alterné A4 par l’action sur les sommets. On a |T| = 12, et les classes de
conjugaison sont O1 = {e}, O2 = {(12)(34), (13)(24), (14)(23)}, O3 = {(123), (214), (341), (432)},
O4 = {(132), (241), (314), (423)}.

Comme T.K =Z/2Z×Z/2Z= O1∪O2, le groupe de Klein, avec T/K =Z/3Z, on obtient
trois représentations de degré 1, de caractères χ1, χ2 et χ3. La quatrième représentation est
donc de degré 3, et a pour caractère χ4. On obtient ainsi la table des caractères de T :

O1 O2 O3 O4

χ1 1 1 1 1
χ2 1 1 j j 2

χ3 1 1 j 2 j
χ4 3 −1 0 0

Une autre manière de voir la représentation de degré 3 est la suivante : soit V la repré-
sentation de K de degré 1 telle que ρV((12)(34)) = ρV((13)(24)) =−1, alors par la réciprocité
de Frobenius, IndT

K V, de dimension 3, ne saurait contenir l’une des trois représentations
de degré 1 comme composante, puisque toutes se restreignent à K en la représentation
triviale. Par conséquent, IndT

K V est irréductible. Le calcul de son caractère par le théorème
4.6.3 donne

χ(g ) = χ0
V(g )+χ0

V(σgσ−1)+χ0
V(σ2gσ−2),

où σ ∈ T engendre le quotient T/K. Cela redonne immédiatement χ4.
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Exemple : le groupe de l’octaèdre ou du cube O. — Le groupe du cube s’identifie à S4 par
action sur les grandes diagonales. En inscrivant un tétraèdre dans un cube, on obtient
O.T, avec O/T =Z/2Z.

Les classes de conjugaison sont :
O1 : la classe triviale O1 = {e} ;
O2 : les symétries autour des axes des faces, |O2| = 3 ;
O3 : les rotations d’angle ± 2π

3 autour des grandes diagonales, |O3| = 8 ;
O4 : les rotations d’angle ±π

2 des faces, |O4| = 6 ;
O5 : les symétries d’axe joignant les milieux de deux arêtes opposées, |O5| = 6.

Seules les trois premières classes intersectent T.
Trouvons les cinq représentations irréductibles : deux représentations de degré 1, V1

et V2, proviennent du quotient Z/2Z, et la représentation standard V3 donne une repré-
sentation de degré 3. Les deux représentations restantes sont de degré p et q satisfaisant
p2 +q2 = 13, ce qui impose p = 2 et q = 3.

La représentation irréductible de degré 2 peut se construire de la manière suivante :
soit V la représentation de T de caractère χV = (11 j j 2), et S = IndO

T V, donc degS = 2. Par
réciprocité de Frobenius, V1 et V2 ne sont pas facteurs de S donc S est irréductible, de
caractère

χS(g ) = χ0
V(g )+χ0

V(σgσ−1) pour un σ ∉ T.

Cela donne la table de caractères suivante, où la dernière ligne est obtenue par orthogo-
nalité :

O1 O2 O3 O4 O5

χ1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 −1 −1
χ3 3 −1 0 1 −1
χ4 2 2 −1 0 0
χ5 3 −1 0 −1 1

On observe que χ5 = χ2χ3, d’où il résulte que V5 = V2 ⊗V3 qui est donc irréductible. Cela
finit de fournir une interprétation à toutes les représentations irréductibles.
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sous-espace hyperbolique, 44
sous-espace isotrope, 44
sous-groupe, 10
sous-groupe caractéristique, 15
sous-groupe de Sylow, 19
sous-groupe distingué, 12
sous-groupe engendré, 11
sous-groupe normal, 12
sous-représentation, 72
stabilisateur, 16
suite de composition, 31

suite exacte de groupes, 13

suite exacte scindée, 21

symétrie, 41

tenseur antisymétrique, 65

tenseur décomposé, 57, 60

tenseur pur, 57

tenseur symétrique, 68

transvection, 35

type fini, 25

vecteur isotrope, 42
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