ANALYSE DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES

QUELQUES EXEMPLES EN MECANIQUE DES
FLUIDES




ANALYSE DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
QUELQUES EXEMPLES EN MECANIQUE DES FLUIDES



La plupart des systemes physiques se modélisent par des équations aux dérivées partielles non linéaires.
L’objectif de ce cours est d’introduire des techniques d’analyse permettant d’étudier et de résoudre de
telles équations.

Afin de mettre en application ces techniques sur un probléme issu de la physique, nous avons choisi
d’étudier de manieére détaillée deux systemes de la mécanique des fluides incompressibles homogenes.

Les équations de Navier-Stokes incompressibles décrivent 1’évolution temporelle d’un fluide in-
compressible dans un domaine fixe  de R? (d = 2 ou 3). Ce fluide peut étre de 'eau, ou de lair (si
la vitesse de ’écoulement reste petite devant la vitesse du son). Diverses variantes de ces équations se
retrouvent en météorologie, océanographie, magnétohydrodynamique ...

Décrivons maintenant ces équations. La densité du fluide est supposée étre une constante indépendante
du temps et de l'espace. La vitesse de I’écoulement est donnée par le champ de vecteurs v(t,z) =
(vi(t,x),...,v%(t,x)) qui dépend du temps et de 'espace, et qui prend ses valeurs dans R? ou R?
suivant que ’on étudie un écoulement bidimensionnel ou tridimensionnel.

Comme la densité du fluide est constante, les volumes infinitésimaux sont préservés par le flot, ce qui
impose que la divergence du champ de vitesse est nulle :

d
dive = Z&jvj =0.
j=1

D’autre part une particule de fluide subit :

— une force de frottement due a la viscosité du fluide, modélisée dans notre cas de fagon
phénoménologique par

vAv
d
ou v est la viscosité du fluide considéré, et A = Z aﬁj,
j=1
— une force de pression, qui s’écrit
—Vp

ou p(t, z) est la pression qui régne dans le fluide.

L’accélération de la particule de fluide considérée est alors
Dv
— =vAv—-V
Dt P

ot Dv/Dt est la dérivée particulaire, ce qui donne
O+ v-Vu—vAv=—Vp.
d

ol le terme d’advection est défini par v -V = Z v’ Op; -
j=1

Le systeme ainsi obtenu
NS dive =0,

(NVS) Oww+v-Vo—vAv=—-Vp,

est une équation d’évolution, c’est-a-dire qu’une variable (& savoir ¢ le temps) y joue un rdle particulier.
A noter cependant qu’il n’existe pas d’expression simple et utilisable de J;p. La pression est en quelque

sorte définie implicitement par la contrainte dive = 0 et “s’adapte” pour que l'on ait en permanence
divev = 0. En particulier la pression est une inconnue du systéeme au méme titre que v.



ii

Ces équations doivent étre complétées par

— une donnée initiale: valeur de v a ¢t = 0,
— une donnée au bord: valeur de v sur le bord de Q. Ici on supposera que le fluide adhere a la
paroi. Par conséquent v = 0 sur 0f).

Les équations d’Euler incompressibles décrivent 1’évolution d’un fluide idéal, c¢’est-a-dire de viscosité
nulle
NS dive =0,
(NS) dw+v-Vv=-Vp,

Bien qu’assez semblables au premier abord, les systémes (N.S) et (E) ont des propriétés mathématiques
tres différentes.

— Dans (NS), la dérivée spatiale d’ordre le plus élevé apparait dans le terme de viscosité : I’équation
est parabolique, c’est-a-dire qu’on s’attend a ce qu’elle se comporte un peu comme ’équation de
la chaleur

8t¢ — uam¢ =0.
L’équation d’Euler (E) ne comporte pas ce terme régularisant, c¢’est une équation hyperbolique
qui propage les singularités comme ’équation de transport

at¢ + aal¢ =0 i
et qui pourrait éventuellement en créer comme 1’équation de Hopf
¢+ 909 = 0.

— Comme ’équation (E) est une équation aux dérivées partielles d’ordre moins élevé, on ne s’attend
pas non plus & pouvoir prescrire le méme nombre de conditions aux bords que pour (N.S). On
verra par la suite que la condition de Dirichlet n’est pas admissible pour (F), et qu’on ne peut
imposer qu'une condition de flux du type u-n = 0, ot n est la normale au bord 9f).

— Pour de telles conditions de bord (condition de Dirichlet homogene pour le systéeme (IN.S), con-
dition de flux nul pour le systéme (E)), un calcul formel basé sur la formule de Green montre
qu’on a la conservation de 1’énergie

1 i 1
§||u(t)||%2(m + V/ ||Vu||%2(ﬂ) = 5“’(},(0)”%2(9) pour les solutions de (NS);
0

1 1 .
§Hu(t)||2L2(Q) = §||u(0)||2Lz(Q) pour les solutions de (E).

Le terme provenant de la dissipation visqueuse donne donc une estimation de régularité qui n’a
pas d’analogue dans le cas des fluides idéaux.

Malgré la simplicité apparente de ces équations, leur étude mathématique est donc loin d’étre totale-
ment achevée. Si en dimension 2 (pour différentes raisons) on dispose d’une bonne théorie d’existence
et d’unicité de solutions régulieres pour (NS) et (E), le cas de la dimension 3 reste essentiellement
ouvert, et de nombreuses choses restent & comprendre!
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PARTIE 1

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES POUR LES
FLUIDES INCOMPRESSIBLES VISQUEUX






CHAPITRE 1

LE PROBLEME DE STOKES

1.1. Cadre fonctionnel

Le probléme de Stokes stationnaire
—Au+Vp=f, divu =0
est I’analogue du probleme de Dirichlet sur les ensembles des champs de vecteurs de divergence nulle,

appelés aussi champs de vecteurs solénoidaux.

Cette section est fondamentale pour ’étude des équations de Navier-Stokes car elle va nous fournir le
cadre fonctionnel adéquat. Tout d’abord, définissons les espaces qui vont nous permettre de résoudre
le probleme de Stokes :

Définition 1.1.1. — Soit Q un domaine connexe borné de R?. On désigne par V() I'espace des
champs de vecteurs sur Q2 dont les composantes appartiennent a H}(Q). On munit V(Q) du produit

d d d
1w ES 1 gm =SS (05 | 9igy) e
j=1

j=11:i=1

scalaire

On désigne par V,(2) Pespace des champs de vecteurs de V() a divergence nulle.

On désigne par H(Q) I'adhérence de V,(2) dans (L?(2))¢ pour la topologie associée au produit scalaire

d
(fl9)u :erJ|gJ

On désigne par V'(Q) I'espace des champs de vecteurs dont les composantes sont H ().

Enfin on dfeinit V!, () I'ensemble des formes linéaires sur Vy(£2) .

Si E est un sous-espace de V(Q), le polaire de E noté E+ est l'espace des champs de vecteurs f
dans V'(Q) tels que, pour tout v € E,
d

> (Fivi)r-rxmy =0

j=1

déf

(f,v)vixy =

Si F est un sous-espace de V'(2), le polaire F+ est I'espace des champs de vecteurs v € V(Q) tels que
pour tout f € F, on ait (f,v)yxy = 0.
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Afin d’alléger ’écriture, nous omettrons de mentionner 'ouvert borné 2 dans les notations.

1.1.1. Formulation variationnelle. —

Le probleme de Stokes peut se voir comme un probléeme posé dans ’espace des formes linéaires continues
sur V,. Enoncons d’abord 'analogue du théoreme de Dirichlet :

Théoréme 1.1. — Soit f un champ de vecteurs dont les composantes sont dans H~1. II existe une
unique solution u dans V, de

—Au— f eVt
ce qui signifie que, pour tout champ de vecteurs v de V,, on a
(].].].) —<Au,’l]>y/><v = <f7’l)>v/><v.

De plus |lully = [ f[lv

Démonstration. — On associe & f la forme linéaire sur V, qui a tout v € V, associe (f,v). Par le
théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique u € V,, tel que

Yo €V, (ul|v)y={f,v)yxy.

Par définition du produit scalaire sur V, on a pour tout h € D(Q),

d
(| h)y = (05u| 0ih) > = (—Au, h)yrxy.
Jj=1

Par densité de D(2) dans V, on a alors

Yo € Vs, (—Au,v)yvrxy = (u|v)y = (f,0)vrxy.

d’ou le résultat. O

Remarque 1.1.2. — Le fait qu’un champ de vecteurs g de H=' appartienne au polaire de V, implique
en particulier que pour toute fonction ¢ de D, on a

<gi7 78j§0> + <gjaazso> =0.
Cela entraine que 8;9" — 0;¢° = 0, c’est-a-dire que g est de rotationnel nul.

— On peut trouver des domaines trés simples pour lesquels il existe des champs de vecteurs de H™' qui
sont de rotationnel nul mais qui ne sont pas des gradients.

En effet : plagons-nous sur le domaine du plan 0% {:17 €R?/ 0 < Ry < |z| < Rz} et considérons le
champ de vecteurs f défini par (—0zlog|z|, 01 log |z|). Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 1.1.3. — Le champ de vecteurs f est de divergence et de rotationnel nuls, mais n’est
pas un gradient.

Démonstration. — Le fait que f soit de divergence nulle est immédiat et qu’il soit de rotationnel nul
résulte du fait que la fonction z — log |z| est harmonique sur .
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Supposons par 'absurde que f soit un gradient. Comme f est C'*°, il existe une fonction p de classe

C™ telle que f = —Vp. Un calcul explicite montre que les trajectoires du flot de f sont périodiques.
Considérons « une trajectoire quelconque. On a alors
d dy
)
Swon®) = (Z[vem).,
= —[Vp(v@®)*.

La fonction p o vy est donc décroissante. Par périodicité, on en déduit qu’elle est constante et I'on a
donc Vp(vy(t)) = 0 pour tout t € R. Cette propriété étant vraie pour toute trajectoire, on conclut que
f =0, ce qui est visiblement contraire aux hypotheses. O

1.1.2. Régularité de la pression. —

Comme le montre le théoréme suivant, la condition d’appartenance & V- est plus forte que la condition
de rotationnel nul.

Théoréme 1.2. — On suppose que le bord du domaine est une hypersurface de classe C'. Soit f un
élément de V3. Alors il existe p dans L? tel que f = —Vp.

Désignons par VL? I’ensemble des champs de vecteurs f & coefficients H ! tels qu’il existe une fonc-
tion p de L? vérifiant f = Vp. Soit v un champ de vecteurs dans H} appartenant a (VL?)1, c’est-a-dire
un champ de vecteurs de V tel que

VfeVL?, (v, f) =0.
On a donc pour toute fonction p de D(),
0 = (v,Vp)
= *<diV’U,p>

- /Q div v(z) p(z) da.

Ainsi donc divv = 0 et donc (VL2)+ C V,. 1l en résulte donc que

—1

(1.1.2) Vo)t c (VL)) = vz

Ceci signifie que si f appartient & V2, alors il existe une suite (p,)nen de fonctions de L? telle que
la suite (Vpy,)nen converge vers f dans H~'. Démontrer le théoréme 1.2 ci-dessus revient donc &

démontrer que I'image de
L? — H!
V: {

p — Vp

est fermée. C’est ici, et uniquement ici, que va intervenir la régularité du bord. Sous cette hypothese
de régularité, on a en effet le

Lemme 1.1.4. — Une distribution p de H~' appartient a L? si et seulement si ses dérivées partielles
premiéres appartiennent aussi & H~'. De plus, il existe une constante C' telle que
(1.1.3) IpIZ: < ClplE- +1IVDlZE-).

On en tire alors le corollaire suivant :
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Corollaire 1.1.5. — Supposons l'inégalité (1.1.3) vraie sur Q. Alors il existe une constante C' telle
que, pour toute fonction p appartenant a

L2 Cﬁf{p cL?/ /Qp(x) dx = 0},

on ait
Ipliz: < C|Vp|lg-1.

Démonstration du Corollaire 1.1.5. — L’inégalité implique évidemment que VL? est fermé et donc le
théoréme 1.2. Pour démontrer ce corollaire, procédons par ’absurde en considérant une suite (pn)nen
de fonctions de LZ de norme 1 telle que la suite (Vp,)nen tende fortement vers 0 dans H~!. Le
théoreme de Rellich-Kondrakov implique que I'inclusion de L? dans H~! est compacte : il existe donc
une fonction p de L? et une fonction d’extraction ¢ telles que la suite (Pg(n))nen converge fortement
vers p dans H~'. En particulier, la suite (Vp¢(n))neN converge vers Vp au sens des distributions. On
a alors Vp = 0 et donc p = 0 car la fonction p est supposée de moyenne nulle sur 2. Le passage
a la limite dans 'inégalité (1.1.3) est contradictoire avec le fait que la suite (p,)nen est supposée de
norme 1 dans L2. O

Démonstration du Lemme 1.1.3. — Le point crucial ici est que le domaine € est de classe C!, c’est-
a-dire que le bord du domaine est une hypersurface de classe C'. Sous cette hypothese, il existe une
famille finie (Uy)1<r<n d’ouverts de R? qui recouvre le bord de 99 et telle que, pour tout k, il existe
un C'-difféomorphisme Yy, de Uy sur Vj, tel que

xe(Up N Q) = Vi ﬂ@ avec R‘i (1:ef{;v = (z1, - ,xq) = (2',24) | x4 > 0}.

11 existe de plus un ouvert Uy dont 'adhérence est incluse dans € et tel que la famille (Uy)o<k<n
recouvre . On consideére alors une partition de I'unité (pr)o<k<n de classe C° subordonnée a la
famille (Uy)o<k<n. Soit p une distribution de H~'; on écrit

N ,

p=) _px avec py © .

k=0
Il est clair que ||pgllz-1 < C|lp|lg-1. De plus, si Vp appartient & H~!, alors, comme on a Vp;, =
pVr + o Vp, il en résulte que

IVprllr-— < C(lplla-2 + Vol a-1)-

Il suffit maintenant de démontrer l'inégalité (1.1.3) pour chaque pi. Comme la distribution pg est
a support compact inclus dans €, la propriété est évidente pour pg car py et ses dérivées premieres
appartiennent & H~!'(R?%) et I'on peut donc utiliser la transformée de Fourier. Lorsque k£ > 1, nous
allons utiliser les redressements du bord. Il est clair que, comme Y, est un difféomorphisme de classe C!,
Papplication v — v o x; " est continue de H} (Vi NRY) dans HE(Uy N Q). Par dualité et changement
de variable, on en déduit la continuité de ’application

X* ) { H_l(UkﬂQ) — H‘l(Vk ﬁRi)
b o= v (f, (o xg Hvoxg ).
On est alors ramené a démontrer la propriété sur Ri. Pour cela, on définit les applications @ et R par

H'(RY) — H(RY)

Q: w o (@) - {

0 si z4<0,
w(z) + 3u(x’, —xq) — du(z’, —2z4) si z4>0
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et
H'(RY) —  Hj(RY)

u — (Ru)(a:):{

Le fait que les opérateurs Q et R envoient contintiment H'(R?) dans H}(R%) et L*(R?) dans L?(R%)
est un exercice facile. De plus, on a

0 0 . 0 0
(1.1.4) fOQ—Qo@ si j#d et a—deR—Qo

R : 0 si 24<0

w(z) — 3u(a’, —xq) + 2u(z’, —2x4) si x4 > 0.

6$d
On considere les applications transposées sur H !, c’est-a-dire que ’on pose
o [ TR — HRE)
: €
fo— 1/ ('Qf,v) = (f.Qu)

et de méme pour R. On a bien sur les formules suivantes d’apres la composition des applications
transposées et les relations (1.1.4):

(1.1.5) iotQ:fQo% si j#d et iotQ:tRo

ox J i 0xq O0xq .

En appliquant ces relations a la distribution py det Xipe de H71(R%), on trouve que

Qi e HORY) et - ('QR) € H(RY)

En lisant cette propriété en terme de transformation de Fourier, on a immédiatement que *Qpy est une
fonction de L?(R) et 'on a

QB gy < CUQBRI B ety + IV QB+ ).

Comme @ est I'identité sur les fonctions a support dans Rff_, la restriction de 'Q py & ]Ri est px. On a

donc

||ﬁk||%2(]gi) < C(HﬁkHipl(Ri) + Hvﬁk”?{—l(]}gi))-

Donc les py, sont dans L? et I'on a

k11720 < CUIPIF-10) + IVPIF-1(00)-

Le lemme 1.1.4 est démontré. O
Remarque 1.1.6. — Pour un ouvert Q) quelconque on peut en fait démontrer lexistence d’une fonc-
tion p de L telle que, si f appartient a Vi, alors f = —Vp.

1.2. Structure spectrale et résolution du probléme d’évolution

Dans ce paragraphe, nous allons étudier les propriétés spectrales de 'opérateur de Stokes dans un
domaine borné. Plus précisément, nous allons établir un résultat de diagonalisation basé sur la théorie
générale des opérateurs audo-adjoints compacts.

Cette étude est fondamentale car elle va nous fournir un mode d’approximation des solutions du
systeme de Navier-Stokes.
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1.2.1. Spectre de 'opérateur de Stokes. —

Théoréme 1.8. — Soit Q un domaine borné de R?. Il existe une base hilbertienne (ex)ken de H et
une suite croissante (A3 )en tendant vers infini telles que

—Aey + V= /\%ek,

ou 7 est dans Lloc(Q) pour tout k. De plus, (Aglek)keN est une base hilbertienne de V, muni du
produit scalaire H}.

Pour démontrer ce théoreme, introduisons 'opérateur B suivant :

B - H — Vs
' f — u/—Au—feV.

Cet opérateur satisfait les propriétés suivantes.
Lemme 1.2.1. — L’opérateur B appartient a L(H), est auto-adjoint positif, injectif et d’image dense
dans H.

Démonstration. — Considérons un couple (f,g) de H2. Soit u = Bf et v = Bg. Par définition de B,
on a

(Bflg)rz = (91 Bf)r2
= (-Av U>V’><V7
= (VulVv)pe,
= (—Au,v)yxy = (f[Bg)L:

Donc l'opérateur B est bien auto-adjoint.

Le fait que B soit borné et positif est di au calcul suivant : soit f un champ de vecteurs dans H et
notons u = Bf. Alors, en vertu de 'inégalité de Poincaré, on a

(fIBf)1e = (~Au,u)yxy = [[Vullf > Cllullf. = CIBfZ..

Pour démontrer que B est injectif, observons que le noyau de B est égal & V+ NH , qui est exactement
l’orthogonal de V, au sens du produit scalaire L?. Par définition, V, est dense dans . Donc on a
V1 = {0}. Comme I’'adhérence de I'image de B est égale & I'orthogonal du noyau de B, I'image de B

est dense dans H. O
Lemme 1.2.2. — L’opérateur B est un opérateur compact de H dans H.
Démonstration. — Par définition de B, nous avons
IBfI7s = (~ABf,Bf)
= (f,Bf)

< ClFlalBf N -

Donc I'image de la boule unité de H est un ensemble borné de V,,. Le théoreme de Rellich-Kondrakov
implique que cet ensemble est d’adhérence compacte. D’ou le lemme. O
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Revenons a la démonstration du théoreme 1.3. Comme l'opérateur B est d’image dense, on peut d’ores
et déja affirmer qu’il n’est pas de rang fini. Par positivité de B, le théoréme de diagonalisation des

opérateurs autoajoints compacts implique donc lexistence d’une base hilbertienne (ey)reny de H et
d’une suite croissante (A\})gen tendant vers l'infini telles que Bey, = /\,ZQek. Par définition de B et grace
a la remarque 1.1.6 cela implique qu’il existe une fonction 7 de L%OC(Q) telle que

= —ABey + VT

= -\ 2Aey + V7.

€k

En posant 7, = A\27y, il est alors clair que

(exler )y = (—Aep,er)yrxy
= (=Vm+ Aiew er )y xv
A (eler)n
= A6

En revenant & la définition de (ex)ren et en utilisant le fait que (ex)ren est une base hilbertienne de
H, on conclut alors que (A,;lek) ken est une base hilbertienne de V. [ |

Revenons maintenant & ’espace V! qui est la restriction des formes linéaires sur V aux éléments de V,.
Définissons
1 déf déf

=PV I3 S D (fre)in A2 < +oc}.

jEN
On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.2.1. — L’ensemble des restrictions a V, des éléments de V; ' coincide avec I'espace V',
et il y a égalité des normes.

Démonstration. — Si f € Vg_ﬁ;(, alors f est une forme linéaire continue sur V, donc il est évident qu’on
a l'inclusion Va_ﬁfa C V!. De plus, si v € V,, on peut écrire v = EjeN(v | )\j_lej)v)\j_lej donc, par
continuité de f,
(F0)vry = D AT e (0] A ey
JEN
puis, en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de 1’égalité de Parseval,

[(fodvxv] < A2 e)ln [0l = 1f s 2llolly.

jeN

Inversement soit f € V., et montrons que

Z<f, ej>$}/><v AJ_Q < +OO.

JEN
Soit donc v € V,. Comme v = Z(ej |v)ne; = Z(ej,mley ej, on a

jeN JEN
<fa V'XV_Z)\ fae] V'><V<)‘ €5,V >V'><V'
jeN

Par définition on sait que [{f,v)y xy| < ||f||vl |lv|ly. Or, comme v € V,, on a d’apres le théoréme 1.3,

(Ajej, vy = A7 (= Aej, v) vy = (A ey | v)y
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En conséquence,

Vo € Vo, D ATH e vixy A e Loy < IIfllvy ollv-

JjEN

-1
X J
sommable et de norme ||v]]y. La suite A (f,ej)v <y est donc aussi de carré sommable, et de norme

au plus || f]lv- O

Le résultat suit du fait que, en vertu de I'égalité de Parseval, la suite (A "e; | v)y est de carré

Définition 1.2.3. — Définissons

A L2 - H
Pet N f = D fievve e P fos Y (f ez e
j<k JEN
Remarque 1.2.4. — Les opérateurs Py sont les projecteurs spectraux du probléme de Stokes et P

est le projecteur de Leray sur les champs de vecteurs de divergence nulle.

Proposition 1.2.2. — L’inclusion de H dans V! est compacte.
Démonstration. — Pour tout u dans H, nous avons
1P =l = 3 27w ei)vrx)?
>k
< )\;;2 Z(<ua ej>V’><V)2
i>k

< Nl

Donc l'inclusion de H dans V., est la limite dans £(H; V) de la projection Py, dont I'image est bien
évidemment de dimension finie. Comme ’espace des opérateurs compacts est fermé (en particulier il
contient I'adhérence des opérateurs continus de rangs finis), on obtient alors le résultat souhaité. [

Retenons le résultat suivant qui nous sera fort utile au chapitre suivant.

Proposition 1.2.3. — L’opérateur P peut étre prolongé en une application linéaire continue de V'
dans V... De plus on a

kllcorvy <1 e ; lim [[Pef — v, =0.
IPillecovy <1 et ¥f €V, lim [Puf —Pflly, =0

Démonstration. — La seule chose a vérifier est que

SN (Foeshvn)® < IF 1
J

C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.2.1. O

1.2.2. Le probléme de Stokes dépendant du temps. —

Le probleme d’évolution associé a I'opérateur de Stokes est le suivant
Owu —vAu = f — Vp,

(S) divu =0,
up =0, Uy=o=1uo € H.

Définissons d’abord ce que nous entendons par solution du probléme (5).
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Définition 1.2.4. — Soit ug € H et f € L? (RT;V.). Nous dirons que u est solution de (S) avec
donnée initiale ug et force extérieure f si u appartient a I'espace C(RT; V)N L} (RT;V,) et satisfait,

loc
pour tout ¥ € CL(RT;V,),

(u(t), U () vy + /

(VVu VT - 8t\I/) (t',x) dz dt’
[0,t]xQ2

= (40, T(0)) v + / ), T ) vy dE.

Nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.4. — Le systéme (S) admet une unique solution u qui, de plus, appartient 4 C(R™;H)N
L? (RT;V,). Cette solution est donnée par

loc

t
2 2 ’
u=>Y Uj(the; avec Uj(t)= (uole;j)pe " +/ e AU F(H), e5) vy dt,
- 0
J

et satisfait I’égalité d’énergie

1 ! 1 K
Sl + [ IVa(E) e = ol + [ (@)@ vyt
0 0

Démonstration. — Pour démontrer 1'unicité, considérons une fonction u de C(R*; V') N L} (RT;V,)

loc
telle que, pour tout ¥ € CY(RT;V,),

(u(t), (1)) v + /

(Z/Vu VT - atq/) (t',z) dz dt’ = 0.
[0,¢]x Q2

Cette égalité est en particulier vraie pour ¥(t) = e;. Grace au théoreme 1.3, nous avons
t
<’lL(t)7 6j>V/><V + VAJZ / <U(t/)7 6j>V/><V dtl =0.
0
Cela implique directement que fot<u(t)7 e;)vxy dt = 0 pour tout ¢ > 0, puis que u = 0.

Pour démontrer l’existence, supposons tout d’abord que la force extérieure f; appartienne a
I’espace C(RT;Im Py) et la condition initiale ug, & PyH. En vertu du théoréme 1.3, (S) se réduit alors
a une équation différentielle ordinaire dont I'unique solution est

t
A2 U2 (t—t
(1.2.1) uk(t) =Y (Peuglej)ye ™' e; + / e, ) vy e dt.
i<k 0
D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous avons, pour tout 7' strictement positif,

T
lim [ |[Puf(t) = F()I, dt = 0.
0

k—oc0

Par ailleurs, l’ensemble des fonctions continues sur [0,7] & valeurs dans Im P, est dense dans
L? (0,T;Im Py). Donc pour toute force extérieure f de L% (RT;V.), il existe une suite (fx)ken de
fonctions appartenant a C(R*; V") telle que, pour tout k, la fonction fy soit & valeurs dans Im Py, et

telle que, pour tout T strictement positif, on ait

T
tim [ (8) — SO, dt = 0.

k—o0
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La suite (ug)gen définie par (1.2.1) satisfait

t 2
||uk(t)—uk+g(t)||2L2 < 2||P]€u0—PHUQH%2 +2 Z (/O e VA (t—t )<fk(t/)—fw(t/),€j>|dt/) .
J<kH

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

t
1
luk (8) —unre ()72 < 2| Pevo — PerouolFe + ) /0—V)\2|<fk(t’)—fk+g(t’),ej>|2dt’
j<Rte J

IN

1 t
2| Peo — Prseuolfs + 5 [ Ifele) = fusalt) IR, dt
0

ou l'on a utilisé la proposition 1.2.1. De méme,

t
v/uvaﬂ%wwm%ﬁ’s 9| Peto — Piseuoll%e
0

+ > / l/i\?|<fk(t')—fk+e(t')a€j>|2dt'

j<kte”0
1 t
< 2Puto — Proenollfs + 5 [ IA(E) = fuae®)IBy .
0

Cela implique que la suite (uy)ren est de Cauchy dans L° (R*;H) N L2 (RT;V,). Désignons par u

loc loc
sa limite. Par définition de uy, nous avons, pour tout ¥ € C*(R*;V,),

D), 0 0) = (a0, 0(0) + (s (1), ¥(1)

v(Dug(8), () + (fi(), W(#)) + (un (1), ¥(1))
_ —/Q(quk Vg D) (1) d o+ (fi(0), W (1),
Par intégration en temps, ceci donne

/ u(t,z) - U(t, z) dx + / (VVuk : VU — yy, - Bt\I!) (t',x) dz dt’
Q [0,t]xQ2

:/PkuO(,T)\I/(O,fL')dQT-‘r/ <fk(fl),\11(t/)>yf><vdt/.
Q 0

Vu que la suite (ug)ren tend vers u dans L7S.

dans L} (RT; V"), on conclut que u est solution de (S).

(RY;H) N L2 (RY;V,) et (fx)ren tend vers f

loc

Pour démontrer que u vérifie bien 1’égalité d’énergie, on applique 1’égalité ci-dessus a ¥ = uy, puis on
fait tendre k vers +oo. 0



CHAPITRE 2

SOLUTIONS DE LERAY

Dans ce chapitre, on démontre que toute donnée initiale d’énergie finie (en un sens que 'on précisera
plus loin) engendre au moins une solution de (NS) d’énergie finie et définie pour tout temps positif.
Ce résultat remarquable a été établi en 1934 par J. Leray alors que ni la notion de distribution, ni celle
d’espace de Sobolev n’avait été inventées ! On présente ici une démonstration “moderne” utilisant des
outils d’analyse fonctionnelle.

Dans tout ce chapitre, 2 désigne un domaine borné de R? avec d = 2 ou 3. Nous allons commencer
par définir ce que nous entendons par solution des équations de Navier-Stokes.

Définition 2.0.5. — Nous dirons que u est une solution de Leray de (N S) avec donnée initiale ug € H
et force extérieure f € L} (R*; V') si u appartient a LS (RY;H) N LY (RT;V,) NC(RT; V') et pour

toute fonction ¥ appartenant a C*(R*;V,), on a

/ u(t, x) - W(t,x)dm—&—/ (I/Vu VU —u@u: VU — u-@t\IJ)(t,a:)dxdt
Q [0,t]x 2
— [ @) w02y do+ [ (@) WOy it
Q 0

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréeme de Leray.

Théoréme 2.1. — Soient ug € H et f € L7 (RT;V.). 1l existe une solution u de (NS) au sens de la
définition 2.0.5 avec donnée initiale ug et force extérieure f. De plus, cette solution satisfait I'inégalité

d’énergie

t
%/Q|“(ta$)|2dx+u/0 /Q|Vu(t’,a:)|2dxdt’
1 / / /
= §LIUO<w>I2dx+/ (P ) ul, vy '

t
0
Les étapes principales de la démonstration sont les suivantes:

— construction d’une suite de solutions approchées a 'aide de la structure spectrale de 'opérateur
de Stokes (méthode de Galerkin),

— utilisation d’un résultat de compacité,

— passage a la limite dans les différents termes du systeme de Navier-Stokes.
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2.1. Approximation de Galerkin

2.1.1. Construction des solutions approchées. — On procede de maniére analogue a celle
utilisée pour démontrer le théoreme 1.4. Posons Hy e PirH. C’est un espace vectoriel de dimen-

sion k + 1. on peut trouver une suite (fx)gen de fonctions de C(R™;V.) telle que, pour tout &, la
fonction fi soit a valeurs dans Hy et telle que, pour tout 7' strictement positif, on ait

T
dm [l = £ de = .

Pour construire des solutions approchées, nous avons besoin d’établir quelques propriétés sur le terme
non linéaire.

Définition 2.1.1. — Soit @ I'application bilinéaire définie par

Q- Vxy — V
() = diviu®o).

Comme 'opérateur div envoie contintiment L?(Q) dans H~*(£2), l'inclusion de Sobolev assure que Q

est continue. Dans la suite, le lemme suivant sera fort utile.

Lemme 2.1.2. — On a, pour d € {2,3,4},

g g 14
1Q(w, v)llv < Cllullgallvll o llwll e ollz2 *

En outre pour tout u dans V, et tout v dans V,
(2.1.1) (Q(u,v),v)yrxy = 0.

De plus, si u et v sont dans V,, on a

114 1—d d 1_d a 1—d
Q. u) — Qv ). u —v)| < Cllu— vl ¥l — ol =¥ mmin{ul 12, ol o).
Démonstration. — En combinant le théoréeme d’injection de Sobolev et I'inégalité de Holder, on obtient

lu @ vz < [lullgal[v]|Ls
< Cllullgasallvll gasa
ce qui implique la premiére inégalité par interpolation.

Pour démontrer (2.1.1), supposons que u et v aient leurs composantes dans D(€2). En intégrant par
parties, on a

(Qu,v),v)yrxy = /(diV(u®v)-v)(x)da;

d
3 / Do (™ ()0 ()0 () d

£,m=1

d
= — Z /um(x)ve(x)amvz(m)dx

Lm=1
1
= §/|v(m)|2divu(x) dx.

Comme les formes trilinéaires apparaissant dans le membre de gauche de la premiere ligne et le membre
de droite de la derniére ligne sont continues sur V3 et comme, par définition, D est dense dans V, la
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formule ci-dessus reste vraie pour u et v dans V. Si de plus u est dans V, alors le dernier terme est

nul, ce qui donne (2.1.1).

La derniere inégalité résulte des calculs algébriques suivants. Grace a (2.1.1), nous avons
(Q(u,u)—Q(v,v),u—v) = <Q(U—U,’LL),’U,—U>+<Q(’U7’U,—’U),’U/—’U>
= (Qu—-v,u),u—v).
Ainsi nous avons
(Q(u,u) — Qv,v),u —v)| < [Qu— v, u)lvllu—vllm.

Les deux premiéres inégalités du lemme impliquent le résultat.

Introduisons maintenant la famille d’équations différentielles ordinaires suivantes

{ Ly = vPAuy — Fp(ug) + fi

(VS1) ug(0) = Pyuo,

avec Fy(u) det PeQ(u,u).

Vu que P, A est une application linéaire de H;, dans lui-méme, elle est continue car Hj est de dimension

finie. Il résulte alors des propriétés de continuité de ) et P, que I’application

{R+X7-lk — Hk
(t,2) — UPy Az — Fi(2) + f(t)

vérifie les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Cela entraine 'existence d’une suite (Tj)ren de réels strictement positifs et d'une suite (ug)gen de

solutions maximales de (N Sj) appartenant a C*([0, Tk [; Hx)-

2.1.2. Estimations sur les solutions approchées. —

Afin d’estimer ||uy(t)||22, on prend le produit scalaire L? de (NSk) avec uy(t). On obtient
1d
E%HW(QHZB = v(Aug(t)Jur(t)) 2 — (Fi(ue(t)|ue(t) 2 + (fr(6)|ue(t)) L2

Par définition de F} et comme P,f = P, = 'P, le lemme 2.1.2 implique que

(F (ur (8)) Jun(t)) 22 = (Q(ur(t), ur(t)), ur)vrxv = 0.
On en déduit que
1d

(2.1.2) §£I|uk(t)lliz + v (ug(t)|ur(t))y = (fe(t), ur(t)) v xv-

Par intégration en temps, on obtient 1’égalité d’énergie suivante pour le systeme Navier-Stokes ap-

proché:

1 t 1 t
(2.1.3)  Vt e[0T, §||uk(t)||2Lz+V/0 IVur(®) 22 dt’ = 3w (032 —|—/O(fk(t/)7u;€(t’)>v,xvdt/.

En utilisant 1'inégalité bien connue 2ab < a® + b2, on obtient

t 1 t
(2.1.4) lur ()17 + V/O IVur(t)1Z2 dt” < ur(0)]|72 + ;/0 £ ()5 dt'.

Ceci implique que uy reste borné pour tout temps dans Hjp, et donc que T = 4oo. De plus, la

majoration en norme L{ (RT;H) N L?

e 2 (RT:V,) de (ug)ken est uniforme en k.
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2.2. Compacité

Pour passer a la limite dans (INV.Sg), nous avons besoin d’un peu de compacité. L’inégalité d’énergie
obtenue au paragraphe précédent donne une estimation de régularité uniforme par rapport aux variables
spatiales. Pour obtenir de la compacité forte dans L?, il faut alors contréler la dépendance par rapport
au temps.

2.2.1. Régularité en temps et convergence forte. —

1
Lemme 2.2.1. — Si d = 2 (resp. d = 3), la suite (uy)gen est bornée dans C2 (RT;V') (resp.

loc
dans Cf (RT;V")).

loc

Démonstration. — Vu que (uy)ren est bornée dans LZQOC(R"’; V,), la suite (—Aug)gen est bornée dans
l'espace L2 (RT;V"). Le fait que la suite (fx)xen soit bornée dans LZ (R*; V) découle de sa définition.

D’apres le lemme 2.1.2, on obtient que

da 9_4d
[1Fk (ur () [y < ClIVurl| 22 llukl 72 * -

4
Grace a I'estimation d’énergie (2.1.3), on en déduit que la suite (1 )ren est bornée dans 'espace L (RT;)).

loc
Etant donné que, en vertu de I'inégalité de Holder, on a

—d .
o) = (¢l < =il g

la proposition est démontrée. O

De cette proposition, nous allons déduire le corollaire suivant.
Corollaire 2.2.2. — Il existe un champ de vitesses u € C(RT; V')NLZ (RT;V,) tel que, a extraction
prés, la suite (uy)ren converge vers u :

— fortement dans L3° (RT;V'),

loc

— faiblement dans L*([0,T);V,) pour tout T > 0.

De plus, u € L2 (RY;H) et, pour tout t € RT, la suite (ux(t))ren converge faiblement vers u(t) dans

loc

‘H. Enfin, u vérifie I'inégalité d’énergie pour tout t et, pour tout p € [2,+oo[ et T > 0, on a

(2.2.1) lim ||7.Lk — UHLP([O,T];L2) =0.
k—o0
Démonstration. — Fixons d’abord un entier strictement positif N. D’apres le lemme précédent, la

suite (ug)ren est équicontinue sur [0, N] et & valeurs dans V'. D’autre part, cette suite est également
bornée dans C([0, N];H). Or, d’aprés le lemme 1.2.2, l'inclusion de H dans V. est compacte. Le
théoréme d’Ascoli assure donc qu'il existe u € C([0, N]; V') tel qu’a une extraction pres, la suite (ug)ren
tende vers u dans lespace C([0, N]; V).

Par ailleurs, I’ensemble L2([0, N|;V,) est un espace de Hilbert. Quitte & extraire encore, on peut donc
exiger en sus que la suite converge faiblement vers u dans L2([0, N]; V,).

Ensuite, en faisant tendre N vers l'infini et en reprenant le procédé d’extraction diagonal utilisé dans la
preuve du théoréme d’Ascoli, on obtient finalement un champ v € C(R*; V)N L% (R*;V,) tel quune

loc
sous-suite de (ug)ren (que on continuera & noter (ug)ren) tende fortement vers u dans Cpo(RT; V')

et faiblement dans L} (R*;V,).

loc
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Pour prouver le résultat de convergence faible dans H a ¢ fixé, on utilise le fait que (ug(t))ken est
bornée dans 'espace de Hilbert séparable H. En vertu du théoreme de compacité faible, il existe donc
un élément u(t) de H tel quune sous-suite de (ux(t))ren converge faiblement vers u(t). Mais I'inclusion
de H dans V' étant compacte, cette méme sous-suite converge fortement vers @(¢) dans V’. Par unicité
de la limite, on a donc @(t) = u(t) et on peut alors conclure que (ug(t))gen converge faiblement vers
u(t) pour tout t € RT.

On en déduit que pour tout t € R*, on a

t t
a2 < liminf [[ue(®)[Z: et /HVu(t)||2L2dt§1iminf/ Vs ()22 dt.
k— o0 0 k—oco 0

En passant a la limite dans I’égalité d’énergie (2.1.3), on trouve I'inégalité voulue car la vitesse ini-
tiale ug(0) = Prug converge fortement vers ug dans H et la suite de forces extérieures (fx)ren converge
vers f dans L2 (R*;)).

loc

Finalement, on a

s () = u(t) |3, (ur(t) = u(t), ur(t) — u(t))v <y

[ur () = u(@®)llv (Vg2 + [Vu@)] L2)-

IN

Comme la suite (uy)ren est bornée dans L7 (RT;V) et, pour tout 7' > 0,

li — oo vy =0
kgfoloﬂuk ul| L (j0,11v) = 0,

une intégration en temps sur [0,7] combinée & l'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet
d’obtenir la convergence (forte) vers u de la suite (uj)ren dans lespace LE (RT;H). La convergence
dans LT (RT;H) pour tout p € [2,+oo[ s’obtient & l'aide de I'inégalité de Holder, et des bornes

loc
uniformes dans L7° (R*; H) pour (uk)ken- O

2.2.2. Passage a la limite dans la suite de systémes approchés. —

La convergence démontrée par le corollaire 2.2.2 est cruciale pour passer & la limite dans (N.Sg).
D’apres la section précédente, nous savons que la suite (ux)ren tend vers u fortement dans Li (R1;H)
et faiblement dans L{° (R*;H) N L7 (RT;V). Conformément & la définition de la notion de solution
de (NS), considérons une fonction ¥ dans C'(RT;V,). Comme uy, est une solution de (NSy), nous

avons

(), 0(t) = (an(t), U(0) + (uk(t), U (t))
(PrAug(t), ¥(t)) + (PrQ(uk(t), ue(t)), ¥(1))
+ (fi(t), () + (un(t), W (t)).

Comme il est maintenant habituel, nous écrivons que

(PoAus(t), U(H) = v /Q Vun(t,x) : VPOt 2) de,
(PLQ(ug(t),ur(t)), () = /Quk(t,x)®uk(t,x):VPk\I/(t,x)dx,

(g (1), U (1) = /Quk(t,x)~8t\ll(t,x)dx.
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Par intégration en temps entre 0 et ¢, nous en déduisons que

/ ug(t, )V (t, x) de + / (I/Vuk VPV —up Qup : VP — uy, - 3,5\11) (t,z) dx dt
Q [0,¢]x Q2

:/uk(O,x)-\Il(07x)dac+/ (fr(¢"), ¥ (")) dt'.
Q 0

1l s’agit maintenant de passer a la limite. Par le théoréme de Lebesgue, la suite (VP ¥)ren tend

fortement vers VU dans L} (RT; L?). La convergence faible de uj dans L} (RT;V) assure que

lim (I/Vuk VP — uy, - atq/) (t,z) dz dt = /

(Z/Vu VT - atq/) (t,z) dz dt.
k=00 Ji0,5)xQ [0,¢] X2

Le fait que la suite (ug)ren converge dans C(R™; V') implique que, pour tout réel positif ¢,

lim [ wg(t,z)V(¢t,z)dx = lergQ(uk(t), U(t)) = (u(t), U(t)).

k—o0 Q

Comme u(t) appartient & L? pour tout t € R*, on a donc

lim [ wp(t,z)U(t, z)de = (u(t), U(t)) = / u(t, )V (t, x) dz.
Les deux termes associés a la donnée initiale et la force extérieure convergent de par la construction
des fi et par le fait que Pyug tend vers ug dans L.

Pour passer & la limite dans le terme non linéaire, nous allons utiliser la convergence forte énoncée au
corollaire 2.2.2. Par interpolation, la suite (u)ren tend fortement vers u dans L2 (R*; L*). Comme la
suite (VP W)ren tend fortement vers V¥ dans L (RT; L?) on en déduit d’apres I'inégalité de Holder
que

lim (up @ ug : VPU)(t,2) dodt = / (u@u: VU)(t,x)ddt.

k=00 Ji0,f)xQ [0,¢]x Q2
Nous avons démontré que u est solution de (N.S) au sens de la définition 2.0.5. Cela conclut la
démonstration du théoreme 2.1.



CHAPITRE 3

STABILITE ET UNICITE

3.1. Le cas bidimensionnel

Dans le cas de la dimension deux, les solutions de Leray de (/V.S) sont uniques et méme stables. Plus
précisément, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. — Pour toute donnée ug dans H et f dans L} (R*;V.), la solution de Leray est

unique, continue en temps a valeurs dans H, et satisfait, pour tout (s,t) tel que 0 < s <t,

Sl +v [ IV dt = Sl + [ @) ue) ar.

De plus, les solutions de Leray sont stables au sens suivant. Soit u (resp. v) une solution de Leray
associée a ug (resp. vg) dans H et f (resp. g) dans L?, (R*; V") alors,

loc

t t 2
= )OI + v [ 190 = 0Oz < (o = ol + 2 107 = )@l a0 ) exo (C0)

4

déf I I
avec (1) emm{||uo||iz+y | ey at el + [ ||g<t'>||%gdt'}.

Ces résultats de stabilité reposent sur I’étude du probleme de Stokes, en considérant le terme non
linéaire comme un terme source. Le point clef de la preuve est le lemme d’approximation suivant.

Lemme 8.1.1. — Soit u une solution de Leray associée a ug dans H et f dans L2 _(RT;V.). Soit

(uk)ren la suite de solutions de (NSy). Alors pour tout réel strictement positif T', on a

T
lim ( sup [lug(t) — u(t)||2: + l// IV (up — u)(t)||32 dt) =0.
k—oo\telo0,1] 0
Démonstration du théoréme 3.1. — Le lemme 3.1.1 implique immédiatement que la suite (ux)ren con-
o0

verge vers u dans LS (RT; H). Par unicité de la limite et du fait que chaque uy, est continue en temps
a valeurs dans H, on en déduit que u est 1'unique solution de Leray et qu’elle appartient & C(R™;H).

Par ailleurs, par intégration de (2.1.2) entre s et ¢, on obtient

loc

1 K 1 K
SOl + v [ IFun@)edr = o)l + [ () we) ar.

En passant a la limite lorsque k tend vers l'infini, on trouve 1’égalité d’énergie.
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. a2 . déf . . s a1z
Pour démontrer la stabilité, estimons wy = wui — vy dans ’espace d’énergie. En considérant le terme
non linéaire comme un terme source et en résolvant le probleme de Stokes (théoréme 1.4), on obtient

1 ¢ 1
5llwk(t)lliz+V/0 IVw|[7. dt’ = §Ilwk(0)lliz

+/Ot(<fk_9k7wk> + <Q(uk7uk)_Q(Uk7'Uk),wk>) dt’,

IN

1 Loy
Sl + [ (ST
1 0
(=) DI, +(Quk ) = Qv v, wi) ) d'

D’apres le lemme 2.1.2 et 'inégalité de convexité
(3.1.1) V6 €]0,1[, ab < (1 —6)aT7 + 6b7,
on obtient

3 1

(Qun, ur) = Qg vi)wi)| < ClIVwR(B) s lwnl ;2 Bt
v C
< ZIVur®3: + S BLOlw )l
. 1 1 1 1
avee Bi(t) E min{ (@)1 3 [ Vur(®) £, lon (0|90 @17 }-

Le lemme de Gronwall implique alors que

t 2 t
lun®l: +v [ 19wl < (lorO)+2 [ 1 - a1, ot )

t
xexp(%/ B,%(t’)dt/).
0

En utilisant le fait que uy (resp. vy) tend vers u (resp. v) dans LS (RT; L2) N LE (RT; H}), on trouve

loc
que

Iu=0)Ol: +2 [ 190 = o)) b

2 t C t
< (luo =l + 2 [0 = @)1, o ) oo S [ 5y ar)
VJo v Jo
avec
1 1 1 1
B(t) = min{ [u(t) £ [Vu(®)] 2. o)1 1V0 (@) ).
L’inégalité d’énergie implique que
t
1
/ BY(t")dt' < —E*(t),
0 12

ce qui acheve la preuve du théoréeme 3.1 modulo la justification du lemme 3.1.1. O

Démonstration du lemme 3.1.1. — Posons 6y, dét up—u. Grace a la premiere estimation du lemme 2.1.2
et & la continuité de l'opérateur de Leray de V' dans V! (cf proposition 1.2.3), la fonction

déf
h = PeQ(ug, ug) — PQ(u,w)
appartient a L7 (RT; V).
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Donc ¢y, est la solution de (S) avec donnée initiale Pyug — ug et force extérieure fr — f + hg et le
théoreme 1.4 assure que

t t
1
IO+ [ V8 dt’ < |Prto — ol + . [ (1 = £+ (e )
0 0
Estimons ||hg(t)||y. Pour cela, écrivons que

hi(t) = PpQ(uk, ur) — PeQ(u,u) + (Pr — P)Q(u, u).

2

2 (RT:V7), on en déduit, en utilisant la proposition 1.2.3, que, pour

Comme Q(u,u) appartient & L
presque tout ¢,

Tim [[(Py = P)Q(u(t), u(®) | = 0.

Ensuite, le théoréme de Lebesgue joint au fait que I'opérateur Py, est un projecteur orthogonal dans V.,
implique que, pour tout réel strictement positif ¢,

1Pl 2 0,00 < 1Q(uy uk) — Q(u, w)[[ 720 4.0y + 0k (1) avec Jm or(1) =0.
En utilisant encore la premieére inégalité du lemme 2.1.2, on trouve que
t t
/ 1 (@)1 dt” < C/ 16k () 221V 85 (E) | 2 (I Vur (E) | 22 + [ Va(t) ]| 22)
0 0
X (un@) 2z + lu®)lz2) dt' + ox(1),

puis que

t v t C t
[ e < F [ I9a @ ae + [ @IS dt + on(1)
0 0 0
déf
avee Au(t) & (IVun Ol + 190 3:) (a0 + [u(O32).
Nous avons donc

v [t c [t
I8 + 5 [ 1980 e < [Pevo—ulfs + 5 [ (=11, + AONEE + 0n(1)
0 0

Le lemme de Gronwall implique que

T
wpu@wﬁ;+g/|W@uw;ﬁ
te[0,T) 0

, 1 (T , o (T
<C(IPao—wole + 5 [ 15~ f%, dt +oc() exp(S [ Autt)at).
0 0
Grace a l'estimation d’énergie du théoreme 2.1, il existe une constante C' telle que
T
Vk e N, / Ag(t)dt < C.
0

Le lemme 3.1.1 est donc démontré. O

La spécificité de la dimension deux est liée au fait que les exposants qui apparaissent dans I'inégalité
de Gagliardo-Nirenberg

1Qw, w3 < CllullFyy llulli-

sont critiques. Ainsi le taux de croissance dépend du carré de la norme H}, qui est lui-méme controlé
uniformément par l'inégalité d’énergie.
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3.2. Unicité fort-faible

L’énoncé ci-dessous est une généralisation du théoreme 3.1 au cas de la dimension 3.

(RT;V). On
suppose que u est dans L*([0,T];V,) pour un certain T > 0. Alors u est I'unique solution de Leray
sur [0, T], appartient a C([0,T]; H) et vérifie, pour tout (s,t) tel que 0 < s <t < T,

(3.2.1) Sl +v / IVt 3 de = 3 Ju(s)]3: + / ), u(t')) dt

De plus, pour toute solution de Leray v associée aux données vy dans H et g dans LZQOC(RJF; V') on a

Théoréme 3.2. — Soit u une solution de Leray associée a ug dans H et f dans L}

I'inégalité suivante pour tout t dans [0,T]:
t
= 0)Ol: +2 [ 19— o)) d
2 2 ! "2 ¢ ! AYIES !
< (o = wall + 2 [0 = OBy ) exo(S5 [ 19t ar).

Tout d’abord, il est clair que le dernier point du théoréme entraine le résultat d’unicité. On constate
ensuite que u est solution du probleme de Stokes dépendant du temps avec donnée initiale ug € H et
terme de force f — Q(u,u). On sait que f est dans L?([0,7];V"). Comme par hypothése u est dans
L4([0,T7]; V), on établit facilement que Q(u,u) € L*([0,T];V.). Le théoréme 1.4 assure alors que u
est continue sur [0, 7] & valeurs dans H.

Les autres points du théoreme vont résulter du lemme d’approximation suivant, que nous admettons
pour le moment.

Lemme 3.2.1. — Soit u une solution de Leray appartenant a L*([0,7T];V,). 1l existe une suite
(Ur)ken dans CH(RT;V,) telle que

— la suite () ren tend vers u dans LA([0,T]; V,) N L>=([0,T); H),
— pour tout k, on a

(3.2.2) iy, — vAu, = f — Q(ug,ur) + R avec kli—>Holo HRkHL?([O,T};V;) =0.
Démonstration du théoréme 3.2. — Pour établir 1’égalité d’énergie, on prend le crochet de dualité de

(3.2.2) avec u, on intégre en temps sur 'intervalle [s, t] puis on passe & la limite k — +oo.

Reste a établir le dernier point du théoreme. Pour cela, on utilise le fait que, comme u et v sont deux
solutions de Leray, on peut écrire

t
5,6) = lu—v))]2 + 20 / 19 (u — o)) 122 d’
t t
= Ju()|2s + 20 / IVu(t') |22 dt' + Jo()|2s + 20 / Vo ()2 dt
0 0

—2ul®)|o(t))p — v /0 (Vu(t)| Vo (') 2s d’

(3.2.3) o2 +2 / ), ult))) dt’ + [loo][2s +2 / (gt (1)) di
0 0

IN

o (u®)]o(t)) s — v /O (Va(t)|Vo(t'))2a dt.
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La fonction uj appartient & C'(RT;V,), donc elle peut étre utilisée comme fonction test dans la
définition 2.0.5. Comme v est une solution de Leray, on a

L @)t

= (ug(0)|v(0)) 2 71//0 (Vg (t)|Vo(t)) e dt'+/0 (g(t"), ug(t")) dt’

B (t)

t

v /0 (w(#) ® v(#)|[Viix () = d’ + /O Oyt (t'), 0(t))) dt’.
Gréce a (3.2.2), on obtient
Bi(t) = (@ (0)]0(0)) 2 — 20 / (Vi ()| Vo(t')) = dt’ + / (g(t), () dt’ + / ), o(t')) de
0 0 0
+ / (o(t) @0 ()| Vi (¢')) = dt’ — / (QE (), T (t))), v(t')) dt’ + / (Ru(t'), o(t) dt’

Le lemme 3.2.1 implique que kli_}rgo B (t) = (u(t)|v(t)) L2 et que
i { @Oz ~ 20 [ (T2
+ [ oenar [ menar

t

— W(0)|o(0)) 2 —QV/O (Vu(t’)|Vv(t’))det’+/ (o), u(t')) dt

0
Donc en définissant

Ra(t) &' / (0(t") @ o()| Vi (t')) p2dt’ — / Q@ (t'), (), v(t')) dt',

on en déduit que lim Ry (t) existe et que
(u(®)]o(t)) 2 = (w(0)|v(0)) 2 — 21//0 (Vu(t)|Vo(t)) L2 dt!

+/O <g(t’),u(t’)>dt’+/0 (f(t’)7v(t’)>dt'+ler{:ORk(t).

En injectant dans (3.2.3), on trouve
¢
(3.2.4) 6, (t) < |luo — vol|32 + 2/ (f=9)#), (u—0)(t"))dt' — 2kli,m R (t).
O oo

Etudions maintenant Ri(t). Pour cela 'on observe que pour tous champs de vecteurs a et b dans V,,
ona (b®b|Va)rz = —(Q(b,b),a) et donc
(b ® b|va)L2 - <Q(a7 CL), b> = _<Q(bv b)7 Cl> - <Q(a7 a’)a b>

En utilisant (2.1.1), on peut écrire

(Q(b,0),a) + (Q(a,a),b)

<Q(b7 b)7 a— b> + <Q(a7 a)7 b— a>
= <Q(bab)va*b>+<Q(a’b)vb70‘>'
On trouve donc
<Q(b’ b)’a> + <Q(G’7 a)7b> = <Q(a_ b’ b)ab_ a>
= —((a=b)®b|V(b—a)),..
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En combinant l'inégalité de Holder et les inclusions de Sobolev, on trouve que pour tout (a,b,c)
dans V3, on a

|(a ® b|Ve)pz]

IN

Cllall s [1b]l s Vel L2
1 1
ClVal| 2Bl 2 VO L2 llellv,

A

(3.2.5)

et il est clair que 'on peut inverser les roles de a et b dans le membre de droite de (3.2.5).

On peut donc conclure que pour tout b € L*°([0,7]; H) N L?([0,T]; V,), la fonction

déf

Oyt ars Qa,b)(t) L /0 (b(t') @ b(t')|Va(t')) 2 dt’ — /0 (Qa(t), a(t)), b(t')) dt.

est continue de L*([0,77];V,) dans C([0, T]; R). Il s’ensuit que pour tout ¢ dans [0, 7], on a

k—o0

lim Ry(t) = /0 (u = v)(¥') @ ult)|V(u—v)(t')) 2 dt’.

De (3.2.5) et (3.2.4) on déduit que
t
50(0) < o = w0l +2 [ 1 = )¢y IV (= 0)(¢) v
0

+0AnvwwMﬂvw—m@wiMu—mwwiﬁﬂ

Par une inégalité de convexité on trouve
t
1w = v)(®)1Z2 + V/o IV (u = v)(t)|22 dt" < [Juo — voll7

) t C t
2 [0 =@, @+ 5 [ a0 @) .

Le lemme de Gronwall permet de conclure la démonstration de la derniére partie du théoreme, modulo
la justification du lemme d’approximation. O

Démonstration du lemme 8.2.1. — Observons que, comme le domaine €2 est borné, par I'inclusion de
Sobolev, on trouve

lu @ vl L2(0,11x0) lull L2 (o, x ) 1Vl L4 0,71 x )

<
(3.2.6) <
Donc si u est dans L*([0,T]; V,), alors Q(u, u) appartient & L*([0,T]; V.). Comme Au € L?([0,T]; V%),

cela implique que O;u aussi. Donc le théoreme de Lebesgue donne

Cllull o, ;v Il La 0,770, ) -

kli_)n; | Prw — ul| Lo, 5v,) = kli_)n;@ | PxO¢u — Opul| 20,7302y = 0.
Par définition de P, on a
k
Pru= Zaj(t)ej avec Oy € L2([0;T)).
j=0
Soit 6, une fonction de D(R) telle que 6;(0) = «;(0) et §;(T) = o;(T). La fonction &; définie

par 0; en dehors de [0,7] et «; dans [0,T] appartient & H'(R) et est & support compact. Soit x une
fonction de D(R) d’intégrale égale a 1. Alors e 'x(e~!-) x@; tend vers &; dans H'(R). En choisissant
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convenablement ¢, on définit une suite (uy)ren telle que pour tout k, la fonction @y soit & valeurs dans
P, (VY), vérifie dyuy, € C([0,T]; V.) et

([ = ullzago,ryv,y = Hm [[9¢uy — Oullrz(o,yvy) = 0-
On a donc aussi limg o0 ||Atx — Aul[z2((0,77;v2) = 0. De plus, I'inégalité (3.2.6) implique que
Jim 1Qr, ux) — Q(u, u)|[L2(0,17;v2) = 0.

Ceci acheéve la démonstration du lemme 3.2.1. O

3.3. Singularités pour les équations de Navier-Stokes

Le théoreme 3.2 montre que l'unicité et la stabilité des solutions (qui sont des propriétés importantes
pour la pertinence physique du modele) sont étroitement liées a la régularité. Une question fondamen-
tale, proposée comme probléme du millénaire par la fondation Clay, est donc de savoir s’il existe des
solutions globales régulieres ou si on peut au contraire trouver des solutions qui présentent des singu-
larités en temps fini. Il n’est pas question ici de décrire de fagon exhaustive la littérature consacrée a
ce domaine de recherches tres actif, mais juste de mentionner les différentes approches du probleme,
et quelques résultats marquants.

La premiere approche consiste a chercher des classes de données initiales, les plus larges possibles, pour
lesquelles les équations de Navier-Stokes admettent une (unique) solution réguliére.

Ainsi, dans [9], Fujita et Kato ont montré ’existence et I'unicité des solutions dans L>°(R+, H/2(R?))N
L?*(R*, H3/2(R?)) pour des données initiales petites, et existence et I'unicité locales sans restriction de
taille sur la donnée. Leur méthode (qui sera étudiée en TD) est extrémement robuste et s’applique en
fait a des espaces fonctionnels beaucoup plus généraux pourvu qu’ils soient invariants par changement
d’échelle parabolique.

Une remarque importante due & Cannone, Meyer et Planchon [4] est que dans les espaces de régularité
négative, la condition de petitesse est satisfaite par des fonctions tres scillantes sans que leur amplitude
soit nécessairement petite. Une littérature importante est dédiée a des raffinements de ce résultat, dont
la version optimale a été obtenue par Koch et Tataru.

Une autre approche consiste a caractériser, de fagon la plus fine possible, les singularités qui pourraient
faire obstacle a I'unicité des solutions de Leray. On peut d’abord mentionner que le type de singularités
proposées par Leray lui-méme (profils auto-similaires), ne peut en fait pas apparaitre, comme cela a
été montré par Necas, Ruzicka et Sverak [18].

Des résultats marquants dans cette direction ont été obtenus par Scheffer, et améliorés par Caffarelli,
Kohn et Nirenberg [3]. En utilisant une dilatation auto-similaire au voisinage des singularités et des
estimations locales de type fonction maximale, ils ont montré que ’ensemble des points singuliers (au
voisinage desquels le champ de vitesses est non borné) forment un ensemble de mesure nulle de R x 2.

Plus récemment, en utilisant le méme type d’argument de localisation combiné avec un résultat
d’unicité pour les équations paraboliques rétrogrades, Escauriazi, Seregin et Sverak ont montré dans
[8] que les solutions faibles ne peuvent pas développer de singularité des qu’elles appartiennent a
e (RY, L?(92)).

loc
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EQUATIONS D’EULER POUR LES FLUIDES
INCOMPRESSIBLES NON VISQUEUX






CHAPITRE 4

SOLUTIONS FORTES

Dans cette partie, on considere le cas d’un fluide parfait (non visqueux), ce qui revient formellement
a prendre v = 0 dans les équations précédentes. L’effet régularisant de 'opérateur de Stokes est
donc completement perdu, et la stabilité faible qui conduit au théoreme d’existence de Leray n’a pas
d’analogue.

De fagon générale, pour un systeme hyperbolique non linéaire de ce type, on ne sait montrer que
Pexistence et 'unicité locales de solutions régulieres. Le point important est la structure du transport
qui permet de propager la régularité sur des temps courts.

Pour les équations d’Euler incompressibles en dimension trois, la question du comportement en temps
plus grand est completement ouverte : on ne sait montrer ni ’explosion des solutions fortes, ni
I’existence globale de solutions méme définies en un sens plus faible.

4.1. Estimations d’énergie

4.1.1. Conditions de bord. —

Les équations d’Euler sont de type hyperbolique car la dérivée spatiale d’ordre le plus élevé (celle qui
détermine le symbole principal de lopérateur) est une dérivée d’ordre 1. Plus précisément, c’est un
terme de transport (u - V). Formellement le systéme est alors bien posé si on prescrit une condition
au bord uniquement 13 ou le flux est entrant, i.e. aux points z € 9 tels que

u-n(xz) <0,
avec la convention que n est la normale extérieure au domaine.
En particulier, sous la condition de non pénétration
u-n(z) =0 sur 09,

la vitesse est partout tangentielle au bord. Les quantités transportées sont conservées et et il n’y a pas
de condition supplémentaire & prescrire.

Du point de vue mathématique, cette condition est bien définie, méme pour des champs u sans
régularité. En effet, la formule de Stokes, combinée avec la contrainte de divergence nulle, montre
que la composante normale du champ de vitesses a toujours une trace sur le bord.
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Dans la suite, on supposera toujours que I'ouvert {2 est régulier et on se limitera a la condition de non
pénétration sur le bord 0§2. On considérera aussi le cas plus simple de domaines sans bord, typiquement

— le cas du tore;
— le cas de I’espace entier.

Dans ce dernier cas, comme l'inégalité de Poincaré n’est plus satisfaite, on travaillera toujours avec
des espaces de Sobolev inhomogenes.

4.1.2. Conservation de ’énergie. —

Formellement, on a alors la conservation de ’énergie cinétique.

Proposition 4.1.1. — Soit u € C*([0,T] x T?) une solution réguli¢re des équations d’Euler incom-
pressibles (E). Alors
2 2
lu(®)IZ> = lluollz2 -
Démonstration. — Le calcul est tres similaire a celui qui a été fait pour les équations de Navier-Stokes.

Le seul point a étudier est le role des termes de bord. En multipliant ’équation du mouvement par «
et en intégrant par rapport a la variable spatiale, on obtient

%/(U-V)uzdx—&—/u-Vpdx:O.

En utilisant la contrainte d’incompressibilité et la formule de Green, on obtient alors

1
@I+ [ e (324 p)as =0,

La conservation de 1’énergie est alors une simple conséquence de la condition de non pénétration. [J

5 Iz +

Cette estimation permet de donner un sens aux différents termes de ’équation
Ou+V-(u®u+p)=0.

En effet, comme dans les équations de Navier-Stokes, la pression est le multiplicateur de Lagrange
associé & la contrainte d’incompressibilité. En prenant la divergence de 'équation d’Euler (E), on
obtient ainsi que

Ap=V - ((u-V)u) = Zaij(uiuj) .

La pression est donc solution d’un probleme elliptique, sa régularité dépend de la régularité de u, de
la régularité du domaine 2 et des conditions de bord.

Sur le tore T4, I’équation de la pression a une unique solution (calculable par exemple & partir de la
transformée de Fourier) puisque

/Z&J(uluj)d:c =0.
4,9

Dans le cas d’'un domaine & bords, en projetant I’équation d’Euler sur la normale au bord n, on obtient

la relation 5
_op
(w-Vu)-n = n

qui donne une condition de bord de type Neumann pour ’équation de la pression.
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4.1.3. Estimations d’énergie précisées. —

L’estimation L? fournie par la conservation de 1'énergie est par contre insuffisante pour contrdler la
stabilité de I’équation. Comme les équations sont hyperboliques, on ne s’attend pas a pouvoir montrer
un effet régularisant, ou & obtenir de la compacité forte sur les suites de solutions.

On va cependant montrer que la régularité peut étre propagée. Dans un premier temps, on va établir
des estimations a priori, i.e. des estimations qui sont satisfaites par les solutions régulieres des équations
d’Euler incompressibles.

Proposition 4.1.2. — Soit u € C*°([0,T] x Q) une solution réguliére des équations d’Euler incom-
pressibles (E) (s’annulant au bord, ainsi que ses dérivées). Pour tout m > g—i—l, il existe une constante
Cp, > 0 telle que

1
u(t)|| grm < ——————  pour tout t < C, ||uo| 7 -
[uollzzm — Cmt m
Démonstration. — Soit o = (aq,...,aq) un multi-indice de longueur |a| = Ele a; < m. En
différentiant ’équation d’Euler (F) et en prenant le produit scalaire L? avec D%u, on obtient
1d
(4.1.1) 5a(mu, D%u) = — (D%, D*((u- V)u)).

La pression a disparu dans cette formule car D®u est un champ a divergence nulle et que le domaine
n’a pas de bord, de sorte que

(D%u, VDp) =0.
Il faut alors estimer le membre de droite de (4.1.1). La formule de Leibniz donne
«@ « _ 6 « B a—p
(Du, D*((u- V)u)) =Y <a (D%u, (DPu - V)D*~Pu)
B
ol la somme porte sur les multi-indices S tels que 0 < 8; < a4, et (ﬁ) désigne le produit des coefficients

binomiaux.
Le point clé de I’analyse est le fait que le terme correspondant & § = 0 dans la somme est nul :
1
(D%, (u- V)D% ) = 3 /u - V(D*u)*dz =0

car u est & divergence nulle. Cela signifie que 'ordre des dérivées qui interviennent dans le membre de
droite de (4.1.1) est égal & 'ordre du membre de gauche, et qu’on peut espérer obtenir une équation
fermée sur une norme Sobolev bien choisie.

Ce choix est déterminé par I'injection de Sobolev, qui montre que H*® est une algebre des que s > g.
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|(D%u, (DPu-V)D* Pu)| < [ D%ul|r2]|(Du- V)D* Pul| 2 .
— Si |B] = 1, I'injection de H™~! dans L° implique

I(D%u - V) D Pul| 2 < | DPul| o= ||V D Pul 2 < Cllul[Fpm -
— De facon symétrique, si 8 = «

|(DPu - V)D*Pul| 2 < | D]l VD" Pul < Clluf3m -
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— Sil < |B| < |al, en combinant I'inégalité de Holder et les injections de Sobolev, on obtient
|(DPu-V)D*Pul|p2 < || DPul| e | VD P oo
< Cllull e

ull ez -

1 1 1 1 1 1 1
—+ — =7, 81:|6|+d(_>a 52:|Oé—/6|+1+d<—)
P p2 2 2 m 2 p

Pour trouver des exposants p1, pe €]2, 00| tels que s; < m et so < m, il suffit alors que m > g—i—l.

En regroupant ces différentes estimations puis en sommant sur tous les multi-indices « de longueur
|a| < m, on obtient finalement que
1d 9
—— w3 < Crallul|3m -
>l < Conllully

La proposition s’obtient alors par intégration de 'inégalité différentielle. O

4.2. Existence et unicité locales

Théoréme 4.1. — Soient m > % +1, et up € H™(Q). Alors il existe un temps T (ne dépendant
que de |Jugl|gm) tel que (E) a une unique solution u de donnée initiale ug sur [0,T]. De plus, cette
solution vérifie la borne

sup ||u()||gm < +o0.
t€[0,T]

Comme au chapitre 2, la stratégie pour construire des solutions de (E) consiste & considérer une suite
de problemes approchés, dont les solutions sont régulieres et faciles a construire. Les estimations
a priori obtenues au paragraphe précédent pour les équations d’Euler sont encore valables de facon
uniforme pour ces approximations, ce qui permet de passer a la limite et d’obtenir une solution locale
pour les équations d’Euler.

4.2.1. Construction de solutions approchées. —

Dans le cas ou € est borné (avec ou sans bord), nous allons utiliser comme dans la partie précédente
les projecteurs spectraux Py associés a 'opérateur de Stokes. Dans le cas de I'espace entier, on définit
les projecteurs P, comme des localisations en fréquences (en utilisant la transformée de Fourier et une
partition réguliere de 1'unité sur des couronnes dyadiques).

Nous introduisons alors la famille d’équations différentielles ordinaires suivantes

{ Ly = PpQ(up,uy)

(Ev) ur(0) = Pyug,

Il résulte des propriétés de continuité de @ et P que I'application

{ Hi — Hy
(2) — PQ(z,2)
vérifie les hypotheéses du théoreme de Cauchy-Lipschitz, ce qui entraine U'existence d’une suite (Tk)gen

de réels strictement positifs et d’une suite (ux)ren de solutions maximales de (Ej) appartenant a

Cl([O,Tk[; Hk)
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Afin d’estimer ||uy(t)||22, on prend le produit scalaire L? de (Ej) avec uy(t). On obtient

1d )
5 a2 = 0.

Ceci implique que uy reste borné pour tout temps dans Hy, et donc que T = +o0.

Comme les opérateurs de dérivation commutent avec les projecteurs Py, on peut aussi reprendre les
arguments du paragraphe précédent, et établir des inégalités d’énergie précisées : si m > g + 1, pour
tout multi-indice « tel que |a] < m

li(D ug, D%uy) = —(Dauk,DaPk((uk : V)’U,k))

2 dt
—(D%up, D*((ug - V)ug)) < Crmalluk|[Frm

On a ainsi 'estimation

1
up ()| gm < our tout ¢ < C 7| Pruoll 5t
ol < e b APl

ou la constante C), ne dépend pas de k. Autrement dit, il existe un temps 7' dépendant uniquement

de m et de |lug||gm = sup || Pruo||gm tel que

(4.2.1) Vt S CZ—‘7 Vk, HU]C(t)”Hm S C(T) .

4.2.2. Convergence de la suite d’approximations. —

En utilisant Iestimation (4.2.1), on peut montrer la convergence de la suite (uy) dans C([0,7], L?). En
effet, on a pour [ > k

1d

d
2dt||uk w72 = —— (wlug) 2

dt
= (Pr(uy - Vu;€)|ul)L2 + (Pi(w - V) |u;€)L2
= ((Pk — D (uy - Vuk)|ul)L2 + (((ul —ug) - Vul)|uk)L2
= ((P;C — I (ug - Vuk)|ul)L2 + (((ul —ug) - V(u — uk)|uk)L2
par intégrations par parties, en utilisant le fait que divug = divu; =0
En intégrant & nouveau par parties, et en utilisant 'injection de H™~! dans L, on peut estimer le
deuxieme terme du membre de droite
[(((ur = ur) - V(g = ug)|ug) o] < Vgl poe lJur — wll7
< O(T) ug, — w72

grace a Pestimation uniforme (4.2.1).

De la méme fagon, on a
|((Px = 1) (g, - Vug)lw) | < lJug - Vg 2| (1 = Pr)wil|z2
< Vgl g2 [Junll Lo |(I = Pr)uil| >
DI = Pr)ui| 2

Comme (u;) est uniformément bornée dans H™, ce dernier terme tend vers 0 quand k — co. On a

plus précisément
(1)
xam

1
(I = Pe)w]|3. < WH“I“?{"L <
3
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ol (A) est la suite des valeurs propres de 'opérateur de Stokes (comptées avec multiplicité) dans le
cas d’un domaine borné, et (\;) est la suite des parametres de troncature en fréquences dans le cas de
I’espace entier .

En regroupant ces différentes estimations, on obtient finalement que

1d c(T)
57 llue — w72 < C(T) (|lur — w2z + =
2dt v ( EERDY; )
d’ot1 'on déduit que
(4.2.2) sup |lug(t) — w(t)||32 — 0 quand k,1 — co.
t€[0,T)

La suite (uy) est une suite de Cauchy de C([0, 7], L?), elle est donc convergente (et la convergence est
d’autant plus rapide que m est grand).

Soit u € C([0,T],L?) la limite de la suite d’approximations (uy). De (4.2.1), on déduit que u €
L*°([0,T], H™). 1l reste alors a montrer que u est une solution de (E).

Remarquons d’abord que u est solution des équations d’Euler en forme faible

(u(t) )12 = (ol 2 + / (1 ® u(r)|Vip) p2dr

pour toute fonction test ¢ € C*°(T?) & divergence nulle. En effet, on a pour tout k
t
(wOle)1s = (woale)ze + [ 3 © w(DIPV)ds
0
i,j

et il n’y a aucune difficulté pour passer & la limite kK — oo en utilisant la convergence forte (4.2.2).
De plus, on peut observer que (u ® u(7)|Ve)r2 est une fonction continue du temps de sorte que
(u(t)|p) 2 est différentiable. On a donc

d

S w®le)re = —(u- Vu(t)lg)rz.

De la borne L*°([0,T], H™), on déduit que u-Vu(t) € L>([0,T], H™~!) puisque H™~! est une algebre.
11 existe alors un p € L*°([0,T], H™) tel que

O+ u - Vu = —Vp dans L*=([0,T], H™).

Comme u est différentiable dans L>°([0,T],H™) C L>=([0,T] x ), elle est aussi différentiable
ponctuellement, de sorte que u est une solution classique de ’équation d’Euler (E).

4.2.3. Unicité des solutions réguliéres. —

On note v € C([0,T], H™) la solution des équations d’Euler (E) de donnée initiale ug construite par
I’algorithme d’approximation précédent.

Le résultat d’unicité énoncé dans le théoreme 4.1 repose sur I'inégalité de stabilité suivante :

Proposition 4.2.1. — Soit v une solution quelconque des équations d’Euler, satisfaisant (E) au sens
des distributions, ainsi que l'inégalité d’énergie

le@®lZ2 < llvollZe -
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Pour tout t dans [0,T):

t
I(u =)0 < o = volizeexp(C [ 190t ).

On notera que ce résultat donne en fait une information plus précise que 'unicité dans la classe des
solutions régulieres. Il implique que, tant qu’il existe une solution Lipschitzienne, toutes les solutions
faibles - quelle que soit leur régularité - coincident nécessairement avec cette derniere : c’est ce qu’on
appelle un résultat de stabilité fort-faible.

Démonstration. — Comme dans le cas des équations de Navier-Stokes, I'inégalité de stabilité s’obtient
en modulant 1’énergie

1 1 1
Sl = vl < Sl + 5ol — (wefo)s
1 1
< slluosl3e + 5 llvol2: — (uelo) 2

En utilisant u; comme fonction test dans la formulation faible des équations d’Euler, on obtient alors

t

(0 () g (£)) 12 :(v0|uk’0)p+/o (U®U(T)|vuk(7)md7—/o (PeQ (e, u) (7)[0(7)) g2
:(v0|uk70)L2—|—/0 (v®v(7’)|Vuk(T)deT—/O (Q(ug, ur)(7)|v(T)) 2dT

- / ((Py — DQur, w)(7)[o(r)) 2dr

Or, on a l'identité

(v ®@v|Vug)rz — (ug - Vug|v)pe = (v - Vug|v) g2 — (ug - Vug|v) e

((v —ug) - Vug|v) g2

((v = ug) - Vug|(v = ug)) 2

En combinant ces différentes relations, on obtient

ok — voll22 — / (0 — k) ® (0 — u) | Vg ) (7 — / ((Px — DQug u)v) 12 (r)dr

N |

1
Sl — vl <
d’ou I'on déduit en utilisant le lemme de Gronwall

t
g = vl3 < o, — voll3: exp(C / Vs (') oo ')
0

_ /Ot((Pk — DQup, w)[v) 2 (7) exp(C/rt Vs ()] dt’ )

Comme u est limite forte de la suite (ug), et que ||Vug||p~ est uniformément bornée, on peut passer
a la limite dans I'inégalité

t
= )OI < luo — vol32 exp(C / |Vu(t') | dt')

ce qui acheve la preuve de la proposition. O
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4.3. Solutions dissipatives

En dimension 3, la question d’un prolongement global des solutions (méme dans un sens faible) reste to-
talement ouverte. De fagon alternative, en partant de I'inégalité de stabilité énongé dans la proposition
4.2.1, Lions [16] a proposé une notion encore plus faible de solution :

Définition 4.3.1. — Une solution dissipative des équations d’Euler (E) sur [0,T") est un champ de
vecteurs

we L=([0,T), L2(Q)) N C([0,T), w — L2())

satisfaisant V - u = 0 et uj;—g = us, au sens des distributions, et tel que
t
Jatt) = 20y < i = oy 50 ([ 17+ (V0TI

¢ t
+/ /A(ﬂ) (@ — u)(s, z)dx exp (/ (Vo + (Vﬂ)T)(T)|Loc(Q)dT>
0 s
pour tout t € [0,7) et toute fonction test u € C([0,T] x Q) telle que

V-{L:O, ’I’L'ﬂ|g)Q:0,
(Va4 (Va)T) e L*([0,T), L>=()),
A(v) = oyt + (- V)a € L([0,T], L*()).

Ces solutions existent toujours (globalement en temps) : en général, on ne sait pas si elles vérifient (E)
sous la forme conservative, mais elles coincident avec 'unique solution réguliere tant que cette derniere

existe.

Cette notion de solution est particulierement utile pour I’étude de problemes d’analyse asymptotique,
notamment la limite non visqueuse qui sera I'objet de la derniere partie de ce cours.
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En dimension deux, les résultats précédents peuvent étre améliorés de fagon sensible en utilisant la
structure géométrique du terme non linéaire. Le probleme de Cauchy associé a (E) peut se ré-écrire
comme une équation de transport sur la vorticité w = dau; — O1us

Ow + (u-Viw =0,
(5.0.1) Our + Goug =0, Gouy — Oruz = w,
u-n =0 sur 0.

Cela signifie que

u(t,z) = K xw(t,z) = /QK(x,y)w(t,y)dy

o K = V+P et P est le noyau de Poisson avec condition de Dirichlet sur €.

En intégrant le long des caractéristiques du flot, on obtient la formulation suivante

d
aé(t,m) =u(t,®(t,x)), P(0,2)==x,

(5.0.2) w(t,z) = wo(® 1 (t, x)),

u(t,x) = K xw(t,x).
Bien que formellement équivalente, la formulation (5.0.2) est plus faible que (5.0.1) au sens classique :
en effet, (5.0.2) ne requiert aucune propriété de différentiabilité sur w. Par contre, les solutions de

(5.0.1) au sens des distributions ne sont pas toujours des solutions de (5.0.2) car la définition du flot
® nécessite une borne de type Lipschitz sur le champ de vitesses u.

Le but de ce chapitre est de montrer que le systeme (5.0.2) est bien posé des que la vorticité wy € L.

Remarque 5.0.1. — Ces résultats n’ont pas de contrepartie en dimension trois car I’équation sur le
rotationnel w = rotu

Ow~+ (u-Viw= (w-V)u.

fait intervenir un terme supplémentaire de stretching, qui est homogéne au carré du rotationnel et qui
pourrait le cas échéant créer des singularités (comme c’est le cas pour I’équation de Hopf par exemple).
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5.1. Définition du flot

5.1.1. Estimation du noyau de Poisson. —

Le lemme suivant permet de montrer que, si la vorticité w € L°, le champ de vitesses ©u = K * w est
borné, continu en x mais pas forcément lipschitzien. La condition de continuité Lipschitz est en fait
corrigée par un facteur logarithmique.

Proposition 5.1.1. — Soit Q un ouvert borné régulier. Alors il existe C' > 0 telle que

Aﬁﬂ%wWySQ

L@mum—Kuwwwsarwmww—fD

ot @ est définie sur RT par

r(l—Inr) sir <1,
wlr) = lsir>1.

Démonstration. — Des résultats classiques d’analyse harmonique montrent que le noyau de Poisson
n’est singulier qu’au voisinage de la diagonale, et plus précisément qu’il vérifie la majoration ponctuelle

K (z,y)

Par intégration, on obtient alors directement la premiere estimation de la Proposition 5.1.1.

c
;o IVE(@y)| < ——3, -

< T 9
T F—E

La deuxiéme estimation s’ensuit si r = |z — 2’| > 1. Sir < 1, on définit
A={yeQ/ly—z[<2r},

et on décompose l'intégrale en conséquence :
1)~ Kty = [ 1K)~ K6l [ K Ky,

Le premier terme est borné par

1 1
/Wmaw—wamwsc/( - )@
A a\lz—yl |2/ -yl

d ~
Y <Cr
|lz—y|<3r |l’ - y|

<2C

Pour estimer la deuxiéme contribution, on utilise la formule de Taylor

/ u«aw—K@nmwsc»/
Q\A

o VK (z",y)|dy

et le fait que pour tout z” € [z, 2] et tout y € 0\ A4,
1
"
—yl > Zle —ul.
2" =yl = Sz

On a alors

d
/ |K (x,y) — K(x’,y)|dy < CT/ ,,72[12
Q\A Q\A 2" — y|

d -
< 4Cr / 4—23+/' dy) < Cr(r|+ ).
2r<|z—y|<1 |'27 - y| le—y|>1

On conclut en regroupant les deux estimations. O
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5.1.2. Probléme de Cauchy pour un champ quasi-Lipschitz. —

Comme le champ de vitesses u n’est a priori pas Lipschitzien, la définition du flot dans (5.0.2) nécessite
d’obtenir une amélioration du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Proposition 5.1.2. — Soit b € C(RT xR?) une fonction unifomément bornée et quasi-Lipschitz, i.e.
satisfaisant la condition

|b(t,z) = b(t,y)| < Co(lz —yl)
ot C ne dépend pas de t.

Alors le probléme de Cauchy sur R¢

ix =b(t,z), x(0)=xo,

dt
a (localement) une unique solution.
Démonstration. — Nous allons utiliser une méthode itérative classique. Définissons
t
(5.1.1) xn(t) = xg +/ b(s, xn—1(s))ds, xo(t) = o .
0

Comme b est quasi-Lipschitz, nous avons ’estimation

0(8) =0t < [ dslb(s,,m1(9) = o)
<C [ ellnns() — an-als))ds

< C|lne| /t |€rn—1(8) — Zp—2(s)|ds + Cte.
0
En effet, on peut vérifier que ¢ est une fonction C!, concave
¢'(r)=—Inrpourr <1, ¢"(r)= —% pour r < 1.
En particulier, son graphe est toujours au-dessous des tangentes et on a pour tout € €]0, 1]

o(r) <|lnelr+e.

Par itération de 'argument précédent, on obtient que pour tout ¢ € [0,T] et tout n > 2

n—2
C*|lnelktk O Ingn—ten!
Tn(t) —xp_1(t)| < CTe + sup |x1(t) — xo| .
nt) = 200 £ €T 3 = e Sl (®) - ol

Comme b est bornée, on a aussi
“Tl(t) - l‘ol S CbT,

de sorte que
Cn—1| IHE‘n_lTn

(n—1)!

|2n () — zp—1(t)| < CTeexp(C|lne|T) 4+ Cy

En choisissant € = exp(—n) et T' < 1/(2C'), on conclut que
CnnnflTn

W S CT51/2 + (CeT)”

|2 (t) — 2p_1(t)] < CTECT 4
grace a la formule de Stirling

n n
n! ~n oo V2N (g> .
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Cette estimation montre que, si T est suffisamment petit (indépendamment de xg), les |, (t) —@p—1(t)]
sont bornés par les termes d’une série géométrique convergente, et sont donc exponentiellement petits.
Donc (z,,(t)) est une suite de Cauchy pour la norme uniforme. En passant & la limite dans I’équation
intégrale (5.1.1), on obtient que sa limite x(t) satisfait

z(t) = xo —1—/0 b(s,z(s))ds .

Par continuité de 'application ¢ — b(t, z(t)), il s’ensuit que z(t) est solution de I’équation différentielle

d
7T = b(t,z), x(0)=uxp.

Comme le temps d’existence T ne dépend pas de la donnée initiale xq, la procédure peut étre itérée
de sorte a obtenir une solution globale. L’unicité se prouve exactement de la méme fagon. O

5.2. Le théoréme de Yudovich

En combinant les deux arguments précédents, Yudovich a montré qu’il était possible de définir le flot
associé a un champ de vitesses solénoidal de vorticité bornée, et de construire par approximation une
solution du systeéme (5.0.2), unique.

Théoréme 5.1. — Soit wg € L>®(Q). Il existe un unique triplet (®,u,w) solution de la formulation
intégrale (5.0.2) des équations d’Euler pour la vorticité, avec w € L>®(RT x Q) et u quasi-Lipschitz.

Démonstration. — La premiere étape consiste a introduire une suite d’approximations pour le
probléme (5.0.2), définie de la fagon suivante
d

%én(t,x) = Un(t, Py (t,z)), P@,(0,2) =z,

avec la convention que wo(t, ) = wo(x) € L.

Grace aux propositions 5.1.1 et 5.1.2, le probleme approché est bien défini : on vérifie en effet que le
champ de vitesses u,, vérifie les mémes hypotheses que le champ b de la proposition 5.1.2 et qu’il n’y
a pas de probleme avec le bord dans la mesure ou u,, est tangent au bord et que les trajectoires ne
sortent donc pas du domaine.

La difficulté est alors de montrer la convergence de (®,,, un,wy) vers une solution de (5.0.2). Pour tout
T € Q,

(5.2.1) 2n(t,2) = Bn-alf2) :/0 (tn (5 @u(s,)) = (s, @01 (5,2)) )

+ /Ot (un(s,(bn_l(s,x)) - un—l(&q’n—l(svx)))
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D’autre part, en vertu du théoréme de Liouville (qui montre que le jacobien du flot associé & un champ
de divergence nulle est toujours 1) et en utilisant le transport de la vorticité,

[ n(te) = wnst e = [ ] [ ania,) (onms0.0) = -2t

(5.2.2) ) /de
<l | do [ dy] (e, @0a(t9) = Ko @0mat)

(R 10.9) = K090 Yl
Q

< luollC(1+190) [ du(
Q

o1 (ty) — Pa-a(t,y)))

grace a l'estimation de continuité quasi-Lipschitz obtenue dans la proposition 5.1.1.

On définit alors .
5o (t) = ﬁ/ dz|®,,(t, ) — Bp_1(t,7)] .
D’apres (5.2.1) et (5.2.2),

QI/ /dx/dy’K n(s,2),9) K(‘I’n—l(sam),y)’lwn(y)l

sl ‘Hwoﬂoo (1+IQI>/dW(!‘1’n 1) = Pa(toy)])

< c ol [ [ ({1010 = Bpeatto)) + o(1010.0) - 2ics(00))

En utilisant la concavité de ¢ et I'inégalité de Jensen, on obtient finalement que

(5.2.3) ) < C’/ ds+C/ dn—1(

ou la constante C' ne dépend que de ||wo||oo €t de €.

On pose

pr(t) = sup 8, ().
n>N

cette fonction est bien définie a ¢ = 0, et satisfait 'inégalité différentielle

t
pN(t) < C/ dsp(pn-1(s)) -
0
En reprenant la preuve de la Proposition 5.1.2, on a alors
lim pp(¢) = 0 uniformément sur [0, 7],
N —oc0

ou T ne dépend que de |Jwpllco et [©2]. Puisque [|w(t)]oo = [|wollco, On peut étendre la procédure pour
tout temps.

11 existe donc ® € C([0,T], M(€2)) ou M () désigne I’ensemble des transformations de €2 sur lui-méme
préservant la mesure, tel que

lim d:c‘q)(t,x) — &, (t,z)| =0.

n— oo Q
De plus,
w(t,x) = wo(q)_l(t,x))
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est la limite faible de w,,(¢) : en effet, pour toute fonction f € C1(Q)

[ 5@ enttsn) = a1 = \ [ @t~ @t 2)n()i
Q Q

< IIVflloollonoo/ @ (t,2) = (¢, 2)|dr —p 00 0.
Q
Un argument de densité montre que la convergence a lieu en fait pour toute fonction f € C(Q).

Définissons finalement
u(t,z) = K xw(t, ).

En utilisant I’estimation de continuité quasi-Lipschitz de la Proposition 5.1.1, on obtient

[ utta) =it = [ da| [ ay(i (. 900.) = K. @0t o)
< Cllwollso(1 + 192 / dyp (19(t, ) — ®os (1))
Q

< Cllanllc(1+190) (= + el | dyfo(t.p) — B1a(t.0)]).
Q
d’ott 'on déduit que

u(t,r) = lim wu,(t,r) dans L*(Q).

n—roo
A ce stade, il n’est pas difficile de montrer I'identité suivante
t
d(t,z) = / u(s, (s, x))ds pour presque tout z € 2.
0

De plus, u est continue en ¢, et quasi-Lipschitz en x (& cause de la borne L sur la vorticité). Il
s’ensuit que, pour tout z € €,

d
aé(t,x) =u(t,®(t,x)), @0,z)==x.

Nous avons donc construit un triplet (®,w,w) solution du probleme (5.0.2).

L’unicité découle des mémes estimations. Plus précisément, si (®,u,w) et (®,u,w) sont deux solutions
du probléeme (5.0.2), on pose

1 -
5(t) = 7/ da|®(t, z) — B(t, 7).
€ Jo
En reprenant les estimations (5.2.1) et (5.2.2), on obtient
t
5(t) < € [ p(a(s)ds
0
qui est analogue de l'inégalité (5.2.3).

La Proposition 5.1.2 implique alors que § = 0 sur un temps qui ne dépend que de || et ||wo||o. Par
itération, on obtient I'unicité globale. O



CHAPITRE 6

NAPPES DE TOURBILLON

Par approximation, on peut en fait construire des solutions beaucoup plus singulieres des équations
d’Euler bidimensionnelles, par exemple avec une vorticité mesure de partie singuliere signée.
L’hypotheése de signe est ici nécessaire pour éviter les phénomenes d’annulation et d’écrantage
des petites échelles qui pourraient déstabiliser le systeme.

Etant donnée une nappe de tourbillon initiale, i.e. un champ de vitesses ug € leoc (R?) dont la vorticité

wo € MT(R?) (qu'on supposera & support compact pour simplifier), on peut construire par convolution
une suite d’approximations régulieres u§ = ug * p. (ot p € C° est un noyau positif), de sorte que

— la vorticité régularisée wf est une fonction positive a support compact;
— pour tout R > 0,

/||<R \ug\Qdm—&—/deJc < C(R);

— la suite (w§) converge fortement vers wy dans Hz,,.(R?), et (u§) converge fortement vers ug dans
L2 (R?).

loc

Une adaptation des résultats du chapitre précédent permet alors de construire une suite (u°) de solu-
tions régulieres globales des équations d’Euler (E) de données initiales respectives (u§). Les bornes a
priori impliquent alors qu’a extraction pres

u® — u faiblement dans L7,.([0,T] x R?),

w® — w au sens des mesures.

La question est alors de savoir si u est une solution faible (singuliere) de (E).

Le point de départ est la formulation faible des équations d’Euler bidimensionnelles : pour tout ¢ €
C2°([0,T] x R?) & divergence nulle,

T
/ /(8t¢-u+v¢:u®u)(t,:c)dtdx:0.
0

En introduisant le potentiel 7 tel que ¢ = V1, on obtient la formulation équivalente

T T
/ / (w502 — uSOm)dedt = / / (am((u5)? — (u)?) + (O — Fumyuses ) dad.
0 0
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La structure particuliere de la formulation faible montre qu’il n’est pas nécessaire que u® converge

2
fortement dans Lj

T
/ /612277 2 —u)ddt = hm/ /31277 — (uf)?)dxdt

/ /82277 0% n)urusdrdt = hm/ /82277 O )uSusdrdt

pour que u soit solution faible de (F). Il suffit en effet que

A cause de 'invariance par rotation des équations d’Euler (E), il suffit en fait de montrer la convergence
faible

(6.0.4) ufus — uius
6.1. Une estimation d’intégrale singuliére

Pour montrer la convergence (6.0.4), on va utiliser un argument d’intégrale singuliere basé sur la
positivité de la vorticité. La loi de Biot-Savart implique en effet que

/cpuiugdx = // H, we(t, z)ws (t,y)dzdydt
ou H, est la distribution sur R? x R2 définie par

1 9

H¢($, y) B _R 8$18l‘2

/ log |z — z|log |y — z|p(2)dz
R2

En général, quand on itere des noyaux homogenes de degré -1 sur R? pour construire une fonction
telle que H,, on obtient des singularités logarithmiques le long de la diagonale z = y. L’observation
fondamentale de Delort est que, dans le cas particulier de la nonlinéarité ujus, l'intégrale singuliere
obtenue par itération est en fait une fonction, bornée au voisinage de la diagonale.

Lemme 6.1.1. — La fonction

1 92

H -
(T y) =13 9210z,

/ log |z — z|log |y — z|p(2)dz
R2
est bornée sur R? x R?, continue en dehors de la diagonale, et tend vers 0 a l'infini.

Plus précisément,
1
Hy(z,y) = 5(p(2) + )z —y) +r(z,y)

ot h(w) = (w1 - wa)/(4n|wl|?) et r est une fonction continue bornée.

Démonstration. — Remarquons d’abord que, en dehors de la diagonale,

o(z)dz .

1 T1— 21 Y2 — 22

o S Bt S
v ) M P i g

En particulier, comme ¢ est a support compact, H, tend vers 0 a l'infini.
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Réécrivons cette expression

Holo) == g2 [ o8 22 (o) - et + o)) d:

[z =2y — 2

1 X1 — 21 Y2 — 22

82 d
872 Jr2 |x — 2|2 |y — 2|2 (p(2) + p(y)dz
= Hl(l‘,y) + HQ(l',y) .

Les intégrales Hq, et Ho sont définies comme des valeurs principales, i.e. en tenant compte des annu-
lations par parité pour obtenir 'intégrabilité quand |z| — co.
e La premiere étape consiste & montrer que H; est une fonction continue et bornée sur R? x R2.

Remarquons que, sur la diagonale,

_ 1 @z (e — %)
472 Jpo | — z|*

Hy(x,x) = (p(2) = p(2)) dz

qui est bien définie puisque ¢ est différentiable en z.

Pour montrer la continuité en = et y, on suppose d’abord que x # y (le cas x = y se traitant de fagon
similaire). On décompose ensuite

T1 — 21 Y2 — 22
—sei(ey) = [ I (o) - pla) d:

+/R ST B ((2) - p()) d

2 |z =z |y — 2

Par symétrie, il suffit alors d’étudier le premier terme.

L’estimation
xr1 — 21 M

montre que ce terme est borné.

Pour montrer la continuité en x, on écrit

T1— 21 Y2 — 22 T1+hi —21 Y2 — 22
- dz — — +h)))d

LT e e [ R R o) — el ) ds

v—zl<2n [ =2 [y — z[? o—zl<on [T +h =2y —z?
+/ ((551 —2) (p(z) —e@) (1 4+ —2) (p(2) — ez + h))) y2— 2
|x—z|>2h,|ly—z|<2h

[z — 2P [+ h— 2P e
+/ ((901 —21) (p(2) — () (214 h1—21) (p(2) — p(z + h))) y2— 2
|z—z|>2h,|y—z|>2h |Z‘—Z|2 |$+h—Z|2 |y_Z|2
=T+ 15+ T3+ Ty.
Comme la fonction ¢(z, z) est bornée, on a
d d
ITy| + |Ts| < 2M % <om % < 8rMh.
|t—z|<2h |y - Z‘ |ly—z|<2h ‘y - Z|
La ou |z — z| > 2h,
(01— 20) (9() — 0(@)) _ (1 b —21) (pz) — (o + B)| . _Ch
|z — 2|2 |z +h — z|? T e -z’
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ce qui implique en particulier que
dz

ly—z|<2h |Z—/ - Z|

Finalement,

Ty < Ch/ dz

|z—z|>2h,|ly—z|>2h |l‘ - ZHy - Z|

C 1 1
§—h/ ( 5 + 2)d2§2770h|10gh|.
2 |z—z|>2h,|ly—2|>2h ‘x - Z‘ |y - Z|

Pour montrer la continuité en y, on utilise une décomposition analogue

[ 22 ) el 2= [ P o) - o) B e
R R

o= 2P =22 Jp o= 2P PEERE
T — 2 Yo — 22 T — 21 Yo + ho — 22
= T (p(2) = p())) T——5dz — / T (p(2) — () T d»
/|yz|<2h |z — 2|2 ly — 2 ly—z|<2n |T — 2[? ly +h—z|?

] B e — et (B - e )

—zf>on |z —2[? ly—z  ly+h—2z
=T+ Ty + Ty
La borne sur ¢(z, z) implique que
|TY| +|T3] < 4mMh.
Les mémes arguments que précédemment permettent par ailleurs de montrer que

Ty < Ch/ dz

l - m S 27T'Ch| 10g h| .
y—z|>

Le terme Hp est donc continu sur R? x R?, avec un module de continuité du type u(h) = Ch|logh|.

e Il reste a calculer la forme explicite de Hs, ce qui se fait assez simplement en utilisant la transformée
de Fourier. Si on pose w = x — ¥y, on a par changement de variable
W1 — 21 29

T1— 21 Y2 — 22

0 dz = — [ ————5 i 5dz = —(0y, | * (O, 1 .

|£L’*Z|2 |y72‘2 z |’LU*Z‘2 |Z|2 z ( w1 Og|w|) ( w2 Og|w|)
En utilisant le fait que la transformée de Fourier de (27)~! log |w| (solution fondamentale du laplacien
sur R?) est —|£]72, on obtient que la transformée de Fourier de 'expression précédente est

2 ifl i€2 202
qui est la transformée de Fourier de
wi1wa
- .
|wl?
Cela conclut la preuve du lemme 6.1.1. O

6.2. Fonction maximale associée a la vorticité

Pour controler la partie singuliere de l'intégrale, on a alors besoin d’une estimation de la fonction
maximale associée a la vorticité. Le point clé est le résultat suivant :
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Lemme 6.2.1. — Soit une famille (u§) de champs de vitesses réguliers & divergence nulle de vorticités
positives et uniformément intégrables et de pseudo-énergies uniformément bornées

wg = rotug > 0, /wg(x)(l + |z|*)dz < Co,
1
H; =~ [ 1og o~ yluf()f(u)dody < Ho.

Pour tout €, on note u. la solution des équations d’Euler et w. sa vorticité. Alors il existe une constante
Cy telle que

Voo € R2,t € [0,T], R < Ry, / we(t, z)dx < Cy|log R| /2.
BR(I[))

Démonstration. — Comme la vorticité w® est transportée par u®, elle reste positive pour tout temps,

/wg(t,x)dm = /wg(x)dx,
/ “(t,x)dx = /mwo x)dx,
/|ac|2 “(t,x da:*/|a:|2

Formellement on a aussi la conservation de ’énergie, mais cela ne fait sens que si 1’énergie initiale
est bornée. Or, pour les flots bidimensionnels dont la vorticité a un signe fixé, I’énergie n’est jamais

et on a les conservations

bornée. C’est pour cela qu’on introduit la pseudo-énergie qui est finie pour tout champ de vitesses
bidimensionnel régulier dont la vorticité est a support compact, et qui coincide avec 1’énergie quand
elle est bornée :

H(t) —% /1og |z — ylw(t, 2)w(t,y)dedy = — | w(t, x)Y(t, x)dx
_ —/wAw(t,x)dx :/|Vw|2(t,x)dx _ [ 2t 2)da

On vérifie facilement en utilisant la formulation en vorticité des équations d’Euler que la pseudo-énergie
est conservée

HE(t) = HE .

Le lemme résulte de ces différentes conservations, et d’estimations simples sur le logarithme. Puisque
log_(s) = —logs+log, set log, |z —y| < |z —y* <|z]*+ |y

on a
/ / log_ | — ylw®(t, 2)ws (t, y)dady < [H(t)] + / / log, |z — ylu* (t, 2w (t, y)dady
< |Hg| + / (e + [y2)es (t, @) (t, y)dedy < Ho + C3.

D’autre part, comme la vorticité w® est positive et que log_ |z — y| > —log(2R) pour z,y € Br(xo),
on a
[ [1ox o= sl pdady = [ oo = ylut(tz)e () dady
BR(:L’()) BR(ZQ) 9

> log(2R)| ( /B ( )%(t,m)dx)

En combinant les deux inégalités, on obtient le résultat attendu. O
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Cette estimation est en particulier satisfaite par la suite d’approximations obtenue par convolution :

Corollaire 6.2.2. — Soit ug € L} _(R?) un champ de vitesses a divergence nulle dont la vorticité
wo € MT(R?) (qu’on supposera a support compact pour simplifier).

Pour tout €, on note uf = ugp * pe, et u. la solution des équations d’Euler de donnée initiale ug. Alors
il existe une constante C1 telle que la vorticité w. satisfait

Vzo € R2,¢ € [0,T], R < Ro, / w.(t, 2)dz < Cy|log R|~Y/2 |
Br(zo0)

ou C1 ne dépend que de T, du support et de la masse de wy.

Démonstration. — Le seul point a vérifier ici est que la suite de données initiales uf,w§ (obtenues
a partir de ug,wy par convolution) satisfait les hypotheéses du lemme 6.2.1. Comme p est un noyau
positif & support compact, on a clairement les bornes uniformes

wg = rotug > 0, /wg(x)(l + |2[*)dx < Cy,

et pour tout R > 0,
/ lug|?dx < C(R).
|z|<R

/wg(x)d:v = /dwo =Ty.

La borne sur Hf est plus compliquée a obtenir car elle fait intervenir une quantité non linéaire et non

En particulier

locale. On donne ici une esquisse de la preuve sans rentrer dans le détail des calculs.

e On commence par introduire une fonction radiale @ € C°(R?) telle que
supp(@) C Bpg, et I'g = 27T/T’(.4_)(’I")d7’.
La fonction de courant correspondante 1 est solution de 1’équation différentielle ordinaire

§ )+ 1 () = ()

ou encore

et vérifie donc la borne

Le champ de vitesses associé

o (x) = || 2 Cf) /Om s@(s)ds

est un tourbillon radial, solution stationnaire des équations d’Euler 2D.

e On considere alors le champ de vitesses duj = uj — u. Sa vorticité dwj est & support compact et de

/&ug(m)dx _ /wg(x)dq: - /@(m)dx ~0.

moyenne nulle
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En utilisant la formule de Biot-Savart pour du®, on peut alors montrer que I’énergie cinétique est finie
et controlée de fagon uniforme :

uito) = 5 [ o () dwsty.
Soit y € supp(dw§), pour |z| suffisamment grand (indépendamment de ¢),
|z —y| 7% = |a| 72 + Ol ).
On a alors
duia) = laf 2 (772) [ bt +0(al )
d’ott 'on déduit que

/|5u6|2d9€ <Cp.
e Pour établir la borne uniforme requise sur H, on utilise alors la décomposition suivante

H§ = H(dwg) + H(w) + 2/1/;60./6(196

= /|6u3|2d33—|—H(@)—|—2/1/36w§d337

ou la seconde identité utilise le fait que ’énergie et la pseudo-énergie coincident pour des champs de vor-
ticité suffisamment décroissante. D’apres ce qui précede, les deux premiers termes sont uniformément
bornés. L’estimation sur ¢ permet de conclure. O

6.3. Le théoréme de Delort

Théoréme 6.1. — Soit ug € L? (R?) un champ de vecteurs a divergence nulle de vorticité wy €

loc

MT(R?). Alors il existe une solution faible des équations d’Euler (E) de donnée initiale up.

Démonstration. — Pour passer a la limite dans la formulation faible des équations d’Euler bidimen-
sionnelles, on a vu qu’ il suffit en fait de montrer la convergence faible (6.0.4)

ujus — U

Par un argument de densité standard, on peut se restreindre sans perte de généralité aux fonctions
tests de la forme ¥ (t)p(z), avec 1 € C°(RT) et ¢ € C=(R?).

Soit x € C°(R*) une fonction de troncature positive telle que

X|0,1 = 1, X|[2,400[ = 0.

Par définition de H, on a

J[ e = [ v [f (13 (552) ) #otompe.rer oyt

+ /0+oo P(t) //X (|x g y|> H,(z,y)w (t, x)ws (¢, y)dedydt .
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Pour tout § €]0, 1] fixé, le lemme 6.1.1 implique que
x —
P(t) (1 - X (l 3 )) H,(z,y) € CO(RT x RY).

Admettons que l'on ait suffisamment de régularité en temps pour montrer

W (t, 2)w (t, y)dzdy — dw(t, z)dw(t,y) faiblement-* dans L>([0, T], M(R? x R?)).

;g% ") o] (1— (x y')) (2, )" (b, ) (¢ y) dadydt
= [ [f (1-x(E51)) Hee ottt ar

Pour obtenir un contréle uniforme sur le deuxieme terme, on utilise ’estimation de décroissance de la

On a alors

fonction maximale associée a la vorticité, combinée avec la borne sur la partie singuliere de H,, obtenue
dans le lemme 6.1.1

[ o [ (B oot o
<Cou [ ' Jx (552 e onor e oy
v (we (1)) [ ez (s (1))

Les bornes uniformes sur w. et u., combinées avec la convergence w® — w au sens des mesures,
montrent que la méme estimation est vérifiée par la vorticité limite

‘/O#’O ¥(t) //x (|9ng|> o (2, y)dw(t, z)dw(t,y dt‘ <C <10g <215)>1/2 |

En regroupant ces différentes estimations, on a alors

’//1/)(t)90(x)u§u§dxdt — limy //Wt)%’(x)uiu;dxdt’ <C (IOg (216>)—1/2 |

Comme § peut étre choisi arbitrairement petit, on en déduit que

ujuy — uruz,

ce qui implique que u est une solution faible des équations d’Euler, de donnée initiale ug. O

Il reste finalement a établir la convergence
W (t, 2)w (t,y)drdy — dw(t, z)dw(t,y) faiblement-* dans L>([0, T], M(R? x R?)).
Puisque w® est une solution des équations d’Euler en vorticité, on a
Ow® = -Vt V:u @u°

d’ott 'on déduit que (w®) est équicontinue en temps & valeurs dans I'espace de Sobolev W~21. On
peut alors appliquer le lemme suivant :
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Lemme 6.3.1. — Soit w® une suite de fonctions convergeant faiblement-* dans L>°(|0,T], M)
We — W,
et équicontinue en temps a valeurs dans un espace de Sobolev négatif W21,

Alors
w(t, x)w(t, y)dzdy — dw(t,z)dw(t,y) dans L*=([0,T], M)
et dans M pour tout t € [0,T].

Démonstration. — La convergence faible-* de (w®) implique que la suite est uniformément bornée dans
L>([0,T], M). Le théoreme de Rellich-Kondrakov montre que M s’injecte de fagon compacte dans
un espace du type WP (et on peut supposer sans perte de généralité que r > s et p < q). Gréace a
I’hypothese d’équicontinuité, le théoréme d’Ascoli montre alors qu’une sous-suite, encore notée (w®),
converge dans C([0,T], W~"P) vers une limite @.

En utilisant la densité des fonctions tests de la forme p(z)(t), et en utilisant les deux types de
convergence aux intégrales du type [ ¢(2)¢(t)w® (¢, z)dzdt, on identifie les limites

w=0wu.

Comme la limite est unique, on a alors convergence de toute la suite dans C'([0, 7], W~ "P).

En approchant les fonctions continues s’annulant & I'infini par des fonctions test, on peut alors montrer
que

/(p(x)(we(t + h,x) — w®(t,z))dr — 0 quand h — 0 uniformément en ¢, ¢ .

Donc (w®) converge vers w dans C([0,T], w — M).

En particulier,

//w(t)go(x)go(y)we(t,x)ws(t,y)dmdy — //w(t)go(a:)go(y)dw(t,x)dw(t,y) uniformément en temps.

Comme ’ensemble des fonctions tensorisées est dense dans les fonctions tests, cela implique les deux
convergences énoncées dans le lemme. O
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CHAPITRE 7

METHODE D’ENERGIE

Nous souhaitons dans cette derniere partie évoquer une facette tres actuelle des recherches en mécanique
des fluides: I'analyse des phénomeénes de petite échelle. Mathématiquement, ces phénomeénes sont in-
duits par des petits parametres dans les équations aux dérivées partielles qui décrivent les écoulements.
Pour identifier ces parametres, on doit au préalable “adimensionner” le systéme, c’est-a-dire le renor-
maliser en définissant des échelles (de longueur, de temps, etc) typiques du phénomene considéré.

Illustrons ce processus sur le modele classique des équations de Navier-Stokes.
Ou+u-Vu+ Vp—vAu=0
{ divu =0
ol v = u/p est appelée viscosité cinématique. Nous notons U et L des vitesse et longueur typiques du

probleme. Par exemple, si I'on considére un écoulement dans un canal, U sera la vitesse moyenne au

milieu du canal, et L sa largeur. Nous posons
L
u=Uv, xz=La, t= ﬁt/’ p=U?p.

A Taide de ces nouvelles quantités, on aboutit au systéme sans dimension
1
Oy +u' -V +V'p — %A/u' =0
diviu' =0

avec pour unique parametre le nombre de Reynolds

Or dans la plupart des écoulements intéressants, dont les écoulements turbulents, ce nombre de
Reynolds est tres élevé. Ainsi, R est de lordre de plusieurs millions pour un écoulement d’air au-
tour d’une aile d’avion. Un probleme central en hydro- et aérodynamique est donc d’analyser le
comportement du systeme
Jiu+u-Vu+Vp—ecAu=0

(NS9) .
divu =0

quand ¢ — 0. On souhaite connaitre le comportement asymptotique de la suite de solutions (uf).
Ce probleme a fait 'objet de nombreuses études mathématiques. Il a principalement deux sources de
difficultés:
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— lirrégularité des solutions,
— les bords du domaine d’évolution.

Nous allons aborder ces deux aspects dans les paragraphes suivants.

7.1. Convergence dans des domaines sans bord

Nous négligeons ici les effets de bord et considérons (NS€) dans tout I'espace R%. Dans ce contexte,
le probleme de la convergence des solutions lorsque ¢ — 0 dépend de la régularité des solutions
considérées.

Soit ug € L*(R%)? une donnée initiale & divergence nulle, que nous supposons pour simplifier
indépendante de . Pour tout £ > 0, on consideére u® une solution de Leray de (N S¢) associées a ug.
Ces solutions vérifient 'inégalité d’énergie

1 ¢ 1
(7.1.1) §||us(t)||2L2 + 6/ [Vus(s)||3: ds < §||u0||2L2, pour tout t.
0

En particulier, la suite (uf) est bornée dans I'espace L™ (R*, L?(R%)), et admet donc des valeurs
d’adhérence pour la topologie faible*.

On souhaite déterminer les équations vérifiées par les valeurs d’adhérence u. En particulier, un tel

champ u satisfait-il les équations d’Euler, c’est-a-dire le systeme (NS®) avec e =0 ?

Cette question est maintenant bien comprise. Schématiquement:

— si la donnée initiale ug génére une solution u des équations d’Euler sur [0,T], T > 0,
— si cette solution est suffisamment réguliere pour garantir la stabilité des équations d’Euler,

alors toute valeur d’adhérence de (u®) coincide avec u sur (0,T).

Théoréme 7.1. — Soit uy € L*(RY) un champ & divergence nulle. On suppose que les équations
d’Buler (E) admettent sur [0,T] une (unique) solution u de donnée initiale ug, et telle que

uwe C([0,T], L2(RY)), Vue L*(0,T) x RY) N L>®((0,T) x RY), T >0.

Pour tout €, on considére une solution de Leray u® des équations de Navier-Stokes faiblement visqueuses
(NS¢) de donnée initiale ug.

Alors, quand ¢ — 0, (u®) converge (fortement) vers u dans L* ([0, T], L*(R%)).

Démonstration. — Considérons la différence v* = u® — u. Le champ v° est une solution du systéme
0" +0v° - Vo +uf - Vo +0° - Vu+ Vp® —eAv® = eAu,
(7.1.2) ..
dive® = 0.

Faisons le produit scalaire dans L?(R?) de v¢ avec les deux membres de la premiére équation de (7.1.2).
Notons que, comme au chapitre 3, cette manipulation formelle peut étre justifiée rigoureusement, par
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exemple via troncature en fréquences. Aprés intégration par parties, on aboutit & I'inégalité
1 t t
sl e 19 < [ [ el iTus.o)ldeds
2 0 o JRrd
t
+ e / / |Vu(s,z)| |Vv®(s,x)| dxds
0 JRrd

pour presque tout ¢ € (0,7"). Ainsi,

1 t t
Sl < e / |Vul2ads + / |Vl o 07 ()| 2o ds.

On conclut par un lemme de Gronwall que

t t
1051 22y < C\@/O IVu(s)Z> exp (2/ IVU(J)IILde) ds,

ce qui montre la convergence de u® vers u dans L>(0,T; L?(R%)) avec un taux /2. O

Naturellement, la convergence de u® vers u peut étre établie sous des hypotheses de régularité beaucoup
moins fortes sur u. C’est en particulier vrai en deux dimensions d’espace, grace au simple transport du
tourbillon w le long des lignes de courant. Par exemple, la convergence est vérifiée pour les solutions u a
tourbillon borné considérées au chapitre 5. Pour une description beaucoup plus complete des résultats
de convergence existants, nous renvoyons a [1].

En revanche, sous la seule hypothese que les solutions de Leray u°® satisfont la borne d’énergie

1 g K g
3 IO+ [ Ive@l < o

Iidentification du ou des possibles systémes limites est une question ouverte. En effet, la convergence
faible* de u® vers u dans L°°([0, 00); L?(R?)) (& sous-suite prés) ne suffit pas pour passer a la limite
dans le terme non-linéaire

u® - Vu® = div (u® ® u®).

Identifier les limites faibles possibles du tenseur u® ® u® est compliqué par les phénomenes de petite
échelle qui se développent au sein du fluide, et se répercutent sur la structure de u° en fonction de
€. Comprendre a quoi ressemblent ces limites faibles est un enjeu majeur en théorie de la turbulence:
c’est le probleme dit des lois de fermeture. Notons qu’en plus des phénomenes d’oscillations haute
fréquence (comme dans la fonction sin(x/¢)), des phénomenes de concentration en espace peuvent se
produire. C’est en particulier le cas pres des bords du domaine, comme nous allons le discuter dans la
section suivante.

7.2. Critere de Kato

Lorsque les solutions de Navier-Stokes (u°) et la solution d’Euler u sont définies sur un ouvert a bord
Q, la question de la convergence se complique considérablement.

La difficulté vient des conditions sur le bord 92 que 'on ajoute aux équations de Navier-Stokes. Si
on suppose que le fluide adheére & la paroi (ce qui semble pertinent dans de nombreuses situations
physiques), on a la condition de Dirichlet

(7.2.1) u8|3Q = 0.
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Mais pour les équations d’Euler (E), seule la condition de non-pénétration
u - 1’L|39 =0

subsiste. Ce changement de conditions au bord se traduit par une possible concentration de u® pres de
09 lorsque € — 0. La fine couche preés du bord dans laquelle ce phénomene a lieu est appelée la couche
limite. Ainsi, tout 'enjeu est de comprendre I'impact de cette couche limite sur ’asymptotique € — 0.
De facon plus précise, le probleme est de savoir si le champ de vitesses se concentre effectivement sur
une distance e prés du bord: c’est le sens du théoréme suivant, di & Kato [13].

Théoréme 7.2. — Soit Q un ouvert borné régulier de R? avec d =2 ou d = 3. Soit ug € L?(R?) un
champ a divergence nul. On suppose que les équations d’Euler (E) admettent sur [0,T] une (unique)
solution u de donnée initiale ug, et telle que

uwe C([0,T),L*(RY), Vue L*((0,T) x RY) N L®((0,T) x RY), T > 0.

Pour tout €, on considere une solution de Leray u® des équations de Navier-Stokes faiblement visqueuses
(NS°¢) de donnée initiale ug.

Alors, u® — u dans L>(0,T; L*(Q)) si et seulement si

T
E/ / |Vuf|> =0, quand ¢ — 0.
0 Jd,o0)<e

Notons que ce théoreme a deux aspects remarquables. D’une part, il fournit un critere a la fois
quantitatif, nécessaire et suffisant de convergence. D’autre part, il souligne I'importance de 1’échelle
¢ dans le phénomene de concentration. Or cette échelle n’est pas intuitive, car la partie parabolique
de léquation dyu — eAwu incite plutoét & considérer 1’échelle /e. Ceci étant dit, on ne sait pas a
I’heure actuelle exploiter en pratique le théoreme de Kato. La question de la convergence demeure
essentiellement ouverte, méme en supposant les solutions tres régulieres. Elle constitue sans conteste
un des plus grands défis mathématiques issus de la mécanique des fluides.

Démonstration. — Puisque u® satisfait 'inégalité d’énergie

1 K 1
gl @+ ¢ [ IV oliads < Gl
et que I’énergie cinétique est conservée par les solutions régulieres des équations d’Euler
1 1
Sl = 5 llwoll2=

la convergence u® — u dans L>(0,T; L?(Q2)) implique clairement que

t
[ IV ) s o
0

La dissipation dans la couche de taille € tend alors a fortiori vers 0.

Pour établir la réciproque, nous allons introduire un terme correcteur w® localisé preés du bord de 2
dans une couche de taille € et tel que u + w*® satisfasse la condition de Dirichlet. Ici, et contrairement
a ce que nous ferons dans la suite pour ’étude des couches limites, nous n’imposons aucune condition
supplémentaire sur le correcteur en lien avec les équations de Navier-Stokes : w® ne décrit aucun
phénomene physique, c’est un artefact de la construction mathématique.
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e Admettons qu'il existe un tenseur antissymétrique régulier a = (as;); je(1,... ay, défini sur [0, T] x €,
tel que

u =diva sur 02, a =0 sur 0f2.
Soit y : R™ — R une fonction de troncature réguliere telle que

x(0) =1, x(r)=0 pour r>1.
Posons

z5(x) = x(p/d) ou p = d(x,09),

et § est un petit parametre qui tend vers 0 quand € — 0 et qui sera fixé ultérieurement. Le correcteur
we est alors défini par
w® = —div(azs) = —zsdiva —a - Vzs,
de sorte qu’il est localisé dans une fine couche prés du bord 952, et qu’il satisfait
w® = —u sur 0F), divw® = —Zajak(aj’kz(;) =0 dans Q.
Jik

Il n’est pas difficile d’établir les estimations suivantes pour v¢
[wf||pee <O, fJwe|ge < COY2 ||9ws]| 2 < C5Y/2,
(7.2.2) [Vws||pee < C67Y, || V|| < OS2,
IpVulli < C, 2V e < C5,  [pVuf|2 < C6Y/2

ou C désigne une constante qui ne dépend que de la norme W1 de ujp, et de 2. En effet, ces
estimations (ainsi que les estimations analogues sur les dérivées d’ordre 2) sont clairement satisfaites
si on remplace w® par z5. Comme a est réguliere et s’annule sur 992, a est de taille ¢ sur le support I's
de zs. Les estimations (7.2.2) découlent alors de la définition de w® = —zsdiva —a- Vz;s.

e La preuve de convergence suit alors la méme stratégie que dans le cas sans bord. Considérons la
différence v = u® — (u 4+ w*). Le champ v° est une solution du systéme

(7.2.3) {atv5+u5.vvﬁ+vﬁs€A(ugu) = - Vu+ eAu — ,u° — (ue - V' + w® - Vu,
B dive® = 0.

Faisons le produit scalaire dans L? de v® avec les deux membres de la premiere équation de (7.2.3).
Notons que les termes de bord dans I'intégration par parties sont nuls puisque UTOQ = (u+w)pn =0
par construction. On obtient donc

1 t 1 t t
S IO+ e [ 190 =)@ < 51O+ [ [10FVuldeds + ¢ [ [ 19ul (90| dods
0 0 0

t t
+/ /|UE||8th\dxds—|—/ /\vusEHVu\dxds
0 0
t t
+/ /|u€||VwEHUE|dmds+s/ /|Vw6|\V(u5—u)|dxds
0 0

pour presque tout ¢ € (0,7T).
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Les premiers termes du membre de droite sont estimés comme précédemment

t t
/ / (0 PVl e ds < / IVu] o [[0° |22 ds,
0 0

t t t
5/ /\Vu||VvE|dxds§ %/ ||VuEH%2ds+a/ |Vul|2.ds,
0 0 0

t t
//\v€\|6tw5|dxds§/ 186% | g2 |0 || 2 ds,
0 0

t t t
/ / [o* | ||Vl dirds < / |Vl e 07 |2 2ds + / IVl o [l |2 ds
0 0 0

et seront controlés par un argument de type Gronwall.
Pour estimer les deux derniers termes, on note d’abord que
[ vl de < 8 @1V =) (5 aagra) (67 1o o)
< O8[IVus L2y VUS| L2 (ry)
< C8|| V|72 + C8'2|| V| L2 (ry)
En effet, comme UTBQ = UTSQ = 0, l'inégalité de Poincaré implique que
[ullL2(rs) < COlIVUs|lLa(ry), et [|v°]lr2(ry) < COIVV|lL2ry) -

D’autre part,

6/ V| |V (1 — )| de < el Veol|l 2o IV (0 = )l 2ry) < Ced™ 2 (IVWlll2qey) + [ Vull2ry)) -

En choisissant simplement § = ce, on obtient finalement

1 £ € ‘ £ 1 g ¢ (> ‘ £
IO +5 [ IV @I < 5100 +C [ 19ulm o lads+ < [ [ 190190 dods

; t
+O(51/2)+051/2/0 \VuE|L2(Fa)d3+CE/O |VUE|2L2(F5)dS

En utilisant la condition

T
5/ / |Vuf|? =0, quand € — 0,
0 Jd(z,00)<e

et le lemme de Gronwall, on en déduit que w. tend vers 0 dans L2, ce qui donne la convergence de
(u) vers u. O

Il reste alors a prouver que I'on peut effectivement relever la condition de bord, i.e. a montrer I’existence
du tenseur a.

Lemme 7.2.1. — Soit u un champ de vecteurs régulier tangentiel sur une courbe réguliére fermée
I' c Re. Alors il existe un tenseur antissymétrique régulier a = (aij)ijequ,... .ay défini sur R? tel que

a=0c¢et diva=u surI.

De plus, si u dépend régulierement d’un parameétre, a peut étre choisi de méme.
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Démonstration. — Si T est hyperplan 1 = 0, u = u(xs, - - z4) est tel que uq = 0. Définissons alors
a par ses coeflicients
aj1 = —a1; = viuj(a’) et aj, =0sij, k> 2.
Le tenseur a est alors aussi régulier que u, et satisfait les conditions de trace sur I.
Dans le cas général, le probléeme se réduit localement au cas particulier considéré précédemment par un

changement de coordonnées local de jacobien 1, de sorte que I’on peut construire un tenseur satisfaisant
les propriétés requises au voisinage de chaque point de I'.

Pour définir a sur un voisinage de I", on utilise ensuite une partition de 1'unité (¢s) telle que sur le
support de chacune des fonctions ¢, il existe un tenseur as régulier satisfaisant les conditions de trace.
Le tenseur a = Y ¢sas vérifie alors les conditions

ap = Z psagr =0 et (diva)r = Zqﬁs(div as)r + Z(as Vo) = Z DU = 1.

On introduit pour finir une fonction de troncature réguliere x telle que
X =1 sur I' et x =0 en dehors du support de a.

Le tenseur ay s’étend alors & R?, et satisfait toutes les conditions du lemme. O

Remarque 7.2.2. — Dans le cas ot les solutions des équations de Navier-Stokes (u®) sont soumises
a une condition de glissement pur sur le bord, i.e. satisfont les conditions de Navier

(u-n)jaa =0, ((n-V)uAn)oq =0,
il n’y a pas d’obstacle a la convergence vers les solutions régulieres d’Euler, donc pas de phénomeéne de

couche limite.

Ces conditions sont en effet transparentes dans les inégalités d’énergie, et on peut étendre le calcul du
cas sans bord (cf preuve du Théoréme 7.1) sans aucune difficulté.






CHAPITRE 8

COUCHES DE PRANDTL

Les conclusions du chapitre précédent amenent naturellement a évoquer la théorie de Prandtl, qui
constitue une des rares tentatives de compréhension de la couche limite. Cette théorie porte le nom
du mécanicien des fluides Ludwig Prandtl (1875-1953), qui ’a présentée en 1904 & Heidelberg lors du
Congres International des Mathématiciens [19].

8.1. Techniques de couche limite

Nous nous contenterons ici de décrire la théorie de Prandtl pour des écoulements plans: Q C R2. Nous
introduisons un systeéme de coordonnées locales pres de 00, avec x; I’abscisse curviligne et x5 > 0 une
coordonnée normale au bord. Nous décomposons également le champ u® dans la base de Frénet, avec
une composante tangentielle uf et une composante normale u5.

L’idée est d’introduire un développement asymptotique double échelle du champ de vitesses, sous la
forme

’Ufi(tﬂl’l,xg) ~ ﬁl(tvmlaxQ) + uil(tvxhx?/\/g)v
u;(t71‘17$2) ~ ﬂz(t,ﬂ:l,l‘g) + \/gu?(taxhlé/\/g)'

Selon ce développement, le champ de vitesses se décompose en

(8.1.1)

— une partie réguliére @, solution de I’équation d’Euler,
— une partie singuliere, décrite par

u = uCl(t,xl,Xz),

dont les variations sont localisées pres du bord, sur une épaisseur que Prandtl suppose d’ordre
Vve. En particulier, dans le modele suggéré par Prandtl, le critere du Théoréme 7.2 est vérifié.
Si ce modele est valide, on a bien convergence des solutions de Navier-Stokes vers celles d’Euler.

Formellement, en injectant I’Ansatz (8.1.1) dans les équations (N.S¢), on obtient I’équation que doit
vérifier le correcteur u®. Précisément, le champ

U (ty x1, XQ) = ﬂl(tu X, 0) + Uil(ty x1, X2)7

Ug(t, T, Xg) = XQ 82112(15, T, O) + ugl(t, T, XQ),
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satisfait la fameuse équation de Prandtl
Oyur + u101uy + uzdauy — O3uy = (Optiy + U 0pl1) [ xy=0, X2 >0,
(P) Ohur + Osug = 0, X9 > 0,

(u1,u2)|x,—0 = (0,0), < liﬁim Ul = U|x,—0, Uilt=0 = Uo,1-
2

Il s’agit d’un systeme de Navier-Stokes dégénéré, dans lequel ne figure plus ni terme de pression, ni
terme de diffusion tangentielle. Plus important encore, il ne subsiste qu’une équation d’évolution sur
u1, qui devient la seule véritable inconnue du systéme. La composante normale us s’obtient a partir
de uy par intégration de la contrainte de divergence nulle.

Remarque 8.1.1. — Notons que la courbure de 02 n’intervient pas explicitement dans [’équation.
Elle y intervient cependant de maniére indirecte, a travers les propriétés de u, et a travers le domaine
de définition de l’abscisse curviligne x1. Trois types de domaines ont été jusqu’ici étudiés: x1 € R,
x1 €T, et vy € (0,L). Les deux premiers sont adaptés a la description de phénomenes locauz en x1.
Le domaine (0, L) convient & ’étude d’écoulements autour d’obstacles fins: x1 = 0 correspond alors
une extrémité de l’obstacle, et on compléte I'équation par la donnée de uq|,,—o (outre une condition
initiale a t =0).

11 n’existe pas & ce jour de théoréme général d’existence de solutions réguliéres pour le systéme (P).
Ceci est du au tres faible controle que I'on a sur us qui n’est connu que par la contrainte de divergence
nulle : ug = 95 'd1uy, ce qui conduit & la perte d'une dérivée dans les estimations d’énergie.

Cette perte peut étre compensée si I'on travaille avec des données initiales analytiques, ce qui conduit
& un théoreme d’existence en temps petit [?]. A noter que dans ce cas on peut aussi justifier le
développement & deux échelles et la convergence de u® vers @. Toutefois comme on va le voir dans ce
chapitre, I’analyticité cache completement des phénomenes physiques importants d’instabilité.

Ceci conduit & penser que I’équation de Prandtl n’est pas pertinente dans le cas général et que des in-
stabilités violentes peuvent se produire dans la couche limite. Expérimentalement on observe d’ailleurs
détachement de la couche limite dans de nombreuses situations, notamment dans le cas d’un écoulement
autour d’un obstacle, en aval de I’obstacle.

8.2. Non validité de ’approximation de couches limites

Du point de vue mathématique, on ne sait pas décrire le phénomene de détachement de la couche
limite, mais on peut prouver qu’il existe des situations ou les couches de Prandtl ne fournissent pas
une bonne approximation apres un temps arbitrairement court.

8.2.1. Un résultat d’instabilité non linéaire. —

Le théoréme suivant, dii & Grenier [11, 12], montre l'existence d'un profil de cisaillement w; (X32) tel
que (w1 (z2/+/€),0) conduit & une couche de Prandtl qui est hautement instable.

Théoréme 8.1. — Soit Q =R x RT, ou Q =T x RT. Soit n un entier arbitrairement grand. Alors
il eziste une fonction w € C®(R™T), constante sur [2,+00), telle que la solution w® des équations de
Navier-Stokes faiblement visqueuses (NS.) avec donnée initiale (wq(x2/+/€),0) satisfait la propriété
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sutvante : pour tout s arbitrairement grand, il existe pour € > 0 suffisamment petit des solutions u®
des équations de Navier-Stokes (NS;) telles que
[ (u® — ) p=ollzrs <™,

et
|(u® —w®) =1 |2 — +o0 avec T. — 0 quand e — 0.

De plus,
|| rot u® (Te)|| e — +o00

et on peut choisir T tels que T, ~ C/e|loge]|.

Il est alors clair que les fonctions définies par
Uls(t, X1, XQ) = ’Ufi (t7 x, 1‘2), UQE(t, Ty, Xg) = E_l/zug(t, x, l‘g)

ne peuvent converger en un quelconque sens fort vers des solutions des équations de Prandtl (P), ce
qui limite I'intérét de ces derniéres et infirme tout développement de type couche limite.

Le profil w; est de plus explicite. On définit tout d’abord w; par

1 1 B 3
w1 (y) = iy sur [0,1], @1(y) =y — 3 sur [1,2] et wy(y) = B pour y > 2.

On se donne p un noyau régularisant positif sur R & support dans [—1,1], et p, : z — %p(ﬁ) . Alors
on peut prendre

W =W * Py

pour peu que u soit assez petit.

8.2.2. Description du mécanisme d’instabilité. —
Commencons par décrire physiquement I'instabilité. Pour simplifier, on suppose que 2 = T x R*.

La remarque essentielle est que des instabilités de période spatiale de I'ordre de /e apparaissent en
des temps d’ordre /. Pour les analyser, on fait le changement de variables

qui differe notoirement du changement de variables de Prandtl

(t,$1,l‘2) — <t,l‘1, 32) .
Apreés changement de variables, les équations de Navier-Stokes (N.S.) deviennent
O+ u-Vu+ Vp—eAu=0
(8.2.1) ' .
divu = 0.

Prouver le théoréme 8.1 revient & montrer l'instabilité des équations de Navier-Stokes (8.2.1) autour
de la solution w(+/et, z2), dont I’évolution est régie par ’équation de la chaleur

Ow — VeAw =0.

Comme w(4/et, z2) varie tres lentement en temps, on se rameéne en fait & étudier Uinstabilité non
linéaire de w = (wy, 0).
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Le point de départ est de montrer que w est non linéairement instable pour les équations d’Euler, ce
qui est ’objet de la section suivante. Plus précisément, il existe une solution v des équations d’Euler
linéarisées autour de w qui est exponentiellement croissante

|lv]| 2 ~ Cexp(At) avec A > 0

et & partir de v on peut construire une solution @’ des équations d’Euler de la forme
7’ = w+ v + O(5? exp(2Xt)),

ce développement étant valable pour ¢ < Tj5 avec dexp(ATs) = 1.

Comme la limite formelle de (8.2.1) est I’équation d’Euler, on s’attend & ce que ce mode instable v
apparaisse pour ¢ petit. C’est effectivement ce qui se passe, sauf que v ne satisfaisant pas a priori la
condition de Dirichlet, la viscosité de Navier-Stokes réagit en créant de la vorticité sur le bord pour
assurer la condition d’arrét. Cette vorticité diffuse lentement grace au terme /eAu et forme une
sous-couche de taille caractéristique €'/ (en la variable X3).

L’écoulement u® comporte ainsi deux couches : une couche de type Prandtl, de taille 1/ olt apparaissent
des structures péridioques de période 1/ en w1, ces structures ayant une amplitude d’ordre e1/4 quand
t = T, et une sous-couche de taille €3/* (en la variable ) dans laquelle se forment des zones de forte

vorticité qui font exploser les normes H® de u® quand € — 0.

La preuve du théoréme 8.1 consiste en la construction d’une solution approchée de (8.2.1) précise
jusqu’a T en partant d’une instabilité non linéaire d’Euler et en ajoutant une sous-couche visqueuse
de taille £3/* avant de conclure par une estimation d’énergie. Elle justifie complétement ce scénario,
jusqu’a la divergence de la norme L* de la vorticité, I’évolution ultérieure du fluide étant un probléeme

ouvert.

Remarque 8.2.1. — Physiquement ce résultat est attendu, bien que le scénario décrit ci-dessus ne
soit pas habituel. L’instabilité des couches de Prandtl est tres lie a la présence de courants rampants
le long du bord, qui vont dans la direction opposée au courant a l'infini en Xo. Lorsque de tels courants
existent, le profil des vitesses posséde un point d’inflexion et est tout-a-fait comparable a w. A noter
qu’un décollement total de la couche limite est alors attendu.

D’autre part, les instabilités observées sont complétement tuées (en temps petit) si on travaille dans
des espaces analytiques puisqu’elles ont une petite période spatiale, de l’ordre de \/, ce qui est cohérent
avec les résultats de convergence dans l’analytique mentionnés plus haut.

8.3. Instabilité des équations d’Euler

On s’intéresse donc pour commencer a la stabilité ou 'instabilité de profils de cisaillement w pour
I’équation d’Euler. Le cas linéaire a été essentiellement traité par Rayleigh qui a montré qu’une condi-
tion nécessaire (mais non suffisante) d’instabilité est que w; ait un point d’inflexion. Arnold a donné
un critere de stabilité non linéaire, voisin de la condition de Rayleigh, en utilisant des fonctionnelles
de Lyapunov et la méthode d’énergie “Casimir”. Ici au contraire on a besoin de montrer 'existence
d’un écoulement instable :

Théoréme 8.2. — Soit Q =R xR |, ou Q =T xRT. Alors il existe un profil w € C*°(R™), tel que
pour tout s arbitrairement grand et tout & arbitrairement petit, il existe une solution u’ des équations
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d’Euler (E) avec
1(u® = w)je=ollzr- <4,

et pour des temps Ts > Cj|logd|,

1(u® = w)p=rllzz 2 0 >0, ||(u’ — w)jp=rllz= > 0 > 0.

L’image de l'instabilité justifiée par ce théoreme est la suivante : si a ¢t = 0 on ajoute au profil w une
petite perturbation (de taille 6 dans H?®), cette perturbation se déplace & vitesse constante et croit
exponentiellement jusqu’a former une structure quasiment périodique en x1, d’amplitude o, de période
spatiale bien définie, et d’étendue spatiale en x; d’ordre v/ (trés grande devant la période spatiale du
motif qui apparait sur cette étendue). Cette analyse est valable jusqu'a T ou les effets non linéaires
sont trop importants pour pouvoir étre controlés par cette approche.

8.3.1. Instabilité linéaire. —

La premiére étape est d’étudier le linéarisé des équations d’Euler autour de w = (wy(z2),0), qui s’écrit
ov+w-Vo+v-Vw+Vp=0

8.3.1
( ) dive = 0.

avec v -n = 0 sur 9. A noter qu'une estimation d’énergie naturelle sur (8.3.1) conduit a

1d
5 vllie < [Vwlpeolls,

ce qui autorise une croissance exponentielle de la solution v, mais s’avere étre une majoration assez
mauvaise de la vitesse de croissance.

Une approche classique est de chercher des solutions particulieres de (8.3.1) sous la forme

V' (22)
—i/ﬂ/}(@))

ol ¢ est un nombre complexe et 1) joue le role de fonction de courant. En écrivant que (8.3.2) est

(8.3.2) v(t, z1,22) = exp(ik(z1 — ct)) (

solution des équations linéarisées (8.3.1), on trouve I’équation de Rayleigh
(w1 — ¢) (855 — K*)¢ = pd35wy
¥(0) =0, (zz) — 0 quand z9 — +00,

qui est un probléme spectral (il faut chercher ¢ et 1)) en dimension 1.

(R)

Proposition 8.3.1 (Rayleigh). — Une condition nécessaire pour que l'équation linéarisée (8.3.1)
soit instable est que le profil de vitesses w ait un point d’inflection.

Démonstration. — En multipliant I’équation de Rayleigh (R) par 1, on obtient
82 w1
[ (20 4 w210 + 222 ) o,
w1 C
En prenant la partie imaginaire, on a
32 w1
: <C |w122_ c|? [W* ) =0;

donc, si S(c) # 0, 93w doit changer de signe. O
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En suivant une remarque de Landau, on constate en fait qu’il est possible de résoudre (R) dans le cas
ou w est affine par morceaux. On prend donc par exemple
1
w1 (z2) = 5 T2 sur [0,1],
_ 1
w1 (x2) = o — 5 sur [1,2],
_ 3
wq(x2) = 5 pour Ty > 2.

Dans ce cas, 022w, se réduit a la somme de deux masses de Dirac, une en xo = 1 et une en x5 = 2.
En dehors de ces points, (R) se résoud explicitement, ce qui rameéne le probléme & trouver les valeurs
propres et les vecteurs propres d’une matrice de Ms(C). On trouve alors qu’il existe deux solutions de
(8.3.1) de la forme (8.3.2) (& multiplication par un scalaire pres), notées c4 (k) et ¥4 (k). De plus cy (k)
sont soit réelles, soit imaginaires conjuguées. Le calcul montre en fait que cy (k) sont réelles pour |k|
assez petit ou assez grand, et qu’il n’existe qu'une petite fenétre d’instabilité ou la partie imaginaire

est non nulle.

o.zst J .
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Un argument perturbatif permet alors de montrer 'existence d’un mode instable de la forme (8.3.2)
pour un profil de cisaillement w régulier, convolution de w par une fonction C*° de petit support

[~ p]. Le profil w obtenu est alors affine sur [0,1 — p], [1 + 1,2 — p] et [2 + p, +00).
Remarque 8.3.1. — La résolution du probleme spectral fait intervenir les fonctions d’Fvans

2
oo —u (2% 1), w00 =0,

Pour ¢ n’appartenant pas a l'image de w, 1. est bien définie et dépend de facon analytique de c.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit valeur propre du probléme de Rayleigh est que

e(x2) = 0 quand o — 0o, c’est-a-dire que
Ooth + |k|tp = ¢ sur [2 + p, +o0].
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Le principe des zéros isolés montre alors qu’il n’y a qu’un nombre fini de valeurs propres telles que
IS(c)| >0 et|c] <61

8.3.2. Construction d’une solution non linéairement instable. —

Il est tentant de considérer alors w+ dv comme solution approchée des équations d’Euler. Si on note u?
la solution des équations d’Euler (E) avec donnée initiale w + dv(0), une estimation d’énergie conduit

N

a
u® = w + dv(t) + O(6% exp(2t)) .
Cela est insuffisant pour conclure car v croit trop lentement :||v||z2 ~ Cexp(\t) avec A < 0.3.
On est donc amené a préciser le développement et a chercher une approximation de la forme
Uapp(t) = w + dv(t) + 82va(t) + - - 4+ Non (t)
avec v; € H® pour s assez grand et
(8.3.3) oz < C; exp(in).

Le point délicat est d’obtenir cette estimation, qui nécessite

— de choisir v sur le mode d’instabilité linéaire maximale
S(cf) = max (),
— d’introduire les espaces d’harmoniques
g ¥ (w2) g Py (w2)
Vj = { exp(ijkor1 ( . + exp(—ijkor1 . 1,102 € C°(R
5 = {esptizion (i) (L ) g ®)
et d’inverser I'opérateur linéaire sur V; pour définir les correcteurs successifs v;,
— de montrer des estimations de continuité (& perte) sur le terme bilinéaire dans les V; munis de
normes de type Holder, pour estimer ces correcteurs.

Preuve du théoréme 8.2. — Par récurrence, on construit ainsi une solution approchée u,,;, telle que
ttapp + V (Uapp ® Uapp) + VPapp = Rapp,
Uapp|t=0 = W + 6U|t:0
ol

| Rappllre < CONTexp((N +1)At).

La croissance donnée par l'instabilité linéaire implique que
N
[ttapp(t) — wl| L2 = C16 exp(At) — Z C;67 exp(jAt),
j=2
de sorte que
1
[trapp (t) — wll2 = 5015 exp(At),
pour t < A7 logd| — C (ot C est une constante indépendante de ).

Soit u la solution des équations d’Euler

Ou+V(u®u)+Vp=0
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de donnée initiale w+0vj;—g. Grace a une estimation d’énergie classique, on peut controler la différence
U — Ugpp Par la norme Lipschitz de wgqpp

1t~ tapp) (D122 <INt — ) O] exp ( | @IVl + B)ds)

1 st t
5 [ W@ 00 ([ 1Tl + ) s
0 s
ou S est un petit parametre a choisir.

Reste alors a controler la norme Lipschitz de wqpp
N
IVttappllzee < [Vl + Y ;67 exp(jAt) < ||V z + 5,
j=1
pour ¢ < A7!logd| — Cg (ont Cp est une constante indépendante de §).

Finalement, on obtient que

t t
= w02 < G820 [ explev + a8y exp (2 [ (19l +)) .
0 s

En choisissant § tel que (||Vw|[r~ + ) < (N + 1)A, on en déduit que, pour ¢t < A~ '|logd| — Cf
lu—wlr2 > [Juapp — wllr2 = l[u = vappllr2 = do,

ou §p est indépendant de J, ce qui acheve la démonstration. O

8.4. Instabilité des équations de Prandtl

Pour prouver le théoreme 8.1, 'argument de base est 'instabilité associée aux équations d’Euler,
couplée avec le changement d’échelle décrit au paragraphe 8.2.2. La condition de bord est traitée en
ajoutant un terme de couche limite, qui est essentiellement une perturbation.

Preuve du théoréme 8.1. — Comme précédemment, on considere le mode de Fourier qui crée
Pinstabilité linéaire maximale, et on se donne N tel que NA > 3||Vw| <. A noter que le profil de
cisaillement w n’est pas une solution stationnaire des équations de Navier-Stokes, il y a une dissipation
viqueuse régie par ’équation de la chaleur

Oy — \/EAIZ) =0.
Néanmoins, pour des temps ¢t < e~ 1/32,

eV 8(w — w) est borné uniformément en ¢, dans tous les espaces de Sobolev.

e Soit v le mode d’instabilité maximale pour les équations d’Euler linéarisées
[vllLz > Cexp(At).
On définit le premier correcteur de couche limite ug, solution des équations de Stokes
O — VeAuf +Vpf =0,
ull +v = 0 sur 99.
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Par construction, u§ satisfait pour «, 3 tels que |a| + 8] < K

|07 07 ul| < Cap exp(Mt)Pa,5(2)

ou &, s est une fonction rapidement décroissante de z = X /e!/4.

e Comme pour l'instabilité non linéaire d’Euler, on doit en fait considérer une approximation plus
précise, du type

M M
Ugpp = W(E) + ™ Z e9/8v;(t, x1, Xa) + € Zaj/sujl(t, x1, Xo/el/*)
j=0 j=0

pour M = 8nNN, ou les fonctions v;, u‘;l satisfont pour |a| + [8] < K —2j

1005 v;| < C4.5exp (/\(1 + ;?)t) exp(—koXs)
(% Ci j
07 020! < Caprexp (M1 + 2)t) o o(2)

uniformément en €.
La construction se fait par récurrence. La fonction v; est solution de
Ow; + (w-V)v; + (vj - V)w+ Vp; = R;,
V- ’Uj = O,
avec
Ry=eV¥((w—) vj14v,0-Vw—@) = Y (v, V), +Avj 4.
n+ji1+j2=j
Dans la couche limite, u$' satisfait
Opus' — VeAuS' + Vp = R]
avec

R =—e¥w Vus | +ust,  Vw) — ofus 4 + ...

ou les termes manquants sont petits et non localisés.

Finalement, on obtient

Ottapp + V (Uapp ® Uapp) + VPapp — VEAUapp = Rapp,

Ugpp|t=0 = W + " (vo + u(c)l)v Ugpplon = 0.
e Par construction, on a pour t < A~!|loge|(n — %),
N _ . )
i (6) = wll 22 > Cre™ exp(h) = 3~ Cie™t exp (M1L+ L)1) > SCre exp(v),
j=2

1
|Vuapp — Vwl g2 > 5()6"7% exp(At),

—1
[Vtapp|lzoe < [[Vw||lLee + Ce™ 7 exp(At).
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Une estimation d’énergie classique montre alors que

t t
[l (u— uapp)@)”%ﬁ + \/g/O IV (u— Uapp)||2L2d5 < |[(u— uapp>(0>||2L2 exXp / (2Hvuapp||L°° + ﬂ)ds)

(/
1 t t
45 [ MRz 0 ( i +B)) s

1 t t
< Ban/ exp(NAs) exp (/ (2||Vuappllzoo + ﬁ)) ds,
0 s
En choisissant 1
T. = A loge|(n — Z) + loglog | log €]
on a une suite de temps tendant vers l'infini tels que

eN-3 exp(AT.) — 400, sup ||(u — Uapp) (1)]| 22 < CeN/* .

t<T.
On a alors
TE fg Ts
6-1/8/ IVus — V|| > 5—1/8/ Vitapy — V|| 2 — 5—1/8/ VU = Vaigpy| 2 = +00.
1 1 1

En particulier, il existe une suite de temps 7. tels que
|| rot u® — rot || oo (7.) — 400,

ce qui acheve la preuve. O



CHAPITRE 9

STABILISATION PAR ROTATION

L’instabilité exhibée au chapitre précédent en régime faiblement visqueux n’est pas un phénomene
général. Des développements de couches limites peuvent étre justifiés dans de trés nombreux cas, y
compris pour des systemes issus de la mécanique des fluides. L’océanographie fournit un grand nombre
d’exemples de limites non visqueuses qui peuvent étre justifiées rigoureusement a travers 1’étude de
couches limites dites d’Ekman, combinaison d’une viscosité faible et d’une forte rotation.

Dans ce chapitre, on va s’intéresser précisément au role stabilisant de la force de Coriolis. Par souci
de simplicité, on se concentrera sur des modeles linéaires, en négligeant les termes de transport.
Néanmoins, tous les résultats énoncés ici sont encore valables pour les équations de Navier-Stokes.
Le point important est que, dans les régimes de forte rotation, le mécanisme de couche limite est
toujours linéaire.

9.1. Fluides tournants

9.1.1. Un probléme de perturbation singuliéere. — Plus précisément, on considere ici le systéeme
de Stokes-Coriolis avec viscosité (turbulente) anisotrope

1
(9.1.1) Opu+ —wAu—Ayu—vdeu+ Vp=0, V-u=0,

U|t=0 = U0,

sur le domaine © = wy, X [0,1], qui est un modele trés grossier pour décrire les mouvements océaniques
a grande échelle.

Comme condition de bord a la surface, on impose
U3|z=1 = 07
(9.1.2) -
Vazuh|z:1 =T,
ou 7 est une contrainte donnée, décrivant le forcage par le vent.
Au fond, on utilise la condition de Dirichlet

(9.1.3) U =0,

qui est une condition d’arrét modélisant 'interaction fluide/structure.
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Par souci de simplicité, on néglige ici 'effet des bords latéraux en supposant que wy est le tore bidi-
mensionnel.

Le nombre de Rossby € est un nombre sans dimension tres utilisé en dynamique des fluides géophysiques.
Il mesure le rapport entre les forces d’inerties et la force de Coriolis. Par définition,

U

S Lf

ou U est la vitesse typique du fluide, L la longueur caractéristique du domaine, et f le parametre de
Coriolis, i.e. la projection du vecteur rotation sur la verticale locale.

€

A Téchelle planétaire, la rotation a un effet dominant, ce qui se traduit par un nombre de Rossby tres
petit. On espere alors obtenir une bonne approximation du mouvement en considérant la limite € — 0.
La seule limite non triviale est en fait obtenue dans le scaling € = v.

9.1.2. Contrainte géostrophique. —

Pourvu que les estimations d’énergie donnent des bornes uniformes sur la suite (u¢), on aura en effet
de la compacité faible. Les équations satisfaites par un point limite u quelconque vont alors dépendre
fortement de la structure de la perturbation singuliére

L:ueH(Q)— PlwAu)

olt P désigne le projecteur de Leray de L?(€) sur le sous-espace H(£2) des champs de divergence nulle
(a flux nul sur le bord). En particulier, il est standard de montrer que u appartient au noyau Ker(L)
de L.

Lemme 9.1.1. — Soient (u) une famille bornée dans L?(Q) de solutions faibles de(9.1.1)(9.1.2)(9.1.3),
et u un point limite quelconque de (u®). Alors, u appartient a Ker L. Si w est constant,

U3EO7
azuh:(), Vh~uh:0,

ce qui signifie que u est un champ de vecteurs bidimensionnel a divergence nulle sur wy,.

Démonstration. — En multipliant (9.1.1) par ex pour une fonction test & divergence nulle quelconque
X € C°(R*x]0,1[Xxwp,), on obtient

// u® - (edpx + 20, x + eApx + w A x)dzdt =0

En passant a la limite ¢ — 0, on en déduit que

//u-(w/\x)dwdtzo

ce qui implique que, opour presque tout ¢ > 0, il existe p telle que

(9.1.4) wAu(t) = Vp.

Comme u° satisfait la contrainte d’incompressibilité pour tout € > 0, il vient de plus
V-u=0.

Donc u(t) € Ker L pour presque tout ¢ > 0.



9.2. COUCHES LIMITES D’EKMAN 75

En prenant le rotationnel de (9.1.4) et en utilisant la condition de divergence nulle, on obtient
O,u=0
ce qui, combiné avec la condition de non pénétration sur us, donne uz = 0.
En utilisant de nouveau la contrainte d’incompressibilité, on obtient alors la caractérisation du noyau.
O
Remarque 9.1.2. — Sur l'orthogonal du noyau, le processus dominant est régi par la force de Coriolis
L:ueH(Q)— PlwAu) € H(Q).
L’équation
eatu + Lu = 0
s’aveére étre une équation de propagation d’ondes. Si w est constant, ce sont des ondes de Poincaré,
avec la relation de dispersion suivante (liant la pulsation A\ et le vecteur d’onde k)
wks
Ay = __ W
VEn|* + (mks3)?

Autrement dit, la composante tridimensionelle de la donnée initiale génére des ondes qui se propagent
tres rapidement dans le domaine (avec une vitesse de l'ordre de e~1). La moyenne temporelle de ces
ondes s’annule, comme leur limite faible, mais elles portent une énergie finie.

Remarque 9.1.3. — Comme le systéeme (9.1.1) est obtenu par projection sur un repére local, le
parametre de Coriolis w dépend de la latitude.

Auz latitudes moyennes, on utilise souvent l'approximation f-plan qui consiste & prendre w constant.

A Véquateur, w s’annule donc on utilise une approximation affine (dite approxzimation B-plan). On peut
alors observer un effet de guide d’ondes, ainsi qu’une nouvelle famille d’ondes se propageant beaucoup
plus lentement, appelées ondes de Rossby (ou ondes quasigéostrophiques).

En passant formellement a la limite dans les équations de Stokes avec viscosité évanescente et force
de Coriolis singuliere, on s’attend donc a ce que le mouvement moyen soit régi par les équations de
Navier-Stokes bidimensionnelles

Oty + Vipp = Aptiy, Vi -ty =0
a3 =0.

9.2. Couches limites d’Ekman

9.2.1. Les équations de couche limite. —

Les équations de Navier-Stokes 2D ne sont pas compatibles avec les conditions de bord horizontales
(921) uh|B =0et Eazuh‘z =T.

On s’attend alors & ce que ces conditions soient relevées par des couches limites, dont la taille est
déterminée par I’équilibre entre le terme visqueux (qui est compatible avec les conditions de non
glissement et les conditions de forgage) et le terme de rotation

1
g(w ANWe)p — €0z we p, ~ 0.
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Cette équation se réécrit en variables adimensionnées Z = z/e ou Z = (1 — z) /¢
Oz 7wy, — ww,JL‘ =0,
avec la contrainte supplémentaire que la correction doit restée localisée au voisinage du bord
wp(Z) = 0 quand Z — oo

On obtient donc finalement

1414
V2
1—1
V2

VwZ |
VwZ |,

wy + iwp = (w1 + iwa)|z—0 €XP

wy — iwy = (w1 — fwa)|z=0 exp | —
oll wy|z—g et wo z—o sont définis en fonction de 7 et wp,.

En particulier, on a les estimations suivantes pour le terme de couche limite au fond

—1/2
HS(D;L)E / I

waHBH([o,u,Hﬁ(Dh,)) < Cllan | s oyye™’?
102wy | 2 (0,11, 575 (D)) < Clltin]

et de fagon similaire des estimations pour le terme de couche limite de surface

HS(D,I)€71/2,

||wIXz:||XL:2([O,1],HS(Dh)) < C||THHS(Dh)51/27
0w, | L2 (j0,1), 512 (D)) < ClI7]

La formule explicite de wy, donne aussi des estimations LP.

9.2.2. Le mécanisme de succion. —

Par construction, si 7 et 4 sont réguliers, 4 + w? + w? satisfait ’équation d’évolution approchée
Owu+ Vp =vpApu+e0,,u — éw Au+o(l),

ainsi que les conditions de bord

up =0, ugx=0etcluyx=".

Par contre, la contrainte d’incompressibilité est en général violée

01wy + Ogwg = %(61 —i0) (w1 + iwa)|z—o €XP (— 1\;; \/‘;Z)
(01 +102) (w1 — 1w2)|z—p €XpP (—1\/_52\/EZ>

On introduit alors une correction verticale ws telle que dzws = £ed, w3 = Fe(drwy + Gaws)

€ w
wy = (V- whg—0 — iV - Wi z—0) €X ( i—lZ)
3 :F(l—z')\/ﬂ( h * Wh|Z=0 h h|Z 0) exp 2( )

& . Sval _ %%
:F(l—i—i)\/ﬂ(vh Wh|z=0 + iV} U/h|z_o)exp( \/;(H—l)Z).

+

N =
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Le champ de vecteurs w ainsi construit est & divergence nulle, mais il ne satisfait plus la condition
de non pénétration.

wB o 5 (81 — iag)(ﬂl —+ iﬂg) i (81 —+ z'82)(ﬂ1 — ifLQ)
$1Z=0""" o i 11—
€

(1(31 — iag)(Tl =+ iTg) — 1(81 =+ i82)(71 — iTg))

b
w . ~
31z=0 ~ 5
: ; - B b
modulo des termes exponentiellement petits diis aux traces W3l g1/ €6 W35 ). Pour relever la
condition de non pénétration, on doit alors ajouter un correcteur supplémentaire Jw défini par

dws = —ws|z=o P(1 — 2) —ws.=1 P(2),
Sw, = Vady 'V - (~ws.=oP'(1 = 2) + wz).=1 P'(2))

ol P est une fonction réguliere quelconque telle que P(0) =0 et P(1) = 1.

Le flux vertical dws est responsable d’une circulation sur le domaine entier, il est de taille petite mais
non localisé pres des bords. Ce mécanisme, appelé pompage ou succion d’Ekman, a un role déterminant
dans les échanges d’énergie.

Remarque 9.2.1. — En général, la solution approchée i+wZ +w?B + 6w, ne satisfait pas exactement
les conditions de bord horizontales (9.2.1), mais Uerreur est beaucoup plus petite que pour . Un
relevement ne prenant pas en compte la structure de l’équation (mais préservant les contraintes de
divergence nulle et de flux nul comme dans le cas du correcteur de Kato) permetira de conclure sans
itérer la construction.

L’objectif est maintenant de comprendre comment la présence des couches d’Ekman modifie le mou-
vement moyen.

9.3. Analyse double-échelle et convergence faible

Dans la mesure ou 'on ne s’intéresse qu’au mouvement moyen, il n’est pas nécessaire de décrire les
oscillations dues au terme de rotation, et on peut donc utiliser des méthodes de compacité faible pour
étudier 'asymptotique.

Théoréme 9.1. — Soient ug € H(Y) un champ de vecteurs solénoidal, et T € L>=(RT, L?*(wp)) un
forcage de surface. Pour toute > 0, on considére une solution faible u® du systéme (9.1.1)(9.1.2)(9.1.3)
avec v = €.

2

Alors (u®) converge faiblement dans Ly,

avec pompage d’Ekman

(RT xw) vers la solution du systéme de Stokes bidimensionnel

w
3tuh*Ahuh+\/§uh+Vhp:T, Vi -up =0,

1
Uh,\tzoz/ Uo,ndz .
0
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9.3.1. Estimations a priori. —

A cause du terme de forgage en surface, l'inégalité d’énergie s’écrit

1 t 1 t
5/\%\2(13:—&—/ /(|th€\2+5|azu5|2)dxds§ §/|u0|2dx+/ /us,h‘zledxhds.
0 0

L’estimation de trace

2 Jte ppz=1ll72(py) < C2ltie bl L2 ((0,11xD ) 0=t nll L2 (10,1 x D) »

conduit alors & I'inégalité

1 t

7/|u5|2d$—|—/ /(|th5|2—|—§|3zu5|2)dxds
<1 2d C [ C d
<3 |uo|“dz exp (Ct) + ¢ ; 171l 2D,y exp (C(t — s)) ds .

En particulier, si ||7]|z2(p,) est d’ordre 1 quand € tend vers 0, cette inégalité ne permet pas d’obtenir
un contréle uniforme sur (u¢). On doit alors considérer une inégalité d’énergie modulée pour u. — we,
ot W, = w4 dw? est le terme de couche limite associé au forcage 7 (défini dans la section précédente).

Par définition de v, = u. — W,, on a la contrainte d’incompressibilité
V-v.=V-u. —V-(w”+ow>) =0,
I’équation du mouvement
Byve + guj £ Vpe — Apve — €000 = — 0y + Apib. + 20,00 — g(swfvl

ou le dernier terme correspond a la succion d’Ekman, ainsi que les conditions de bord

Ve 3|z = Ve,3|B = 0,
V. p g = 0 pourvu que P'(0) = P'(1) =0,
£0,0. pjx, = T en choisissant P tel que P”(0) = P"(1) =0.
L’inégalité d’énergie pour v. s’écrit alors
1 2 ! 2 2
3 loe@lz2 + ; (IVhve(s)l122 + €]l 0zve(s) 172 ds

1 ¢ w
< §Ilva(0)lliz +/O Hve(S)IlmHg5wi(8)llmd8+0(1)-

Si 7 est régulier en ¢ et zp, on en déduit des bornes uniformes sur v, par le lemme de Gronwall :

t
(9.3.1) loa(8)]22 + / (IVh0=()[22 + el0-0-(s)32) ds < C(1).
9.3.2. Formulation faible des équations de Stokes avec conditions de bord. —

A extraction pres d’une sous-suite, on a alors

u. — @ faiblement dans L2([0,T] x D),
u € Ker L & = (up(zp),0) avec V, -y =0.
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Le point de départ pour étudier la limite de rotation rapide est alors la forme faible des équations
de Stokes-Coriolis, et plus précisément leur projection sur le noyau de I'opérateur de perturbation
singuliere : Vi, € CX(RT x w) telle que Vy, - o5, = 0,

t
/UO%dw +/ /(Uahat%@h — Viuen - Vipn)dzds
0

t t
= 5/ /(8zu6,h)|z:0§0hd$hd3 —/ /Tg&hda:hds
0 0

Remarquons que la trace (9.ucpn).—o n'a pas de sens pour un champ de vecteurs quelconque u. €
L°(L2) N L2 (H}). Elle est en fait définie (dans un sens trés faible) par 'équation.

(9.3.2)

Pour relier la trace (0.uc,n)|.—0 au champ u. et & sa trace ue p.—o, I'idée est d’utiliser la forme faible
des équations de Stokes-Coriolis avec des fonctions régulieres ¢ telles que V-1 = 0 et 135 = ¢35 =0
bien choisies :

t t
1
/uowdx—i— / /(u6 - Opp — Vpue - Vyptp)deds + / /uE . (gw AN+ €0,,9)dxds
O ¢ 0 t
= / /(3zus,h)\z:01/)h|z:od$hd8 - / /Twh\zzldxhds + 5/ /Us,h\z:lazibmz:ldﬂﬁhds
0 0 0

9.3.3. L’équation de trace en z = 0. —

Pour capturer les effets - quand ¢ tend vers 0 - de la condition de Dirichlet imposée au fond, on utilise
dans l'identité précédente une famille de solutions du probleme de couche limite, et plus précisément
du probléme adjoint (obtenu en changeant w en —w, ou de fagon équivalente i en —i), avec ¢y
comme donnée au bord. Ce procédé est tres similaire aux outils d’analyse double-échelle introduits
par N'Guetseng et Allaire.

Par construction de w. et dw., on s’attend a ce que tous les termes dans la formulation faible des
équations de Stokes-Coriolis soient petits a l'exception de

t t
1
5/ /(Bzug,h)|Z:0w57h‘zzodazhds et / /ua- <€w /\5w57h> dxds .
0 0

En effet, comme la norme L?([0, 1], H*(Dy,)) de w. et la norme H*([0,1] x D) de dw. convergent vers
0 dans L>=(R*) quand &€ — 0 (pour tout s > 0 fixé), on a

t 1
/uoﬁ)gdac—&—/ /uE . <3t1115 + gwéwé + €0, 0w, + Ahu?8> dxds
0

t 1 ¢
~ / /us = (wéwj) dxds ~ —/ /wﬂh . VﬁA;lw;ﬂdeds
0 0
t
N/ /\/Qwuh'gahdxds
0

On peut alors identifier les deux limites. Comme wy,|.—¢ peut étre une fonction quelconque de xj, et ¢,
on peut ainsi caractériser le terme de bord qui apparait dans I’équation du mouvement moyen.

¢ ¢ t
(9.3.3) E/ /(8zug7h)‘Zzowg’mzzodxhds — —\/g/ /ahgohdxds—/ /Tgphdxhds.
0 0 0



80 CHAPITRE 9. STABILISATION PAR ROTATION

En insérant cette identité dans la formulation faible obtenue au paragraphe précédent, on caractérise
completement la limite faible, ce qui achéve la preuve du Théoréme 9.1.

Remarque 9.3.1. — Si on veut obtenir un résultat de convergence forte, il faut décrire toutes les
oscillations, i.e. écrire une équation d’enveloppe pour chacun des modes propres de l’opérateur L. A
chacun de ces modes sont associés des correcteurs de couches limites et un processus de pompage.

Dans le cas ou le forcage est lui-méme oscillant (de fréquence p), l’équation de couche limite en surface

s’écrit
, keykowy — k2
o1 + X201 — ekpr — wipg +e2 L IE2 g
A2 — g2k
9.3.4 , P
(9.3.4) inp + Npz — ekip oz +wpr + €2W =0,
- h

E(iklcpl —+ Zkg(pg) — )\(,03 = 0,

ce qui exprime un équilibre entre le forcage, la viscosité, la force de Coriolis et la pression.

Soit Ay la matrice correspondant a (9.5.4)

2 21.2
. 2 2 3 klkg 3 kl
4 AN ekt g YT e
)\(M; kh) = oo 82]{)% . +)\2 _Ek.Z B 82/€1k2
N2 — 2k2 K L Cpy

Si |u| # w, la matrice

nooow
—w
est hyperbolique au sens des systéemes dynamiques, ce qui signifie que ses valeurs propres ont des parties

réelles non nulles. Cette propriété est stable par petite perturbation. On peut alors, comme on l’a fait
dans ce qui précéde, négliger la pression et la viscosité horizontale pour le calcul des correcteurs de

noooiw
—w

admet 0 comme valeur propre, et on s’attend a ce que son comportement soit trés sensible aux pertur-
bations. De fait,

couche limite.

Si |p| = w, la matrice

— si kp # (0,0), on peut relever les conditions de bord par des termes de couches limites, mais ces
couches sont beaucoup plus grandes, de taille 0(51/2);

— si kp = (0,0), on a une bifurcation, et le développemenet de couche limite n’est valable que sur
des temps petits.



APPENDICE A

QUELQUES RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

A.1. Topologie et calcul différentiel

Théoréme A.1 (Théoréme d’Ascoli). — Soient Q un ouvert borné de R, et S une partie de

— S est bornée

M = sup ||u)|eo < +00
u€sS

— S est uniformément équicontinue, i.e. pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que

VuesS, Veye®, |r—yl<d=fu(@)-uly)<e,

alors S est précompacte.

Théoréme A.2 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). — Soient w un ouvert d’un espace de Ba-
nach E et I un intervalle de R. On considére une fonction F mesurable de I X w dans E telle
que

Ve ew, [[Ft )l € Li(])
et telle que
V(z,y) €w®, |F(t,2) = F(t,y)| < Lt)lle =yl avec L€ Lj,c(1).

Alors, pour tout point (tg,xo) de I X w, il existe un intervalle ouwvert mazimal J contenant ty et une
unique fonction x € Cp(J;w) telle que

t

(EDO)  a(t) =m0 + / P, 2(t)) dt'.

to
De plus, s’il existe une fonction localement bornée M de RT dans R™ et une fonction localement
intégrable 3 de RT dans RT telles que

[E(t,w)ll < BE)M([|ul]).

on a .

inf J > —oo = limsup ||z(t)|| =00 et supJ < +oo = limsup ||z(t)| = co.
t3inf J tisup]
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A.2. Espaces hilbertiens

Théoréme A.3 (Théoréme de Lax-Milgram). — Soient H un espace de Hilbert, et a : Hx H —
R une forme bilinéaire continue coercive.

Pour tout o € H', il existe un unique u € H tel que

(A.2.1) Yve H, a(u,v)={(p,0).
De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par la propriété
1 1
(A22) ol = (.0) =iy (Fa(00) = (9,0}

Théoréme A.j} (Théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts)
Soient H un espace de Hilbert séparable, et T € IC(H) un opérateur autoadjoint compact.

Alors il existe une suite (A\,) tendant vers 0, et une base hilbertienne (e,) de H telles que

Te, = A\pep .

A.3. Espaces de Sobolev

Théoréme A.5 (Inégalité de Poincaré). — Soit Q un ouvert borné de R%. Alors il existe une
constante C (dépendant de Q) et p € [1,4+00]) telle que

Vu e WoP(Q), ullze < C|Vullze .

Théoréme A.6 (Théoréme d’injection de Sobolev). — Si s > d/2, l’espace H*(R?) s’injecte
continiment dans C(R?)

vy € H*RY),  [Ylloga < Cllvllas @) -
Si s < d/2, lespace H*(R?) s’injecte continiment dans LP(RY) avec p = 2d/(d — 2s)

vip € HYRY),  |[¥llpo@ay < ClYl meway -

Théoréme A.7 (Théoréme de Rellich-Kondrakov). — Soit  un ouvert borné de R de classe
C! (ou le produit de N intervalles ouverts bornés).

-sid>2et1<q<2d/(d-2), Uinjection de H*(Q) dans L4() est compacte.
- sid =1, Uinjection de H*(Q) dans C°(Q) est compacte.



1]

[10]

[11]

[12]

BIBLIOGRAPHIE

A. Bertozzi, A. Majda. Vorticity and incompressible flow. Cambridge Texts in Applied Mathematics
27. Cambridge University Press, Cambridge, 2002.

H. Brézis. Analyse fonctionnelle. Théorie et applications. [Collection Mathématiques Appliquées
pour la Maitrise. Masson, Paris, 1983.

L. Caffarelli, R. Kohn, L. Nirenberg. Partial regularity of suitable weak solutions of the Navier-
Stokes equations. Comm. Pure Appl. Math. 35 (1982), 771831.

M. Cannone, Y. Meyer, F. Planchon. Solutions auto-similaires des équations de Navier-Stokes.
Séminaire sur les équations aux Dérivées Partielles, 19931994, Ed. école Polytech., Palaiseau,
1994.

J.-Y. Chemin. Fluides parfaits incompressibles. Astérisque 230, Société Mathématique de France,
Paris, 1995.

J.-Y. Chemin, B. Desjardins, I. Gallagher et E. Grenier, Basics of Mathematical Geophysics,
Oxford University Press, 2006.

J.-M. Delort. Existence de nappes de tourbillon en dimension deux. J. Amer. Math. Soc. 4 (1991),
553-586.

Escaurazia, Seregin, Sverak. L3 o-solutions of Navier-Stokes equations and backward uniqueness,
Uspekhi Mat. Nauk 58 (2006), 3-44;

H. Fujita et T. Kato, On the Navier—Stokes initial value problem I, Archive for Rational Mechanics
and Analysis, 16 (1964), 269-315.

D. Gérard-Varet. De Navier-Stokes vers Euler. Facettes mathématiques de la mécanique des fluides,
Ed. éc. Polytech., Palaiseau, 2010.

E. Grenier. Non drivation des équations de Prandtl. Séminaire sur les équations aux Dérivées
Partielles, 19971998, Ed. école Polytech., Palaiseau, 1998.

E. Grenier. On the nonlinear instability of Euler and Prandtl equations. Comm. Pure Appl. Math.
53 (2000), 10671091.

T. Kato. Remarks on zero viscosity limit for nonstationary Navier-Stokes flows with boundary.
Seminar on nonlinear partial differential equations (Berkeley, Calif., 1983). Springer, New York,
1984.



84

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

BIBLIOGRAPHIE

J. Leray, Essai sur le mouvement d’un liquide visqueux emplissant 1’espace, Acta Matematica, 63
(1933), 193-248.

J. Leray, Etude de diverses équations intégrales non linéaires et de quelques problemes que pose
I’hydrodynamique. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées 12 (1933), 1-82.

P.-L. Lions, Mathematical Topics in Fluid Mechanics, Vol. I, Incompressible Models, Oxford Sci-
ence Publications, 1997.

C. Marchioro, M. Pulvirenti. Mathematical theory of incompressible nonviscous fluids. Applied
Mathematical Sciences 96. Springer-Verlag, New York, 1994.

J. Necas, M. Ruzicka, V. Sverak E On Leray’s self-similar solutions of the Navier-Stokes equations.
Acta Math. 176 (1996), 283-294.

L. Prandtl. Uber Fliissigkeits-Bewegung bei sehr kleiner Ribung. Actes du troisiéme congres in-
ternational des mathématiciens. Heidelberg, 1904, 484-491.

M. Sammartino, R. Caflisch. Zero viscosity limit for analytic solutions of the Navier-Stokes equa-
tion on a half-space. Comm. Math. Phys. 192 (1998), 433-491.

S. Schochet. The weak vorticity formulation of the 2-D FEuler equations and concentration-
cancellation. Comm. Partial Differential Equations 20 (1995), 1077-1104.



