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PARTIE 1

DUALITE






CHAPITRE 1

RAPPELS DE TOPOLOGIE

Comme l'indique le titre, 'objectif de ce chapitre n’est pas de présenter de fagon complete les bases de
topologie, on se réfere pour cela au cours de Patrick Bernard et aux notes de cours de Frédéric Paulin
ou les résultats sont énoncés dans un cadre trés général. Voir aussi [3], [11], [12].

Nous rappelons uniquement quelques conséquences du théoréme de Baire sur la continuité des
applications linéaires.

1.1. Espaces de Baire

Définition 1.1.1. — Soit X un espace topologique.

— X est dit de Baire si et seulement si toute intersection dénombrable d’ouverts denses dans X est
dense dans X (ou de fagon équivalente, toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides
est d’intérieur vide).

— Une partie A C X est maigre si et seulement si A est incluse dans une réunion dénombrable de
fermés d’intérieurs vides.

— Une propriété est vraie Baire presque partout si et seulement si elle est vraie sur le complémentaire
d’une partie maigre, i.e. sur un ensemble gras (ou résiduel).

Théoréme 1.1 (de Baire). — Les espaces topologiques localement compacts (i.e. les espaces séparés
et tels que tout point admet un systéme fondamental de voisinages compacts), et les espaces métriques
complets sont des espaces de Baire.

Démonstration. — Soit (O,,) une suite d’ouverts denses et O = N,enO,,. 1l s’agit de montrer que
pour tout ouvert W C X, l'intersection W N O est non vide.

Comme Oy N W # (), il existe un ouvert non vide Wy tel que Wy C Og N W avec

— W, compact si X est un espace topologique localement compact;
— W, de rayon inférieur & 1 si X est un espace métrique complet.

Par récurrence, on peut ainsi construire une suite d’ouverts non vides (W,,) tels que W41 C O, 1NW,,
et vérifiant I'une des conditions suivantes :
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— Wy41 compact si X est un espace topologique localement compact;
— Wy41 de rayon inférieur & 1/(n + 1) si X est un espace métrique complet.

On a alors que [, N W,, # 0, en utilisant la compacité dans le premier cas, et la complétude dans le
second cas. O

Ce résultat permet de montrer par exemple que ’ensemble des points de continuité de la limite simple
f d’une suite de fonctions continues (f,,) de C9(]0,1]) est un ensemble gras de [0, 1].

On utilise pour cela la propriété suivante : s’il existe une suite (F,,) de parties de l'espace de Baire X

telle que X C | F,, alors

neN

U E, D X\ ( U 8Fn> est dense dans X.

neN neN

Pour tout € > 0, on pose
F={z€[0,1]/Vm =n, |[fu(z) = fm(z)] <€}
Par définition, F: est fermé et UpenF:S = [0, 1].
La suite
1
0, = JE"»
n

est alors une suite d’ouverts denses de [0,1], et le théoréme de Baire montre que G = (1), Oy, est un
ensemble gras.

11 suffit alors de vérifier que les éléments de G sont des points de continuité de f.

Remarque 1.1.2. — Attention a ne pas confondre les notions de “ presque partout” au sens de Baire
et au sens des mesures.

Ainsi, si p est une mesure borélienne qui ne charge pas les points sur un espace métrique séparable X,
il existe toujours une partie grasse de X qui est p-négligeable.

Il suffit pour construire une telle partie de prendre une suite dense (x;), de poser pour tout k € N*
2—i
k b

vk = LJOi€ ot OF est un ouvert contenant x; tel que u(OF) <

puis de considérer G = (e, V¥,

1.2. Opérateurs linéaires et théoréme de Banach-Steinhaus

Théoréme 1.2 (de Banach-Steinhaus). — Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel
normé. On considére une famille (T,) d’applications linéaires continues de E dans F telles que

Ve € E, sup|Tuz||r < +o00.
«

Alors il existe C > 0 telle que
Vo € EVa, |Toz|r < Cllzfle.
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Démonstration. — On pose, pour tout n € N,
Op,={x€ E/3a, |Tax|r>n},
de sorte que O,, est ouvert et ﬂzo:l 0, =0.

D’apres le théoréme de Baire, il existe alors ng tel que O,, n’est pas dense dans E, i.e. dont le
complémentaire contient une boule B(zg,r). Pour tout = € B(zo, ),

ITo(z — x0)||F < 2ng .
En utilisant la linéarité de T, on en déduit que pour tout y € E
QTLO
ITayllr < ==yl

ce qui conclut la preuve. O

Corollaire 1.2.1. — Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. On considére
une famille (T,,) d’applications linéaires continues de E dans F convergeant simplement vers T'.

Alors T est linéaire continu de E dans F. De plus, si x, — © dans E, alors T,,(x,,) = T(x) dans F.

Le théoréme de Banach-Steinhaus peut en fait s’étendre & des espaces plus généraux, que nous utilis-
erons dans la suite pour munir I’espace des distributions d’une topologie.

Définition 1.2.2. — Soit E un espace vectoriel. On appelle semi-norme sur E toute application
p: E — RT sous-additive et positivement homogéne, i.e. telle que

Yo,y € B, plz+y) <p)+py),
VAeR,Vx € E, p(Ax)=|Ap(x).

On dit qu’une famille P de semi-normes sépare les points si

p(z) =0 pour toutp e P = = =0.

Les ouverts de la topologie associée a P sont les parties U de E telles que, pour tout = € U, il existe
un ensemble fini J et 7 > 0

Bi(z,r)={ye E/Vje J pjlx—y)<r}CU.

Définition 1.2.3. — Un espace vectoriel E est un pré-Fréchet si et seulement si il existe une famille
dénombrable de semi-normes (p;j)jen+ telles que, pour tout x € E

st p;j(x) = 0 pour tout j, alors x =0,
pour tout j, pj(ar) < pj+1(:v) .

La topologie d’un pré-Fréchet est métrisable avec la distance (invariante par translation)
“+oo
d(z,y) = ZQ‘J min(1,p;(z —y)).
j=1

Définition 1.2.4. — Un espace de Fréchet est un pré-Fréchet complet.
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L’ensemble des fonctions C*°(K) sur un compact K est un espace de Fréchet, muni des semi-normes

pj(f) = sup sup |[Df(z)|.

lal<j veK

Une “bonne” topologie sur CS°(€2) (ou 2 est un ouvert) est beaucoup plus subtile a définir. On y
reviendra brievement dans le chapitre sur les distributions.

La continuité d’une application entre deux pré-Fréchet peut s’exprimer a 1’aide des semi-normes

Lemme 1.2.5. — Soient (E,(pj)jen+) et (F,(qj)jen+) deuz pré-Fréchet, et T wune application
linéaire de E dans F. Alors T est continue si et seulement si

(1.2.1) VjeN",3C >0,k e N*, ¢;(Tz) < Cpgp(x).

Démonstration. — Si T est continue, pour j fixé, il existe un voisinage U de 0 tel que
VeeU, ¢gj(Tz)<1.
Il existe alors £ € N* et € > 0 tels que
BE(0,e) CU.
Par homogénéité, on en déduit la condition (1.2.1) (on peut considérer séparément les cas ol pi(z) =0

et pr(x) > 0).

Réciproquement, supposons que (1.2.1) soit satisfaite. Soit # € E. Pour tout voisinage U de Tz
dans F', il existe une boule Bf (T'z, ) incluse dans U, 11 découle alors de (1.2.1) que pour tout y dans
By (x,¢/C)

Ty e Bl (Tz,e) CU,

ce qui montre que T est continue. O]

On a alors la généralisation suivante du théoréme de Banach-Steinhaus.

Théoréme 1.3. — Soient E un espace de Fréchet et F' un pré-Fréchet. On considére une suite (T,)
d’applications linéaires continues de E dans F convergeant simplement vers T'.

Alors T est linéaire continu de E dans F. De plus, si x, — « dans E, alors T,,(x,,) = T(x) dans F.

1.3. Théorémes de 1’application ouverte et du graphe fermé

Théoréme 1.4. — Soient E et F deux espaces de Banach, et T un opérateur linéaire continu de E
dans F'.

— Si T est surjectif, alors T envoie les ouverts de E sur les ouverts de F'.
— Si T est bijectif, T~' est un opérateur linéaire continu de F dans E.

Démonstration. — On cherche § > 0 tel que Bp(0,d) C T(Bg(0,1)).

On commence par définir

+oo
F, =T(Bg(0,n)) de sorte que U F,=F.

n=1
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D’apres le théoreme de Baire, il existe donc ng tel que F;,, est d’intérieur non vide

B(zg,r0) C Fp, -
Par linéarité, on a aussi

B(—z9,7m0) C Fpy -
Si [yl <o,

v= 500 +) + (w0 + ) € TBe(0.n0)).
Autrement dit,
70

BF(O, 7) C T(BE(O, 1)) .
o

Soit maintenant y € Bp(0, 15—%0) D’aprés ce qui précede, il existe zo € Bg(0, &) tel que

10
1

7o
X .
].O’I'L() 2

Txo —yllr <

Par récurrence, on construit une suite x,, telle que
11 o 1
fealle < Jogm: Iz + Ton) = glle < 37 X oy

La série ), x, est donc normalement convergente et, par continuité de T, sa somme x vérifie Tx = y.

On en déduit que
Br (0 TO) C T(Bg(0,n0)),

’ 10710
ce qui montre que 'image de tout ouvert de E est ouverte. O
Théoréme 1.5. — Soient E et F' deux espaces de Banach, et T un opérateur continu de E dans F.

Alors T est continu si et seulement si son graphe G = {(z,Tx) /x € E} est fermé dans E x F.

Démonstration. — On introduit sur F la norme du graphe

lzlle = llzlle + 1T F -

e Si T est continu, son graphe est toujours fermé : si (x,y) € G, il existe une suite (z,,) de E telle que
(zn, Tzy) — (z,y), et par continuité y = Tx.

e Supposons maintenant que G C E x F soit fermé. En particulier, G est un espace de Banach. On
considere alors "application

II: (z,Tz) e G~z € E,
qui est clairement continue et bijective. D’apres le théoreme de 'application ouverte, IT est un
homéomorphisme, ce qui implique que 7" est continu. O

Ces résultats peuvent aussi se généraliser au cas des espaces de Fréchet.

Théoréme 1.6. — Soient E et F' deux espaces de Fréchet, et T un opérateur continu de E dans F'.

— Si T(E) n’est pas maigre dans F, alors T' est une application surjective et ouverte.
— Si T est bijectif, c’est un homéomorphisme.






CHAPITRE 2

THEOREME DE HAHN-BANACH

Le théoreme de Hahn-Banach donne l'existence de prolongements de formes linéaires satisfaisant a
certaines conditions de norme.

— C’est un outil fondamental de 'analyse fonctionnelle car il permet d’introduire des topologies
faibles (définies par dualité) pour lesquelles on a de bonnes propriétés de compacité, ce qui fera
I'objet du prochain chapitre.

— Par son interprétation géométrique en termes d’hyperplans évitant un convexe fixé, il joue gale-
ment un role primordial dans 1’étude de la géométrie des convexes, et plus généralement en
analyse convexe [7].

La preuve repose d’une part sur un argument simple permettant de prolonger une forme linéaire définie
sur un sous-espace de codimension 1, et d’autre part sur le lemme de Zorn (équivalent a l'axiome du
choix) qui permet d’obtenir une récurrence transfinie.

2.1. Forme analytique

Théoréme 2.1. — Soient E un espace vectoriel réel, et p : E — R une application sous-additive,
positivement homogéne, i.e. telle que

Ve,y € E, plz+y) <px)+py),
Ve e E,Vt >0, p(tx)=tp(z).
Si F' est un sous-espace de E, et f est une forme linéaire sur F telle que
Ve e F, f(z)<p(z),
il existe un prolongement linéaire f de f a FE tel que

Vee E, f(z)<plz),

Démonstration. — On considere I'ensemble P des prolongements de f constitué des paires (G, g) ol
G est un sous-espace de E contenant F' et g une forme linéaire sur G tels que

Gip=fctVreG, g(x)<pla).

On vérifie sans difficulté que
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~ P A0 car (F,f) € P;
— P est ordonné par la relation d’ordre partiel
(G1,91) =< (Ga,92) si G1 C Ga et gy, = 913
— P est inductif (toute partie totalement ordonnée admet un majorant).

D’apres le lemme de Zorn, il existe alors un élément maximal (G, g) € P.

Si G # E, il existe zgp € E'\ G. On cherche alors g(zo) de sorte & ce que P'application § définie sur
G = G + Rz par

9(x +txo) = g(z) + tg(xo),
satisfasse la majoration attendue : pour tout z € G et tout t € R

9(x) +tg(xo) < p(x + txo) .

Cela implique en particulier que

sup (g() — p(x = 20)) < g(xo) < inf (p(z + o) — §()) -
el re

Comme g(z) + g(z') < p(x + 2’') < p(z + xo) + p(x’ — x0), cette condition est satisfaite, et on vérifie
qu’elle suffit & obtenir la majoration requise pour §. En particulier (G,g) € P, ce qui contredit la
maximalité de (G, g). O

Sous des hypotheses supplémentaires sur l'espace E, on peut démontrer un résultat analogue sans
utiliser le lemme de Zorn. C’est le cas par exemple si E est de dimension finie, si E est un espace de
Hilbert (il suffit alors d’utiliser le théoreme de projection sur les fermés), si E est un espace vectoriel
normé séparable...

2.2. Forme géométrique

On rappelle qu’un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel muni d’une topologie rendant
continues ’addition et la multiplication par un scalaire.

Définition 2.2.1. — Un espace vectoriel topologique est dit localement convexe si et seulement si
tout voisinage de l’origine contient un voisinage conveze.

En associant & chaque voisinage convexe de l'origine une semi-norme (jauge de Minkowski), on a alors
la caractérisation suivante :

Propriété 2.2.2. — Soit E un espace vectoriel topologique. E est localement convexe si et seulement
si sa topologie peut étre définie par une famille de semi-normes (p) telles que

(Voz, Do) = 0) =z=0.

Sans perte de généralité, on peut supposer de plus que cette famille est filtrante, c’est-a-dire que
Vo, ...am, 3B, P ZPay + -+ Pa, -
Une partie A de E est alors ouverte si et seulement si

Ve € A, Fa,d, Bu(z,0) C A.
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Les espaces vectoriels normés et les espaces pré-Fréchet sont des espaces vectoriels topologiques locale-
ment convexes.

Par contre, 'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni de la distance

d(f.g) = /O 74l

est un espace vectoriel topologique non localement convexe.

Théoréme 2.2. — Soit E un espace vectoriel topologique localement conveze (de semi-normes (pa)).
Si A et B sont deux parties convexes non vides disjointes, alors

— si A est ouverte, il existe une forme linéaire f : F — R continue non nulle telle que
sup f < inf f;
A B

— si A est compacte et B est fermée, il existe une forme linéaire f : I — R continue non nulle
telle que

sgpf < néf I

Démonstration. — On va commencer par détailler les arguments dans le cas ol I'un des ensembles est
réduit a un point, puis on montrera comment on peut en déduire les autres cas.

e Cas out B = {zg} et A ouvert contenant 0.

On introduit la jauge de Minkowski de A
p(z) = inf{t > 0, % € A},
et on va montrer qu’elle permet de caractériser ’ensemble A de fagon fonctionnelle
A={x € E/p(x) <1},

et qu’elle satisfait les hypotheses du théoreme de Hahn-Banach analytique.

On commence par remarquer que, par définition, p est positivement homogene :

Ve e E,VA >0, p(Azx)=p(x).

La sous-additivité est une conséquence de la convexité de A. Soient z,y € E et ¢ > 0 fixé. Par
définition,

I=———c¢etg= appartiennent a A.

p(z) +e py) +e

On a alors
ply) +e

T4y plx)+e
(@) +ply) + 267

p(@) +ply) +2c  pla) +ply) +2¢
de sorte que p(x + y) < p(x) + p(y) + 2¢.

S\

+

Comme A est ouvert et contient l'origine, il existe « et r > 0 tels que B, (0,7) C A. On a alors les
propriétés suivantes :

— Sipa(z) >0, 0n a
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— Si pa(x) = 0, pour tout t > 0, po(§) =0, donc ¥ € A et p(x) = 0.

On en déduit que
Vo€ E, p(z) < Cpa(z).

Comme A est convexe et contient I'origine, on vérifie facilement que
{zeE/px) <1} CA et{zeFE/plx)>1}NA=0.
Puisque p est continue et A est ouvert, on a alors

A={z e E/p(x)<1}.

On considere alors la forme linéaire définie sur Rxg par f(tzg) = t. En particulier,
f(tzo) < p(tzo) = tp(zo).
En utilisant la forme analytique du théoreme de Hahn-Banach, on prolonge f & E avec
Vee B, f(x)<plz).
Comme p < Cp,, [ est continue. De plus,
Vee A, f(x)<plx)<l1
de sorte que supy f < f(xo).

e Cas ou A est ouvert.

On se donne ag € A et by € B, et on pose
C=A-B—-at+bp={x—y—ap+by/x€A ye B} = U(A—a0+b0—y).
yeB

On vérifie alors que C est ouvert, convexe et contient l'origine. De plus, comme ANB =), bg—ag ¢ C.

En appliquant le résultat précédent, on obtient alors 'existence d’une forme linéaire f continue non
nulle telle que
vxeA7vy€Ba f(x—y—a0+b0)§f(b0—ao)7

ce qui montre que sup, f < infp f.

e Cas ou A est compact et B est fermé.

La preuve est ici un peu plus complexe et repose sur les deux propriétés suivantes qui sont vérifiées
dans les espaces vectoriels topologiques localement convexes :

(i) Soient A un compact, et B fermé non vide disjoint de A. Il existe un voisinage convexe V de 0
tel que (A+V)NB=14.
(ii) Si f est une forme linéaire continue non nulle, f est ouverte.

D’apres la propriété (i), il existe un voisinage convexe V de 0 tel que (A + V)N B = ). L’ensemble
A+ V est ouvert (comme réunion d’ouverts) et convexe (comme somme de deux convexes). D’apres
ce qui précede, il existe donc une forme linéaire f continue non nulle telle que sup, f < infp f.

La propriété (ii) implique alors que f est ouverte, donc f(A + V) est un intervalle ouvert |A1, As].
Comme A est compact, son image f(A) est compacte. On a alors sup f(A) = max f(A) < A2 < infp f.
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Il reste a montrer les deux propriétés utilisées dans la preuve.

- Soient A un compact, et B fermé non vide disjoint de A. Pour tout x € A, il existe a, et §, > 0 tels
que B, (z,0,;) N B = (). Par définition

0z
Ac B (2, 7).
€A
Comme A est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini

9

N
Ac | Ba, (@, 5)

i=1

On définit alors I'ouvert convexe contenant 0
N 5,
V={)Ba(0,5).
=1
L’inégalité triangulaire montre que

N
A+V C U Bai(a:i,éi)

i=1

de sorte que (A + V)N B = (), ce qui prouve la propriété (i).

- Soient f une forme linéaire continue non nulle, et U un ouvert (convexe) contenant 0. Il existe x; tel
que f(xz1) = 1. Pour ¢t > 0 suffisamment petit, [—txy,tx1] C U. On a alors

[_tvﬂ C f([_txlﬁtxl]) C f(U) )

i.e. f(U) contient un voisinage ouvert de 0. Par linéarité, on en déduit que f est ouverte. O

2.3. Un exemple d’application : le théoreme de Krein Milman

Définition 2.3.1. — Soit K une partie d’un espace vectoriel E. On dit que xo est un point extrémal
de K si
(:co =0z+4 (1 —0)y avec 0 €]0,1] et z,y € K) Sro=y=2.

Théoréeme 2.3. — Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé et K une partie
compacte de E. Alors K est inclus dans [’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux et coincide
avec elle st K est conveze.

Démonstration. — La démonstration de ce résultat se fait en deux étapes basées sur la version
géométrique du théoreme de Hahn-Banach : on commence par montrer que ’ensemble des points
extrémaux & est non vide, puis on prouve que tout point de K est nécessairement dans I’adhérence de
I’enveloppe convexe de &.

e On considere ensemble P des parties extrémales de 'enveloppe convexe fermée co(K) de K, i.e. des
parties A compactes vérifiant

il existe z,y € co(K), 0 €]0,1] tels que 0z + (1 — )y € A, alors x,y € A,

que 'on munit de la relation d’ordre A < B si B C A.
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Si P C P est totalement ordonné, B = N aepd est une partie extrémale non vide (intersection de
fermés emboités dans un compact) majorant P. Donc P est inductif. D’aprés le lemme de Zorn, P a
alors un élément maximal M.

Si M contient deux points distincts xg et x1, d’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme
linéaire continue sur F telle que f(zg) < f(x1). On définit alors M = {& € M/ f(x) = infp f}.
Comme M est compact et f est continue, M # ). De plus, M est compact (fermé dans un compact)

et extrémal ~
1l existe z,y € co(K), 0 €]0,1] tels que 6z + (1 — )y € M

x,y € M car M est extrémal,
WO @)+ (- 0)f () = inf f

Ceci est absurde puisque M est extrémal et que M est strictement inclus dans M. M est donc réduit

donc x,y € M.

a un point.

e Soit £ l'ensemble des points extrémaux de co(K) (qui par définition appartiennent & K), et xg un
point de co(K) qui n’appartient pas a I’adhérence de I’enveloppe convexe de €.

D’aprés le théoréeme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire continue f sur E telle que

f(zo) > sup{f(x)/z € co(€)}.

Soit A I’ensemble des points de co(K) ou f atteint son maximum. L’argument précédent montre que A
est extrrémale. L’ensemble des parties extrémales de co(K) incluses dans A admet un élément maximal
réduit a un point z; € £ :

F@1) 2 f(zo) > sup{f(z) /@ € co(€)} 2 sup f,

ce qui aboutit a une contradiction. O]

Remarque 2.3.2. — Dans le cas des espaces de Fréchet, l’enveloppe convexe fermée d’un compact est
précompacte donc compacte, et pour tout x dans l’enveloppe convexe, il existe une mesure de probabilité
L sur Uensemble £ des points extrémauz telle que x = fg ydp,(y) (théoréme de Choquet).



CHAPITRE 3

DUALITE ET TOPOLOGIES FAIBLES

La notion de dualité est au coeur des méthodes d’analyse moderne, et jouera un role fondamental dans
ce cours, puisqu’elle est a 'origine de la notion méme de distributions.

La présentation qui en est faite dans ce chapitre est assez abstraite, mais on verra par la suite beaucoup
d’applications : dérivation de fonctions non continues, définition des solutions faibles d’équations aux
dérivées partielles, démonstration des propriétés de la transformée de Fourier,...

C’est probablement I'un des objectifs les plus importants de ce cours d’utiliser ce nouveau point de
vue pour étudier les espaces de fonctions.

3.1. Dual topologique

Si F et F sont deux espaces vectoriels, et <> une forme bilinéaire de ' x F dans R telle que

(erF,<f,a:>:O) = =0,
(3.1.1)
(ver,<f,:c>=o) = f=0.

on peut définir une topologie d’espace vectoriel localement convexe sur E (respectivement sur F) en
considérant toutes les semi-normes

pe(z) =sup | < f,z > | ou B est une partie finie de F
feB

(respectivement

qa(f) =sup| < f,z > | ou A est une partie finie de E.)
z€A

Si F est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé, défini par ses ouverts 7(FE), on
peut considérer la forme bilinéaire

(x,f) € EX E* =< fix >= f(z) e R.

D’apres le théoréeme de Hahn-Banach, le crochet de dualité vérifie 'hypothese (3.1.1). On peut ainsi
définir une nouvelle topologie sur E, notée o(F, E*), et une topologie sur E*, notée o(E*, F).
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Théoréme 3.1. — Soit E est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé (défini par
ses semi-normes (py) ).

Alors la topologie o(E, E*) est plus pauvre que 7(E) : elle a moins d’ouverts, plus de compacts, il
existe moins de fonctions continues sur E a valeurs réelles, ...

Démonstration. — Soit A un ouvert pour o(FE, E*). Pour tout xg € A, il existe une partie finie B de
E* et r > 0 tels que
pelx —xo) <r =z € A.

Comme B est finie, ses éléments sont uniformément continus : il existe C' > 0 et « tels que

Vee E,VfeB, |<fxz—x0>|<Chy(z—x0).

On en déduit que B, (zo,7/C) C A, et donc que A est ouvert pour la topologie initiale. O
Dans le cas d’un espace de Banach (E, || - ||), F et E* sont mutuellement en dualité. En effet, E* est
un espace de Banach pour la norme duale
||f||E* = sup ‘f(l')| .
a0 ||lz]le

Définition 3.1.1. — Soit (E,| - ||) un espace de Banach.

— La topologie associée a la norme || - || est dite topologie forte sur E.
— La topologie o(E, E*) est dite topologie faible sur E.
— La topologie o(E*, E) est dite topologie faible sur E*.
Si E est lui-méme le dual d’un espace de Banach, on a alors trois topologies sur E.

Propriété 3.1.2. — Soit (E,| -||) un espace de Banach.

— Si (z,) converge fortement vers x, x, converge faiblement vers x.
— Si (xy,) converge faiblement vers x, x,, est bornée et

llz]| < liminf ||z,] .
n—oo
Démonstration. — La premiere propriété est une simple conséquence de la continuité de f € E* (voir

aussi le théoréme précédent comparant les topologies forte et faible).

La seconde propriété est un corollaire du théoreme de Banach-Steinhaus. L’inégalité est obtenue en
utilisant la caractérisation suivante de la norme

/()

qui résulte du théoreme de Hahn-Banach. O

lells = max
[ fllex<1

De fagon analogue, on a

Propriété 3.1.3. — Soit (E, | -||) un espace de Banach, et E* son dual.

— Si (fn) converge fortement vers f dans E*, f, converge faiblement* vers f.
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— Si (fn) converge faiblement™ vers f dans E*, f, est bornée et

1FI] < Tim inf {| £
n—oo

3.2. Topologie faible

Lorsque E est de dimension infinie, la topologie faible est distincte de la topologie forte : il existe
toujours des fermés pour la topologie forte qui ne sont pas fermés pour la topologie faible (par exemple
la sphére unité).

Pour les sous-ensembles convexes toutefois on a le résultat suivant :
Théoréme 3.2. — Soit E est un espace vectoriel topologique localement convexe séparé.

Si C C E est un conveze fermé pour 7(E), alors C' est aussi fermé pour o(E, E*).

Démonstration. — Soit z¢ ¢ C. D’apres le théoréme de Hahn-Banach, on peut séparer {zo} et C
3f e E*, Jda€eR, f(x0)<a§iréff.
En particulier,

{r e E/|f(2) = f(zo)| <a—flzo)} NC =10,

ce qui signifie que C' est fermé (complémentaire d’un ouvert) pour la topologie o(FE, E*). O

Corollaire 3.2.1 (Lemme de Mazur). — Soit E un espace de Banach. Si (x,) converge faible-
ment vers x dans E, alors il existe une suite (y,) avec chaque y, combinaison conveze des (Tr)k>n,
qui converge fortement vers x.

Démonstration. — On considere enveloppe convexe C, des (zx)r>n, de sorte que x appartient a la
fermeture faible de C,,.

D’apres le théoreme 3.2, la fermeture forte de C), est égale a la fermeture faible. O

Proposition 3.2.2 ( sur I’équivalence continuité forte/faible). — Soient E, F deux espaces de
Banach, E*, F* leurs duauz respectifs, et T : E — F une application linéaire.

Alors T est continue de (E,|| - ||g) dans (F,|| - ||F) si et seulement si T est continue de (E,o(E, E*))
dans (F,o(F, F*)).

Démonstration. — e Supposons d’abord T continue de (E, || - ||g) dans (F, | - |r). Pour tout f € F*,
foT € E* et donc est continue pour o(E, E*). On en déduit alors que T est continue de (F,c(E, E*))
dans (F,o(F, F™*)).

En effet, o(F, F*) est la topologie la moins fine contenant la famille
A={f"Yw)/f€E* et wouvert de R}.
Soit U un ouvert de o(F, F*), on a
U= /itw)

jeJiel;
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ou chaque /; est fini, f; € F'* et w; est un ouvert de R. On a alors

)= N Fio D) Hwr)

jeJiel;

qui est bien ouvert puisque chaque f; o T est continue.

e Supposons maintenant que I' est continue de (E,o(E, E*)) dans (F,o(F, F*)). Alors le graphe de
T est fermé pour o(E x F, E* x F*) et donc aussi fortement fermé dans E x F. Comme F et F sont
des espaces de Banach, on déduit du théoréme du graphe fermé, que T est continue de (E, || - || g) dans
(E A - 1) O

3.3. Topologie faible*

Théoréme 3.3 (de Banach-Alaoglu). — Soient E un espace de Banach et E* son dual.
Alors la boule unité B ={f € E* /|| f|lg~ < 1} est compacte pour la topologie faible*.

De plus, si E est séparable, B est séquentiellement compacte pour la topologie faible*.

Démonstration. — En utilisant la correspondance entre f et (f(x))zeg, on peut voir B comme une
partie de
K = T [=lell, el
zck

D’apres le théoréme de Tychonov (qui repose sur le lemme de Zorn), un produit quelconque d’espaces
topologiques compacts est compact pour la topologie produit, donc K est compact. Comme B est le
sous-ensemble de K constitué des fonctions linéaires

B={feK/Vx,ye EVAeR, f(hz+y) =Af(x)+f(y)},

B est fermé dans K, donc compact.

Dans le cas olt E est séparable, il existe une suite (z;) dense dans E. Si on se donne une suite (f,,) de
B, par extraction diagonale, on peut construire une suite ny telle que, pour tout j,

fan(x5) = 9(x;) quand k — oo avec [g(z;)| < ||z -
Par densité et linéarité, on peut alors prolonger g en une fonction linéaire sur E telle que,
Vee E, |g(z)] <=

Par inégalité triangulaire, on peut alors montrer que f,, converge simplement vers g (convergence
faible*).

Cette preuve utilise uniquement le fait que, si U est un voisinage de 0,
K={feE"/VeeU, |f(z)] <1} est compact.

En particulier, le théoreme de Banach-Alaoglu est encore vrai dans les espaces vectoriels topologiques
localement convexes séparés. O
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Remarque 3.3.1. — Si E est séparable, la topologie faible-* sur la boule est métrisable : si (x,) est
une suite dense dans Bgr(0,1), on peut définir par exemple

+oo

Vf.g € Bp-(0,1),  d(f,9) =D ""I(f — g)(wnl.

0

Si K est un espace métrique compact, E = C'(K) muni de la norme uniforme est un espace de Banach
séparable. Son dual E* est I’espace des mesures signées sur K (théoréme de représentation de Riesz).

D’apres le théoreme de Banach-Alaoglu, si () est une suite de mesures de probabilités, il existe alors
une probabilité p sur K telle que, & extraction d’une sous-suite pres, u,, — p faiblement *.

3.4. Notion d’espace réflexif

Soit F un espace de Banach. On voit facilement que E s’identifie & un sous-espace vectoriel de E**
grace a l'injection

jixe€Ewrj(x)e E* on <j(z),f >=< f,x > pour tout f € E*|
qui est une isomérie d’espace vectoriel normé.

Définition 3.4.1. — Soit E un espace de Banach. On dit que E est réflexif s’il est le dual de son
dual, i.e. si lapplication j définie précédemment est surjective.

Pour un espace réflexif, on a donc o(F, E*) = o(E**, E*) et la boule unité est faiblement compacte.
Il s’agit en fait d’une caractérisation des espaces réflexifs :

Théoréme 3.4 (de Kakutani). — Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement
st sa boule unité est compacte pour o(E, E*).

La preuve de ce résultat est un peu technique car elle nécessite de jongler avec les différentes topologies.
Elle repose sur les deux lemmes suivants.

Lemme 3.4.2 (de Helly). — Soit E un espace de Banach. On se donne fi,...,f, dans E' et
i, ..., an des réels. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout € > 0, il existe x. € B tel que
Vi=1,...,n, |fi(ze)— | <e;

(ii) pour tout fBi,...[B, réels, on a

<

> Bic > Bifi
i=1 i=1

Lemme 3.4.3 (de Goldstine). — Soit E un espace de Banach. On définit

jix€Erjlx)€e E* ou < j(x),f>=<f,x> pourtout f € E*,

Alors j(Bg) est dense dans B+« pour la topologie faible* o(E**, E*).
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Démonstration du théoréme de Kakutani. — Supposons d’abord que FE est réflexif, de sorte que
I’isométrie

jix€Er j(x)€e E™ ou < j(z),f >=< f,x > pour tout f € E*|
est surjective : j(Bg) = Bp=+. D’apres le théoréme de Banach-Alaoglu, Bg«+ est compact pour la
topologie o(E**, E*).

1 1

Comme j~! est une isométrie, pour tout f € E*, foj~' est continue pour o(E**, E*). Cela im-
plique que j~! est continue de (E**,0(E**, E*)) vers (E,o(E, E*)). La boule Bg est donc faiblement
compacte dans F.

Réciproquement, si Bg est faiblement compacte, comme j est une isométrie de F sur E**, elle est
continue de (E,o(F, E*)) dans (E**,o(E**, E***)) d’apres le Corollaire 3.2.2. Comme o(E**, E*)
est moins fine que o(E**, E***), j est aussi continue de (E,o(E, E*)) dans (E**,o(E**, E*)). Cela
implique que j(Bg) est compact pour o(E** E*).

Le lemme de Goldstine montre alors que Bg«« = Bg, et donc E** = F. O

Reste alors a établir les deux lemmes.

Démonstration du lemme d’Helly. — Supposons d’abord que pour tout € > 0, il existe . € Bp tel
que
Vi=1,...,n, |fi(ze)—a;| <e.

Soient (1, ..., B, des réels quelconques. On a

> Bic > Bifi(we)
i=1 i=1

d’ott Pon déduit (ii) en faisant tendre € — 0.

<

+e 1B <D Bifi| +e D18
i=1 i=1 =1

On établit ensuite la réciproque par contraposition. On définit F' = (fy,... f,). Par définition, F(Bg)
est un convexe fermé de R™. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, si « = (aq,...a,) ¢ F(Bg), il

existe une forme linéaire sur R™ qui sépare strictement « et F(Bg), autrement dit il existe 81,..., 8,
et 7y tels que :

n n
Va € B, Zﬂifi(f) <7< Zﬁiam
i=1 i=1
ce qui implique en particulier que

n n
Zﬁifi < Zﬁiai
i=1 i=1
O
Démonstration du lemme de Goldstine. — Soit n € Bg«« et V un voisinage de 1 pour la topologie

o(E**, E*). 1l S’agit de montrer que V N j(Bg) # 0.
Sans perte de généralité, on peut supposer qu’il existe € > 0, f1,..., f, dans E* tels que

V={cE™"/|(E—n)(fi)] <epourtouti=1,...,n}
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Si on pose a; =n(f;), on a

VB1,...Bn €R", Zﬁiai =1|n <Zﬂzfz> < Zﬁzfz
i=1 i=1 i=1
D’apres le lemme d’Helly, il existe alors x. € Bg tel que
Vi=1,....,n, |fi(ze)— | <e,
ce qui signifie exactement que j(z.) € V, et donc que V N j(Bg) # 0. O

Une condition suffisante pour qu'un espace de Banach soit réflexif est qu’il soit uniformément convexe.
Définition 3.4.4. — Un espace vectoriel normé E est dit uniformément convezxe si on a la propriété

1
Ve >0, 30>0, (||x||§1, Hy||§1et\|§(x+y)||21—6):>Hx—y||§5.

Théoréme 3.5 (de Milman-Pettis). — Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Démonstration. — On doit montrer que j(E) = E**, ou de fagon équivalente que j(Bg) = Bp+-.
Comme j(Bg) est fermée, il suffit par homogénéité de montrer que j(Bg) est dense (pour la topologie
forte) dans la sphere

S={neE/lnlg- =1}.

On se donne alors € S et € > 0, et on va montrer qu’il existe z € B tel que |j(z) — || < e.

Comme E est unifomément convexe, il existe § > 0 tel que
Va,y € Bp, |lz—yll>e=|z+y[<2(1-9).

On choisit alors f € E* telle que

0
D’apres le lemme de Goldstine, j(Bg) est dense dans Bg«+ pour la topologie faible* o(E**, E*) : il
existe donc = € B tel que

()~ F)l < 3

— si ||j(z) = n||g= < e, on a la propriété voulue.
— si ||j(z) — || g > €, comme E**\ Bg+«(j(x),¢€) est ouvert pour la topologie o(E**, E*), il résulte
du lemme de Goldstine qu’il existe y € Bg tel que
. , ]
13(y) = 5(@) = llz = yll > e et In(f) = F(y)| < 5.
On a alors
1
Sl 4yl > (- 5)

puisque

N

)
< slle+yl+3

N | =

) 1
1= =a(f) <5flz+y)+
ce qui aboutit a une contradiction.
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Pour tout ouvert  C RY, on définit LP(2) comme l'espace des fonctions de puissance p-ieme
intégrable, quotienté par la relation d’équivalence d’égalité presque partout, et muni de la norme

I, = (] f|p<x>dx)l/p |

Ces espaces ont été introduits de fagon détaillée dans le cours Zhan Shi (voir aussi les notes de cours
de Jean-Francois Legall). On en rappelle sans démonstration quelques propriétés fondamentales :

Propriété 3.4.5. — Soit Q un ouvert de RYN. Sip € [1,00],
— lespace LP(Q) est complet;

— lespace LP(Q) est séparable;
— C(Q) (et a fortiori C.(2)) est dense dans LP(€2).

Un autre résultat important est que ces espaces sont réflexifs si p €]1, +00[, et que les bornés sont donc
faiblement compacts.

Propriété 3.4.6. — Soit Q un ouvert de RN. Sip €]1,00[, LP(Q) est uniformément conveze, donc
réflexif.
Démonstration. — On pose

h(z) = (14 zYP)P 4|1 — VPP,

On a alors
W (x) = (1+2 VPPt 4|1 — a7 /P PP=2(1 — 4= /P)

-1
h”m:p
(z) .

177 [|1 — xfl/p‘pﬂ — 1+ mfl/p)p%}
de sorte que h est convexe sur Rt si p < 2 et concave si p > 2.

Si p > 2, I'inégalité de Jensen donne

(o), L)

fQ uPdx f uPdx ’

soit encore
[+ ol + llu = llf < ([ullp + [lvllp)" + [lluly = (vl
En particulier, si ||ul|, = ||v|l, =1 et ||lu — ]|, > 2,
‘1 < (1-en)ir
p

§(U+U)

Donc LP(2) est uniformément convexe.

Sip <2,
llw + ol + [lu = o[5> (lullp + [[0]lp)" + [llull, = [0l
En particulier, si ||@]|, = ||9|l, = 1,
1, | S L
(I5@+0)llp + 5@ =) + 5@+ = 5@ =)l <2

Donc LP(Q) est uniformément convexe. O
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CHAPITRE 4

LA THEORIE DE SCHWARTZ

L’espace des distributions est, en un sens convenable, le “plus petit espace” contenant les fonctions
continues, et ou la dérivation est partout définie. La théorie des distributions, élaborée par Schwartz
a la fin des années quarante, est ’aboutissement d’un processus s’étalant sur plus d’'un demi-siecle et
comprenant, entre autres, le calcul symbolique de I'ingénieur Heaviside (1893), le formalisme introduit
par le physicien Dirac (1926), les “parties finies” d’intégrales divergentes de Hadamard (1932) et les
dérivées généralisées de Sobolev (1936). On trouvera une présentation complete de cette théorie par
exemple dans [13], [18].

L’idée de départ consiste a changer de point de vue pour décrire les fonctions : plutét que de considérer
une fonction f de variable réelle comme la collection de ses valeurs f(x) ot  parcourt R, on décrit f
par la collection de ses moyennes pondérées [ fo(z)dz olt ¢ parcourt C2°(R) . La formule d’intégration

| fetain == [ @

par parties

permet alors de définir 'objet f’.

4.1. Définition et propriétés élémentaires

4.1.1. L’espace des distributions. —

Définition 4.1.1. — Une distribution T sur un ouvert Q@ C RN est une forme linéaire sur C2°()
peCr(Q)— (Tp) €R,
qui vérifie la propriété de continuité : pour tout K compact de €, il existe p € N et C > 0 tels que

(4.1.1) Vo € C°(2) a support dans K, (T, )| < C sup [|0%¢| s -
lf <

=p

Si on peut choisir p indépendamment du compact K, on dit que la distribution T est d’ordre fini p.

L’espace D’(Q) des distributions sur  est un espace vectoriel. C’est en fait le dual topologique de

C ().
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— Pour chaque compact K C €, 'ensemble des fonctions C*°(€Q) a support dans K muni des
semi-normes

Pm(e) = sup [|0%¢|lco

la|<m
est un espace de Fréchet, donc un espace métrisable.
— On définit alors la topologie de C°(Q) = UgccnC(K) comme limite inductive des C*°(K),
i.e. comme la topologie la plus fine rendant continues les injections de C*°(K) dans C2°(9);
— On vérifie que la condition (4.1.1) exprime bien la continuité pour cette topologie.

Lemme 4.1.2. — Soient Q un ouwvert de RY, T € D'(Q) et (p,) une suite de C2°(Q) convergeant
vers ¢ dans C°(§2). Alors

n—oo

Démonstration. — Si (p,) converge vers ¢ dans C°(Q), alors par définition

— il existe un compact K C  tel que
VneN, Ved¢ K, o¢n(z)=0,

(en particulier ¢ est a support dans K),
— pour tout a € NV, la suite (0%¢,,) converge vers 9% uniformément sur K.

Puisque T est une distribution, il existe C' > 0 et p € N (dépendant uniquement de K) tels que

(T on = )] < C sup [[0%(pn = @)oo,

la|<p

ce qui donne la convergence attendue. O

Le théoréeme d’annulation sur L}, ()
(Vv € C(Q), / uvdx = 0) = u = 0 presque partout
Q

permet d’identifier L} .(2) & un sous-espace de D’(2). A chaque f € L} (), on associe en effet (de

loc loc
maniere injective) la distribution T définie par

Yo € CF(Q), (T)¢) = / fodn

de sorte que
Vi € C(Q) a support dans K, [(Ty, )| < [[fllrr(x)#lloo -

Définition 4.1.3. — Soient Q un ouvert de RY, et (T,,) une suite de D' (). On dit que (T,,) converge
vers T dans D'(Q) si

Vo e C(), (Th,) — (T,¢) quand n — .

La convergence au sens des distributions est une convergence trés faible : elle est impliquée par exemple

1

1,c(£2), mais aussi par la convergence faible dans L}, .(£2).

par la convergence dans L
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4.1.2. Dérivation au sens des distributions. —

Définition 4.1.4. — Soient Q un ouvert de RN, T € D'(Q) et a € NV. La dérivée 0°T d’ordre o
de la distribution T est la distribution définie par

Vo € C2(Q), (0°T, @) = (—=1)I*UT, 0%).
Il est facile de vérifier que la dérivée distribution coincide avec la dérivée classique, en utilisant la
formule de Green.

En utilisant cette remarque tres simple et le lemme de fermeture suivant, on peut alors obtenir les
regles de dérivation des distributions.

Lemme 4.1.5. — Soient Q un ouvert de RN, et (T,) une suite de D'(Q)) convergeant vers T dans
D'(Q2). Alors, pour tout o € NV,

0T, — 0%T au sens des distributions.

Démonstration. — On a
(0T, ¢) = (~=1)/*UT,, %) — (~1)1*UT, 8%¢) = (0°T, »)
et ceci pour tout fonction ¢ € C(£). O

Propriété 4.1.6. — Soient Q un ouvert de RN et T € D'().

— Pour toute f € C*(Q), fT € D'(Q) et
BY qa-
v, N leY — a—p B
ae NN, 9%(fT) Z(a o =ProfT
BLa
avec les notations usuelles pour les multi-indices et les coefficients binomiauz.

— Pour tout difféomorphisme ¢ € C*°(w,Q), T o ¢ € D'(w) et
0;(T 0 §) = > (9;61) (0T © 9).

k

Démonstration. — Les reégles de calcul s’obtiennent a partir du calcul différentiel usuel par dualité.

e On définit la distribution produit f7T par
Vo e CE(), (fT,p) = (T, fe)

de sorte que, pour tout compact K,
(ST, ¢)| < C sup [|0°(fo)ll

la|<p

< C sup [10%¢]
la|<p

pour toute fonction ¢ € C'*° a support dans K, ou C ne dépend que de C et de f (par la formule de
Leibniz).
On a alors
(0;(fT),¢) = =(T,0;5¢) = —(T, f0;)
= —(T,0;(fe) — v0; f)
(O;T, fo) +{(0; /)T, )
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d’ot 0;(fT) = (0;f)T + f(0;T) dans D'(Q). Par récurrence sur |a|, on peut établir la formule de

Leibniz annoncée.

e On définit I'image inverse T o ¢ de T par le changement de variable ¢ par
Vo€ CF(w), (Tog,¢)=(T.|det Do~ pop™").
En utilisant les regles de dérivation des fonctions composées, la formule de Leibniz et le fait que
|det D¢p~1| est dans C°°(2), on obtient alors que, pour tout compact K,
(To¢,p) <C sup [0%(|det Do~ oo d™")loc

la|<p
< C sup [[(8%) 0 ¢ 1 (k)

la|<p

< C sup [[(0°9) |l Lo (-1 (x0)

la|<p

pour toute fonction ¢ € C*° & support dans ¢~1(K).

On a alors
(0)(T 2 6),0) = —(T.|det D™ | (D) 0 67" .
Par ailleurs

(> (OT #0500, ¢) = Y (0T, |det DY |(9s000) 0 67"
k

k

= =3 (T.0k (1det D@0 0 67 ) (w0 67Y) )
k
Or, pour tout g € C°(2),

/ i(god)d Z/ 00k (Okg o d)dy

—Z/ (8561 0 1) Og| det Dy~ |dz = 0,
k

d’ot1 'on déduit que
Ok (950 0 ™) det Do) = 0.
On obtient finalement

(O (OT 0 )91, 0) = = Y (T det D™ (90 0 6™ )k 0 671))

k k
—(T, |det D¢~ ((9;0) 0 ™),

ce qui conclut la preuve. O

4.2. Quelques exemples

4.2.1. Mesures de Radon. — L’ensemble M () des mesures positives localement finies sur
s’identifie & un sous-ensemble de D’(2) via Papplication

peML(Q)— T, eD(Q)
définie par
Vo e C(Q), (T p) = /deu-
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Cette application est en effet injective puisque CS°(Q) est dense dans C.(2).

Il est facile de vérifier que les distributions ainsi obtenues sont d’ordre 0 : pour tout compact K C {2,

Vo € C* a support dans K, [(Ty,¢)| < p(K)|lelloo -

On a en fait la caractérisation suivante :

Théoréme 4.1. — Soit Q un ouvert de RYN. Si T est une distribution positive sur Q, i.e.
Y € C°(Q,RT), (T,¢)>0.

alors T est une mesure de Radon positive.

Démonstration. — On commence par vérifier que T' se prolonge en une forme linéaire positive sur
C.(Q).

e Pour tout compact K C €, on peut construire (par régularisation de Iy, /4, x)<s}) une fonction
P € C(Q) telle que
¢<Q) - [Oa 1}7 et w|K =1.

Pour toute fonction ¢ € C*° a support dans K, on a alors

Ve, —llollot(z) < @(z) < [lolloct(z).
Par positivité de T', on en déduit

(T, )| < llelloo (T, 9,

ce qui signifie que T est continue pour la norme L (K).

e Pour toute fonction g € C.(f2), g est la limite d’une suite (g,) de C°(€2) uniformément supportée
dans un compact K (régularisation par convolution). On pose alors

(T,g) = lim (T’ gn)

qui est bien définie car ((T), g,)) est de Cauchy.

Le théoreme de représentation de Riesz permet alors de conclure que T s’identifie & une mesure de
Radon. O

Attention : toute distribution ne s’écrit pas comme la différence de deux distributions positives. Par
exemple, ¢’ - qui est d’ordre 1 - n’est pas la différence de deux distributions positives.

4.2.2. Valeurs principales et parties finies. —

Définition 4.2.1. — Soit T, la distribution sur R associée a la fonction intégrable

1
falz) = ;ﬂ|x\>i .

~n

La valeur principale de 1/x est la distribution vp(%) d’ordre 1 sur R, obtenue en passant a la limite
dans la suite (Ty,). C’est la dérivée-distribution de log |z|.
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Démonstration. — Pour toute fonction p € C2°(R) & support dans [—a, a]

T, p) = LGP p(@) —¢(0)
o) /i<z<a z /711<|x|<a x

par parité.

Comme la fonction x — (p(z) — ¢(0))/x se prolonge par continuité en 0, elle est intégrable sur [—a, al,

lim <Tn,g0>:/|< Mdm.

et on a
n— o0 X

En utilisant & nouveau la parité, on obtient que la limite est indépendante de a. Par exemple,

v 1 _ M(M Mdaz.
(wp(2), ) /| + /||

x x xT

e Pour toute fonction ¢ € C°(R) a support dans [—a, a], 'inégalité des accroissements finis donne
1

<UP(;

m\ < 2a]¢/ .

On en déduit que vp(%) est bien une distribution, d’ordre au plus 1. En particulier, on peut la prolonger
en une forme linéaire continue sur C!(K) pour tout compact K C R.

Elle n’est pas d’ordre 0 comme on le voit facilement en choisissant ¢ = pg * L 1), elle est donc
exactement d’ordre 1.

e Reste & prouver I'identité vp(L) = (log |z|)’. Pour toute fonction ¢ € C°(R),

(log 2]}’ ) = —(log |z, &'} = — / log [zl (z)dz

Comme x — log |x| est dans L} .(R), on a

loc
/log|x|<p’(x)da: = lim log |z]¢’ (x)dz .
"0 Ja|z1/n
Par intégration par parties,
1 1
[ wslel=— [ E s sioga(e(n) - o(-1):
|z[>1/n |lz|>1/n T n "

Le second terme du membre de droite tend vers 0 quand n — co car ¢ est dérivable en 0, donc

1
[10glel (@) = — 1y 2 g — _up(dy, ),
n—0 |z|>1/n x X

ce qui est I'identité annoncée. O

De fagon similaire, on définit les parties finies P f(z) pour a €] —2, —1[ par dérivation de 23" /(a+1).

Définition 4.2.2. — La partie finie de x< est la distribution Pf(x$) d’ordre 1, définie par

$a+1 ,
de = li Yo(x)d .
o1 ¥ (@)de = lim . z%p(x)dx

+oo
(Pf(2%),0) = — /

1
n
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4.2.3. Dérivées des indicatrices et formule de saut. — Soit K un compact de classe C' de RV.

En utilisant une partition de I'unité et des changements de carte locaux, on peut montrer la formule
de Stokes

axl(:ﬂ.[() = —VidO',
ou v est le vecteur unitaire normal a JK orienté vers 'extérieur et do est la mesure de Lebesqgue

superficielle de 0K . Cette formule n’est rien d’autre que la généralisation de la formule d’intégration
par parties

d
%n[a’b] - 6(1 — 51) .

Proposition 4.2.3. — Soient Q un ouvert de RY, K un compact de classe C* de Q et f € C(Q)
telle que O, f € L}, (). Alors

loc
O, (flk) = (O, )k —vifdo

ot v est le vecteur unitaire normal & OK orienté vers extérieur et do est la mesure de Lebesqgue

superficielle de OK.

Démonstration. — On commence par se ramener au cas d’une fonction a support compact. Par
régularisation de 1y, /4., x)<sy avec § < %d(K, 0Q), on peut construire une fonction ¢ € C*(Q)
vérifiant

P(2) C [0,1] et ¢ =1 sur un voisinage de K.

Si on pose g = ¢ f, g € C.(Q) et d,,9 € LY(Q). Comme f = g sur un voisinage de K, il suffit de
prouver la formule des sauts pour g.

On se ramene alors au cas ou la fonction est de classe C°° par régularisation. On se donne une suite
régularisante (p,,) définie par

Ve € RN,  p.(x) = n"p(nz) ot p € C°(RYN,0,1]) & support dans la boule unité,
et on pose g, = p, * g. La formule de Stokes et la regle de dérivation du produit montrent que

Oz; (gnllk) = gn (02, 1 k) + (02, 9n) Uk = —Vigndo + (Op, gn) 1 K -

Par le lemme de fermeture,
Oy, Gn — Oz, g dans D' (Q), et O, (gnlli) — O, (9llx) dans D'(Q).
Les résultats classiques sur la convolution montrent que
gn — g uniformément sur Q, et 9y, g, — Oz, g dans L'(Q).

On obtient alors la formule des sauts pour g. O

4.3. Localisation, convolution, régularisation

Comme pour les fonctions, le procédé de régularisation des distributions le plus standard est la convo-
lution. Dans le cas ou les distributions sont définies sur un ouvert €2, cette régularisation est partielle
car elle ne va pas jusqu’au bord. On va donc définir la notion de support d’une distribution, mais pour
simplifier la présentation, on exposera la suite des résultats dans le cas ou Q = RY.
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Définition 4.3.1. — Soit Q un ouvert de RN et T une distribution sur ). Le support de T est le
complémentaire du plus grand ouvert V' tel que T}y = 0.

Supp(T) = Q\ {z € Q /Jw voisinage de x, T, = 0}.

On note &'(Q) Uensemble des distributions & support compact.

On a la caractérisation suivante des distributions dont le support est réduit a un point :

Propriété 4.3.2. — Soit a € RN. Les distributions sur RN dont le support est {a} sont les combi-
naisons linéaires des dérivées de la masse de Dirac en a.

Démonstration. — On commence par montrer que les distributions & support compact sont toujours
d’ordre fini. Soient T € £'(Q) et K un voisinage compact de Supp(7). On peut construire (par
régularisation d’une fonction caractéristique par exemple) une fonction ¢ € C°(Q) a support dans K
telle que

P(Q) C [0,1] et 1/)|Supp(T) =1.
On a alors T = T1). Donc, pour toute fonction ¢ € C°(Q2), comme ¢ est & support dans K,

(T, )| = (T, )| < Cx sup [|0%(¢) oo

la|<px

< C sup [|0%l|o

la|<px

par la formule de Leibniz. T est donc d’ordre pg.

Soit maintenant T une distribution dont le support est réduit & {a}, disons d’ordre p. On se donne
une fonction ¢ € C°(Q) & support dans B(a,d) telle que

P(2) C [0,1] et ¢ =1 sur un voisinage de a,
et on pose ¥, (z) = ¥(a+ n(z — a)).
La formule de Taylor donne, pour toute fonction ¢ € C°(Q2)

(x —a)*

al

@) =) [ 3

lal<p

¢(a) | + &(x)

avec
Vo tel que [a < p, 90%¢(a) = 0.

Par définition du support de T,
(T,¢(1 — ) = 0.
De plus, comme T est d’ordre p,

‘<T7 ¢¢n>| < C|Sup Haa(gbwn)Hoo < é/’l’b

al<p
en utilisant la formule de Leibniz et la formule de Taylor

p+1—|B|
V& € B(a,d/n), 10°p(z)| < C (1> .

n

On en déduit que (T, @) = 0.

Autrement dit, T est une combinaison linéaire de J, et de ses dérivées jusqu’a 'ordre p. O
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Définition 4.3.3. — Soient T € D'(RY) et ¢ € C(RYN). La convolution de T par ¢ est définie
sur RN par
T xp(x) = (T, 1) 0t ¢(y) = p(—y)-
Proposition 4.3.4. — Soient T € D'(RY) et ¢ € C°(RN). Alors
Supp(T * ¢) C SuppT + Suppe .
De plus, T x o € C°(RN) et on a
(T xp) =T % (0%) = (0°T) * .

Démonstration. — Soit x ¢ SuppT + Suppy, on a
Supp?’ N Supp(7,¢) = SuppT N (z — Suppy) = 0,
ce qui implique que T * p(z) = (T, 7,$) = 0.

Soient z € RY et a € NV avec |a| = 1. Pour tout £ > 0,

%(T * go(x + EOZ) — T % gD(ZL’)) = §<T7 (Tm+sa¢ - Tx@)) :

Or on peut montrer que *(7,4.qp — 7o) converge vers Tz@ dans C*(RY) quand € — 0 :

€

— pour tout ¢ €]0,1],
1 . . R
Supp (E(Tersoz(p - Tx@)) C Supp(sﬁ) + B(.’E, 1) )
— pour tout B € NV
1 . . —
aﬁ <€(Tm+aa90 - Tw(p) - Tw(aa@)> =0

uniformément quand € — 0.

On a alors

%(T xp(r+ea)—Tx <p(a:)) — (T, Ta,(/ﬁ"-‘\@> .
Par définition de la dérivation des distributions,
(0°T, 1700) = —(T,0%72:)
= —([,70%¢) = (T, 7:0°%) ,
ce qui donne la derniere identité.

On conclut alors par récurrence sur la longueur de a.

Théoréme 4.2. — L’ensemble des fonctions lisses C*°(RYN) est dense dans D'(RYN).

Démonstration. — Soit (py,) une suite régularisante définie par

Ve € RN, p.(x) = n"p(nz) ot p € C°(RN,[0,1]) & support dans la boule unité.
Pour toute fonction ¢ € C(RN), ¢ * p, — ¢ dans C°(RY) puisque

— pour tout n > 1,
Supp (¢ * pn) C Supp(p) + B(0,1),
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— pour tout f € NV
07 (@ pn) = (0°0) % pp — 8¢

uniformément quand n — oo.

On a alors
(T % poyp) = / T s po(2)p(z)dr = / (T, 7apn)p(@)da
RN RN

(T [ pla)rapuds) = (T xn) = (T2

en utilisant par exemple des sommes de Riemann pour justifier I'interversion du crochet de distribution
et de l'intégrale.

(T % pp)nen est donc une suite de C>°(RY) qui converge vers T au sens des distributions. O

En fait, de fagon plus générale, on peut définir la convolution de deux distributions, pourvu que 'une
au moins soit a support compact.

Définition 4.3.5. — Soient T € D'(RN) et S € &'(RY). La convolution de T par S est la distribu-
tion définie par
Vo e CERY), (T+8,0) = (T,S*¢)

ot S est Utmage inverse de S par le changement de variable x — —zx.

Avec cette définition, on a les propriétés usuelles de la convolution :

Propriété 4.3.6. — Soient T € D'(RY) et S, 51,5, € &'(RYN).
Supp(T = S) C Supp(T) + Supp(S), ordre(T xS) < ordre(T) + ordre(S),
Va e NV, 9%T *8S) =0T S =T %08,
S1 %Sy =82Sy, (T*S51)*Sy=T3x(S;*S52).

Démonstration. — Puisque
Supp(S * @) C Supp(S) + Supp(),
S %  est une fonction C*° a support compact, et T % S est bien définie. De plus,
si Supp(y) N (Supp(T) + Supp(S)) =0,  alors Supp(S * ) N Supp(T) = 0,
et (TS, ) = (T,5 ) =0.

On obtient ainsi la condition sur les supports convolutifs.

Si T est d’ordre fini p
(T S,0)| = (T, S )| < C sup sup  |0°(S ) (x)]
lal<p ze K+Supp(9)
< C sup sup [0 ()|
lal<p zeK

181<p’

ce qui montre que l'ordre de T * S est inférieur & p + p'.
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Pour la dérivation, en utilisant la dualité, on a les identités
(0°(T % 8), ) = (=1)/*UT x 5,0%¢) = (=1)"NT, 5 8°¢)
= (=1)NT,0(8 * ¢)) = (9°T % 5, )
= (=1)INT,0°S % ) = (T 8°S, ).

Les propriétés de réflexivité et d’associativité se prouvent par régularisation
<Sl * SQ, (P> = <Sl,gg * (p> = lim <Sl * Py SQ * g0>
n—oo
car Sy x p € CX(RN) et Sy * p, — 51 dans D' (RVN).
Comme précédemment, en utilisant des sommes de Riemann, on intervertit le crochet et 'intégrale
(15 pn S22 9) = [ 815 pu(o)(Se,me)de = (Sa, [ S1 % pulraioe)

= <S2vsl * (Pn * 95» = <SQa‘§1 * (ﬁn * 90»
= <SQ *51,ﬁn *‘P) — <52 *517§0>

ce qui donne la réflexivité.

De la méme fagon, on a
T (S % S2) = lim T % ((S1 % pn) * (S2.% pm))

m— oo

= lim (7% (S1 % pn)) * (S2 % pm) = (T * S1) * So

m— oo

car
Vo1, 02 € CO(RY), T x (1% p2) = (T p1) * 2.
Cela montre ’associativité.

35

O

Les deux résultats qui précedent reposent essentiellement sur les généralisations suivantes des théoremes

de Fubini et de dérivation sous le signe somme.

— Intégration sous le crochet. Soient S € &'(RY) et p € C®°(RNT9). Pour tout compact

K C RY,
(s, /K o y)dy) = /K (S, 0 y))dy

— Dérivation sous le crochet. Soient S € &'(RY) et p € C°(RN*9). La fonction ¢ : y

(S, (-, y) est de classe C™ et
0%(S, ¢(+y)) = (S, 3380('»2/» :






CHAPITRE 5

SOLUTIONS SINGULIERES D’EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES

On va présenter maintenant une application trés simple de la notion de distribution a la résolution
d’équations aux dérivées partielles présentant des singularités en temps fini. La résolution se fera par
approximation, puis par passage a la limite : cela permettra donc de manipuler les différentes notions
de convergence introduites aux chapitres précédents.

L’équation aux dérivées partielles que nous allons considérer ici n’a pas d’application physique di-
recte, mais c’est un prototype de systeme hyperbolique de lois de conservation, comme il en apparait
naturellement par exemple en mécanique des fluides ou en élasticité [17], [4].

L’équation de Hopf est une équation scalaire unidimensionnelle, ce qui signifie que I'inconnue u est
réelle et dépend du temps ¢t € RT et d’une seule variable d’espace = € R. Elle s’écrit

1
(5.0.1) Dy + 0, <2u2> _0
ce qui est équivalent pour des solutions classiques régulieres a

(5.0.2) O + udu = 0.

Cette derniere équation est aussi appelée équation de Burgers non visqueuse.

5.1. Méthode des caractéristiques et explosion

En utilisant la forme (5.0.2) de I’équation, on peut calculer explicitement la solution en fonction de la
donnée initiale

Ujt=0 = U0,

au moins pour des temps petits. En effet, on dispose d’'une méthode tres générale pour la résolution
des équations de transport, dite méthode des caractéristiques.

5.1.1. La méthode des caractéristiques. —

Proposition 5.1.1. — Les solutions de ’équation de transport

(5.1.1) 0w +a(t,r)0,v =0, V=9 = o
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peuvent s’écrire simplement a partir des solutions de l’équation différentielle ordinaire
dX

(5.1.2) —

= a(t7X)v X(07IO) = To
On a en effet

v(t, X (t,20)) = vo(zo)-
Si X :x— X(t,z) est bijective, alors

v(t,z) = vo(X; ().

Dans le cas d’un champ de convection constant a, le mouvement est uniforme

v(t,x) = vo(x — at)

G, )

FIGURE 1. Les caractéristiques sont des lignes droites.

Sous des hypotheses de régularité sur le champ a, le théoreme de Cauchy-Lipschitz assure que les
trajectoires de (5.1.2) sont localement bien définies et uniques, de sorte que X; est un difféomorphisme.

Théoréme 5.1 (de Cauchy-Lipschitz). — Soit E un espace de Banach réel, U un ouwvert de Rx E,

et a: U — E une application lipschitzienne. Alors

— Pour tout (to, xo) € U, il existe une unique solution mazrimale X (¢, 2) : Ltg,z) — £ de l’équation

différentielle
X
— =a(t, X(t)).
= alt, X(1)

— L’application x — X (4, 2)(s) est continue au voisinage de xo pour tout s € I(yy z,)-
— Sia est de classe CF, toute solution de I’équation différentielle est de classe C*T1.

Dans le cas de ’équation de Hopf, le champ de vitesses u est transporté par lui-méme. On a donc

dX

v u(t,X), X(0,z¢) = zp,

u(t, X (t,z)) = ug(x).

tant que X est un difféomorphisme, i.e. un changement de variables régulier. On rappelle que le fait
que X soit un difféomorphisme dépend de la régularité de u (par le théoreme de Cauchy-Lipschitz).
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characteristics

to)

FIGURE 2. Les caractéristiques définissent un difféomorphisme sur R

5.1.2. Apparition de singularité. —

En différentiant I’équation des caractéristiques par rapport a z, on obtient
00X 0
ot 9x ~ Ox

En intégrant par rapport au temps ¢, on en déduit que

0X

(u(t, X)) = ug(x)

Au temps
1

- sup,er(—up(@)+
X

la fonction % - s’annule au moins en un point, de sorte que X n’est plus un difféomorphisme.

(xo,t0)
characteristics

(x1,0) (x2,0)

FI1GURE 3. Croisement des caractéristiques

En effet, au point (¢, o) la solution u devient multivaluée et donc u(tp, z) n’est pas défini. De plus,
il y a un saut

lm wu(ty,x) # lim wu(to,x).

En d’autres termes, tg est le temps d’explosion, il correspond a ’apparition d’une singularité.
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11 est alors naturel de se demander si les solutions peuvent étre définies en un sens plus faible pour des
temps au-dela de .

5.2. Solutions faibles et critére d’unicité

5.2.1. Solutions au sens des distributions. —

Définition 5.2.1. — On appelle solution au sens des distributions de ’équation de Hopf (5.0.1) avec
donnée initiale ug une fonction u € L°(R™T x R) (définie et bornée presque partout) telle que, pour

tout p € C°(RT x R),
/ / (u@tqﬁ + ;uzawqb) drdt = — / UoPp—oda .

Attention : la distribution u? est bien définie car on a imposé que u soit une fonction (définie et bornée
presque partout) : u? est donc une fonction définie et bornée presque partout.

Par contre, au sens des distributions, les deux formulations (5.0.1) et (5.0.2) de 1’équation de Hopf ne

sont pas équivalentes : on utilisera toujours la forme conservative (5.0.1), qui est la seule & étre bien
définie!

Avec cette notion de solution, on n’a plus d’unicité! Si on part par exemple de la fonction d’Heaviside
ug = Ir+, on peut vérifier que les deux fonctions u; et uy définies par

1
ul(t,m)=H<x—2t>,
Oifz<0
us(t,x) =q Fif0<z<t
lifx>t

sont des solutions au sens des distributions de I’équation de Hopf (5.0.1), i.e.

// <u3t¢ + ;uzﬁgﬂb) dxdt = — /U0¢|t=odx.

W

arefaction
fa (b)

b=

FIGURE 4. Non unicité des solutions au sens des distributions
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Remarque 5.2.2. — La méthode des caractéristiques ne prédit pas le comportement de la solution
dans la zone de non unicité.

5.2.2. Solutions entropiques. —

Les solutions physiquement pertinentes sont sélectionnées en imposant des conditions supplémentaires
)
qui devraient en particulier garantir I'unicité.

On considere le cas d’'un choc, c’est-a-dire d’une discontinuité se propageant a la vitesse s
w(t, @) =+ —us)esar

et satisfaisant la condition de saut (dite condition de Rankine-Hugoniot)
Lot

—lu’]Z =0.
Sl

Par chaque point de la ligne de choc, il passe deux caractéristiques (définies par 5.1.2), une de chaque

—s[u]™ +

coté du choc.

— Soit chacune de ces caractéristiques peut étre suivie en arriere jusqu’au temps initial,
— soit les deux caractéristiques sont définies apres le choc.

Les chocs de la deuxieéme espece, appelés chocs de raréfaction, ne sont pas admissibles physiquement
car ils ne sont pas déterminés par la donnée initiale (principe de causalité). Seuls les chocs de la
premiere espece, appelés chocs entropiques, doivent étre retenus.

Shock speed \ \\ Shock speed
ADMISSIBLE t (ur+ur)/2 N R
ur<s<ul

NON ADMISSIBLE
ui<s<ur

FI1GURE 5. Condition d’entropie

Pour les chocs entropiques, on a
Jzu < 0 au sens des distributions .

Pour les solutions régulieres (par exemple pour la solution uy définie au paragraphe précédent), on a

Oyult, ) = Druo (X (@) = (15 ) (X)) <

On va donc ajouter une condition de signe sur la partie singuliére de J,u.

Avec cette contrainte supplémentaire, on va retrouver 'unicité des solutions. Autrement dit, on
s’attend a ce que le systeme

1
@tu + §8IU2 =0
toyu <1

capture la dynamique de facon satisfaisante, au-dela de ’apparition des singularités.

(5.2.1) au sens des distributions
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5.3. Approximation visqueuse

Pour montrer ’existence de solutions au sens des distributions pour 1’équation de Hopf, I'idée est
de construire des solutions pour un modele approché, puis de passer a la limite. Il existe trois
procédures tres classiques : lapproximation par discrétisation et résolution de problemes de Rie-
mann élémentaires (méthode de Glimm), Papproximation par des modeles cinétiques (méthode de
relaxation), et 'approximation par des équations paraboliques (méthode de viscosité). On a choisi ici
de présenter cette derniere approche.

L’équation de Burgers
€
Ot + uzu = 582»&
est une approximation visqueuse de ’équation de Hopf (par analogie avec les modeéles visqueux de la
dynamique des gaz). On s’attend typiquement & ce que

— leffet régularisant de ’équation de la chaleur (qui sera étudié de fagon plus systématique dans
la partie suivante du cours) permette de controler la nonlinéarité,
— les chocs soient lissés selon des profils réguliers & I’échelle /e.

On va montrer en effet que, pour tout € > 0 fixé, il existe une unique solution globale (classique) &
I’équation de Burgers, puis que cette famille converge quand € — 0 vers 'unique solution entropique
de I'équation de Hopf.

5.3.1. La transformation de Cole-Hopf. —

La résolution de I’équation de Burgers est en fait explicite, elle repose sur un changement de variable
trés astucieux, appelé transformation de Cole-Hopf :

Lemme 5.3.1 (Transformation de Cole-Hopf). — Soit ¢ une solution (classique) positive de
l’équation de la chaleur

016 — 50,6 = 0.
On définit uw = 0, U ou
AU (t,z) = —log ¢(t, x).

Alors u est une solution de l’équation de Burgers

1
Opu + 5(5)\)8m(u2) - %aﬁxu =0.

Démonstration. — La preuve repose sur des calculs élémentaires. A partir de la formule ¢(¢,z) =
exp(—AU(t,z)), on obtient

016~ S0%,6 = ~Xexp(-U) (atU @) - ;azzU) —o,

ce qui montre que

o,U + %(aA)(@xU)Q ~SoU=0.

En différentiant par rapport a x, on obtient finalement

Byu + %(EA)(?I(UQ) - gagmu —0

ce qui signifie que w est solution de I’équation de Burgers pourvu que ¢\ = 1. O
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La stratégie qu’on va utiliser pour résoudre 1’équation de Burgers consiste alors

— a calculer la donnée initiale ¢y pour I’équation de la chaleur associée

T

P = exp(—%Uo) avec Up(x) = / uo(y)dy

— 00
qui est bien définie des que ug est réguliere et rapidement décroissante a l'infini par exemple;
— a résoudre 1’équation de la chaleur avec donnée initiale ¢g;
On vérifiera en particulier que ¢ reste positive :

— a retrouver la solution de ’équation de Burgers par changement de variable inverse

020

U= —=¢& .

¢

Comme I’équation de la chaleur est linéaire a coefficients constants, on en obtient toutes les solutions
par convolution a partir de la fonction de Green, solution fondamentale de ’équation ayant la masse
de Dirac comme donnée initiale. Nous verrons dans la suite de ce cours des méthodes systématiques
pour étudier ce type d’équations, dite paraboliques, mais ici la situation est suffisamment simple pour
que toutes les propriétés de ¢ puissent étre obtenues a partir des formules explicites :

Lemme 5.3.2 (Fonction de Green). — La solution ¢ de l’équation de la chaleur
01— 02,0 = 0.

avec donnée initiale ¢g = eXp(—éUo) s’écrit

o(t, x) /\/1576)@ <iU0(l’ —y) - <\/12/E)2> dy

En particulier, elle est C*°, positive et vérifie le principe du mazimum

V>0, [[¢(t)llec < lldolloo -

Démonstration. — Soit G la solution au sens des distributions de 1’équation de la chaleur ayant la
masse de Dirac comme donnée initiale

0,G — gagzc: =0,  Guoo=0d.

On vérifie facilement, par définition de la convolution sur les distributions, que ¢ = G * ¢ est bien
une fonction réguliere et qu’elle satisfait ’équation de la chaleur au sens des distributions. Comme
la dérivation-distribution coincide avec la dérivation classique pour les fonctions régulieres, on obtient
ainsi une solution classique de 1’équation de la chaleur.

e A cause de l'invariance par changement d’échelle de I’équation de la chaleur et de la forme particuliere
de la donnée initiale, il est naturel de chercher G sous la forme d’une solution auto-similaire du type

1 x
Gt,z)=—=g|—]) .
() \/atg <\/Et)
En effet, cela assure que G(t) converge vers la masse de Dirac (au sens des distributions) quand ¢ — 0.

En insérant cet Ansatz dans ’équation de la chaleur, on obtient I’équation différentielle ordinaire :

9(&) +E4'(6) +4"(6) =0
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Une solution de cette équation différentielle est la distribution gaussienne
1
9(€) = exp (2§2> :
On a alors la formule explicite suivante
1 1 T—y 2
t,x)= | —exp | —=U — d
o) = [ —= p<€o<y> (m))y

[ o (Lot () )

e De la premiere formule, on déduit que ¢(t) € C*°(R) pour tout t > 0 (quelle que soit la régularité
de la donnée initiale) : on dit que I’équation de la chaleur a un effet régularisant (caractéristique des
équations paraboliques).

(5.3.1)

L’intégrande admet en effet des dérivées par rapport a x a tout ordre k£ : pour tout € > O et t > 0
fixés, et tout « € [-R, R]

ok <\/1;texp <—iUo(y) - (%)2» < Cle,t, R) exp (- (\/%f)

On peut alors échanger l'ordre de l'intégration et de la dérivation (théoréme de convergence dominée
de Lebesgue). O

5.3.2. Le probléme de Cauchy pour I’équation de Burgers. — Les deux lemmes du paragraphe
précédent permettent de mettre en oeuvre la stratégie proposée, et de montrer I’existence et 1'unicité
d’une solution pour I’équation de Burgers :

Proposition 5.3.8 (Existence et unicité). — Soit ug une fonction bornée sur RY. L’équation de
Burgers

1 €
Ovu + iamuz — iairu =0 Uj—0 = Uo

admet une unique solution u. bornée sur RT x R, telle que u.(t) est de classe C™ pour tout t > 0.

Démonstration. — A partir de la seconde formule définissant ¢ dans (5.3.1) et en utilisant le théoréeme
de convergence dominée, on obtient

2
~e0,0(t.9) = [ uale —)exp (—iwx -»- () )dy.
e Par inversion de la transformation de Cole-Hopf, on a alors
2
fuatwyexp (10000 - (572)”) do
(tv 1:) = By )
Jexp (—iUo(y) - (“”;j’t) ) dy

de sorte que pour tout ¢t > 0, on a le principe du maximum

<

Ju(z, t)] < [Juol|oo -
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En combinant le théoreme de dérivation sous l'intégrale, et les regles de calcul usuelles pour les dérivées
de quotients, on a alors que u(t) est de classe C>°(R™) pour tout temps ¢ > 0.

e Reste a établir I'unicité dans la classe des fonctions bornées. La transformation de Cole-Hopf est
clairement injective, et elle envoie les fonctions bornées sur les fonctions & croissance au plus expo-
nentielle. Il suffit donc d’établir I'unicité pour I’équation de la chaleur dans cette classe de fonctions.
On présente ici une preuve élémentaire de ce résultat, mais on verra des méthodes plus systématiques
dans la suite du cours.

Comme I’équation de la chaleur est une équation linéaire, il suffit de prouver que la solution nulle est
I'unique solution qui a 0 pour donnée initiale. On considere donc une solution a croissance au plus
exponentielle de

£
Oh — 5353&0 =0, Yje=0 = 0.

Comme la convolution commute avec les opérateurs différentiels, quitte & régulariser ¥(t), on peut
supposer que ¥(t) € Cp°(R).

En multipliant I’équation par exp(—p|z|)y et en intégrant par parties, on obtient
1 € el .
S / exp(—plal )21, 2)dr+- / exp(—plel) (@2 (1, 2) i+ L / sign() exp(—pla| )Y, (t, x)dz = 0.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que

30 [ exp(oulal) it o)z + 5 [ exp(-pla @0t )ds < T [ exp(-ulalyi? (b )da.

L’inégalité de Gronwall montre alors que
2

[ exotnlalie,onts < ( [ exw-ulely0,00ae ) exp( %) 0.

Ceci prouve que ¥ est identiquement nulle. O

5.3.3. Convergence vers I’équation de Hopf. —

Pour tout ¢ fixé, on note u, 'unique solution de I’équation de Burgers avec viscosité ¢ et donnée initiale
ug. On s’intéresse maintenant a la limite quand € — 0 dans laquelle on s’attend & obtenir une solution
de I’équation de Hopf. Plus précisément on va montrer

Proposition 5.3.4. — Soit u. unique solution de l’équation de Burgers avec viscosité € et donnée
initiale continue ug. Alors, quand € — 0, (us) converge (en un sens faible) vers une fonction u définie
globalement en temps, et bornée presque partout. De plus,

e [es points de discontinuité de u sont dénombrables;
o u est une solution globale de ’équation de Hopf (au sens des dictributions);

e u vérifie la condition d’entropie

1

La preuve repose sur la formule explicite obtenue pour u. :

Ug(t, .’E) = /Uo(y>due<t7 €, y)
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ol la mesure de probabilité p. est définie par

exp (—;Uo<y) - (155)2) dy

5 .
[ exp (iUo(y) - (f”/;—yt) ) dy

On va montrer que, dans la limite € — 0, la mesure p. va se concentrer sur les points minimaux de la
phase

d/.l/g(t, Zz, y) =

1
U(t,2,y) = Uo(y) + o (z = y)*

Comme ¥(¢,z,-) est réguliere (lipschitzienne) et tend vers I'infini en 00, I’ensemble des points ou elle
atteint son minimum est un compact

1

I(t,x) C {y € R/ uo(y) — S (2 —y) =0}
On définit alors
y—(t,x) = minI(¢t, ), Y4 (t,x) = max I(t,x).

W(t,x,.)

y-(t,X) y+(t,x) y(tx)

FIGURE 6. Représentation graphique de I(t, z)

La premiére étape consiste donc a étudier les fonctions y.

Lemme 5.3.5. — Pour tout t > 0, les fonctions y4(t) et y_(t) sont croissantes, et coincident en
dehors d’un ensemble dénombrable de points.

Démonstration. — Solent x1 < z3 et y < y4 (¢, x1). Par définition de y4(¢,21), on a
\I/(t,$27y) - \I’<ta Q]‘Q,y.l,_(t,l'l))
= [U(t,22,y) — (21, 9)] + [(U(t, 21, y) — Ut w1, y4 (6 20))] + [ 21, 94 ( 21)) — P(L 22,94 (1))

= %(@ —@1)(z1 + 22 = 2y) + (P, 21,y) — (21, Y4 (8, 21))] = %(302 —z1) (@1 + 29 — 2y (¢, 71))
> (@ — o) (s (1,71) ) > 0.

On en déduit que

Yot x2) 2 y—(t,22) = yo(t,21) 2 y—(t, 1)
Les fonctions x — y4 (¢, z) sont donc croissantes. En particulier, elles ont un ensemble dénombrable
de points de discontinuité, qu’on appelle S;.
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Comme la fonction  +— minyer ¥(¢, z,y) est continue, on a
lim y_(t,z) € I(t,x0), lim yi(t,z) € I(t, ).
T—x0 T—x0

En utilisant la monotonie, on a de plus que

lim y_(t,z) <y_(t,x0) = min I (¢, zo),

T—>xo—

lim g (t,2) 2y (t,20) = maxI(t,z0),

T—xT0

de sorte que
lm y_(t,z) =y_(t, xo),

Tr—xo—

lim w4 (t @) =y4(t,20).

T—x0+
Autrement dit,

— y_(t) est continue & gauche;
— y4+(t) est continue a droite.

On en déduit que

y+(ta '7;) < y—(tax + 0) < y+(t,l‘ + O) = y+(t,x),

y—(t,z) =y_(t,x —0) < yi(t,z —0) < y_(t,x).
En dehors de I'ensemble dénombrable S;, on a donc yi(t,z) = y_ (¢, x) et les deux fonctions sont
continues. O

La deuxieme étape consiste alors a appliquer un résultat de “phase stationnaire” pour caractériser la
limite u de la suite (u.).

Lemme 5.3.6. — Pour tout t > 0, la suite (uz) converge ponctuellement sur R\ S; vers la fonction
u définie par

u(t,2) = wolys (t,)) = 7 (2~ ya 6, 2)).

Démonstration. — Comme la fonction de phase ¥ se comporte comme y? /2t quand y — 00, on peut
se restreindre a I’étude de l'intégrale sur un domaine borné : pour R assez grand,

/ exp (i(\lf(t,:r,y) - \I/mm(t,x))> dy = [ z exp (i(\l/(t, ,y) — \I/mm(t,:c))> dy+o(exp(—R? /4et)).

On décompose alors 'intégrale en deux termes, en fonction de la taille de ¥ (¢, z, y) — ¥y (t, ). D’une
part, on a

R
1 1)
/ Dy (t,2,)—Wonin (t,2)>5 CXP <_€(\I/(taxa y) — \I/min(tvx))> dy <2R eXp(_g) .
-R
D’autre part, comme U(¢, x,-) est continue, il existe w tel que
Yy tel que |y — y(t, z)| < wl(t, z)), U(t,z,y) — Umin(t,z) < /2,
de sorte que
R 1 0
W (t,2,) — Wi (t.2) <5 €XD —g(\l’(t, 2,y) = Vimin(t,x)) | dy > 2w eXP(—g) :
-R

En particulier, quand € — 0,

1 1
/exp <_€(\Il(t’ z, y) - \Ijmin(tv .’E))) dy ~ /:[I-\I/(t,x,y)—‘llmin,(t,ac)<6 exp (_8(\:[}(75’ z, y) - \Ilmin(ty 1’))) dy .
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Cela signifie que le support de la mesure limite p est inclus dans I’ensemble

{y/\ll(tvxay) - lpmin(tyx) < 6}
et ceci pour tout § > 0.

La mesure limite p est donc une mesure de probabilité, supportée par {yi(¢,z)}. On en déduit la
formule de Lax-Oleinik

ults2) = oy (1, 2)) = 1 (& — y (t,)).

Démonstration de la Proposition 5.5.4. —

e On commence par prouver que u est une solution de I’équation de Hopf au sens des distributions.

Le lemme précédent montre que u. converge presque partout vers u. D’apres le principe du maximum,
|ue| est uniformément bornée (par max |ug|). Le théoreme de convergence dominée permet donc de
conclure que

ue — u dans L2, et donc au sens des distributions.

On peut alors passer a la limite dans la formulation faible de I’équation de Burgers

+oo 1
/ / <u€3tcp + iugach + ;usamgo) dtdx = —/uoap“:()dx,
0

+o0 1
/ / (uatga + 2u28zgo) dtdr = — /uogo‘tzodx
0

qui est la formulation faible de I’équation de Hopf.

ce qui donne

e On vérifie ensuite que u coincide avec I'unique solution classique de I’équation de Hopf tant que cette
derniere est définie.

L’explosion de la solution classique a lieu au temps de premiere intersection des caractéristiques
1

sup,er (—up(2))+

to =

ce qui signifie que pour tout ¢ € [0, to[
y — y + tug(y) est une fonction continue bijective (croissante) sur R.

Autrement dit,

1
—U(t,z,y) = ;(y — 2 4 tup(y)) est une fonction continue bijective (croissante) sur R .

y
En particulier, pour tout ¢ € [0, ¢o[ et tout x € R, il existe un unique y = y(t, x) tel que

0 1
W(t t =min U(¢

(t,2,y(t, 7)) = min U(t, z,y)
L’ensemble S; est donc vide, et la formule de Lax-Oleinik donne

u(t,2) = 3~ y(t,2) = uo(y(t, )
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ce qui est exactement la formule des caractéristiques.

e Pour finir, on va montrer que la solution u de I’équation de Hopf (obtenue & partir des solutions de
Iéquation de Burgers dans la limite de viscosité évanescente) satisfait de plus la condition d’entropie
1
Ozu(t,.) < n
ce qui signifie que u décroit sur les discontinuités admissibles.

On sait que Papplication z — y; (t,x) est continue en dehors de I'ensemble dénombrable S; et locale-
ment bornée. C’est donc une distribution, et elle admet une dérivée au sens des distributions. Comme
x +— y4(t, x) est croissante, on a de plus

Ozy+ > 0 au sens des distributions.

En utilisant la formule de Lax-Oleinik, on a alors
t0,u =1 — 0,y+ < 1 au sens des distributions,

ce qui conclut la preuve. O
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CHAPITRE 6

TRANSFORMATION DE FOURIER

L’analyse de Fourier consiste & décomposer une fonction et plus généralement une distribution en une
“superposition” de fonctions oscillantes simples (fonctions exponentielles complexes). Cette analyse
en fréquences est un outil tres puissant pour ’étude d’un certain nombre de questions, notamment les
phénomenes oscillants (par définition), les phénomenes régis par des équations aux dérivées partielles
linéaires & coefficients constants (telles que I’équation de la chaleur), les problémes de régularité [10],
(9], [15], [14], [16].

L’idée fondamentale est que 'opération de convolution est transformée en produit, ou encore que la
régularité est transformée en décroissance a l'infini.

6.1. Transformation de Fourier des fonctions sommables

Définition 6.1.1. — Soit f € Llloc(RN). La transformée de Fourier de f est la fonction Ff définie
sur RY par

Fi©) = [ expl=ia-1(w)o.
Propriété 6.1.2. — Soient f,g € L*(RY). Alors
(i) Ff est continue sur RN et || Fflloo < || fllz1;

(i) on a lidentité F(f x g) = (Ff) x (Fg).

Démonstration. — Ces deux propriétés découlent tres simplement de la théorie de 'intégration.

e La continuité de F f repose sur le théoreme de convergence dominée. En effet, on a
VeERY, IFAQI< [ Jep(-in-©)lf(@)ldz < 7]
R

Comme, pour tout z € RY,

lim exp(—iz - &) = exp(—ix - &),

§—&o0

on a alors

Jim Ff(§) = Ff (&)
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e Pour obtenir I'identité sur la convolution, on utilise le théoréme de Fubini. Par définition,

F(f*xg)(&) =/Nexp(—ix-£) (/RN f(w—y)g(y)dy> da.

R

Comme la fonction & intégrer est sommable sur R?V, on a

F(f #9)(€) = / exp(—iz - €) f(z — y)g(y)dudy

R2N
d’oli, par le changement de variable z =z — v,
F(F €)= [ | expl=iz-©) () expl—i- alu)dody = FHEOFo(6).

ce qui prouve que la convolution est transformée en produit. O

L’ensemble des fonctions gaussiennes est conservé par transformation de Fourier. En effet, si on note
2 1. , \ .,
f:x € R~ exp(—%), en utilisant le théoréme de convergence dominée, on montre que Ff est de
classe C! sur R et que
2

F1/©) = [ (miayexp(—iz- exp(~)do =i | exp(-i- 7 (exp(—f>) da

2

= —g/Rexp(—z'x -&)exp(— 5 Jdx = —EFf(§) .

On en déduit que

Ff(&) =Ff) exp(—%) avec F f(0) = /Rexp(_%)dx —or.

Cette propriété permet d’obtenir un procédé de régularisation (par convolution), qui est bien adapté
a la transformation de Fourier. Il est utilisé par exemple pour montrer le

Théoréme 6.1 (Théoréme d’inversion de Fourier). — Soit f € LYRYN) telle que Ff €
LY(RYN). Alors on a lidentité

flz) = ﬁ /RN exp(iz - §)F f(&)dE = (27:)N]:'(.7:f)(m) presque partout sur R .

Démonstration. — La valeur au point x de la fonction figurant au membre de droite peut s’écrire

ﬁ /RN exp(iz - €) (/RN exp(—iy - f)f(y)dy) d¢,

mais il est impossible d’appliquer le théoreme de Fubini, la fonction & intégrer n’étant pas sommable

dans R?Y. On la multiplie alors par la gaussienne exp(—eQ%) qui tend vers 1 quand € — 0, et on

évalue l'intégrale

(0) = Gy L, explile =) - exp(—e*) f(u)ue

de deux fagons différentes.

e En intégrant d’abord par rapport & y, on obtient

1

(o) = gy [ esplin- ) expl(—e25) Fr(€)de.
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Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue montre alors que

lim I, (z) = ﬁ /R expliz - €)Ff(E)de.

e—0

e En intégrant d’abord par rapport a &, on obtient - en utilisant I'invariance de la gaussienne par
transformation de Fourier -

L) = oy [0 [ enp (-0 €) exp B~ )N

1 (x—y)*
= —— —_—— d
(ev2m)N Jrw fy) exp ( 2 ) 4
La fonction p. définie par
1 z . 1 22
pe(z) = ETVP (g) ol p(z) = W eXP(‘;)

est positive, réguliere (de classe C°) et d’intégrale 1. Autrement dit, p. est une suite régularisante
qui converge (en mesure) vers la masse de Dirac. On a alors

lim I, = .
lim 1. (2) = f(x)
La formule d’inversion est alors obtenue par unicité de la limite. O

A posteriori, on voit que si f et Ff sont dans L'(RY), f est égale (presque partout) a une fonction
continue. Cela écarte des fonctions d’un usage tout-a-fait courant en mathématiques et en physique.

Plancherel a donc étendu la transformée de Fourier aux fonctions de carré sommable, et Schwartz aux
distributions tempérées.
6.2. Transformation de Fourier sur la classe de Schwartz

Définition 6.2.1. — La classe de Schwartz S(RN) est l’ensemble des fonctions ¢ € C®(RYN) a
décroissance rapide, c’est-a-dire telles que

Vpe N, 3C, >0, sup |29 p(z)]0o < O,
la|<p,|B|<p
Propriété 6.2.2. — La classe de Schwartz S(RY) est stable par dérivation, et par multiplication par

les polynomes.

Les fonctions C°(RYN) sont denses dans S(RY).

Démonstration. — On se donne ¢ € S(RY).
e La stabilité par dérivation et par multiplication par les polynémes se vérifie par un simple calcul :
Pour tout i € {1,..., N}, 8;p € C°(RY) et

VpeN, sup [|290°0i¢|l < sup [|2%0%p||s < +00.

|a|<p || <p+1
[BI<p [Bl<p+1

Autrement dit, 9;p € S(RY).
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Pour tout P € R[X], Py € C>®(R") et, grace a la formule de Leibniz,
Vp €N, sup [|2°0°(Pp)|le <C sup [[2%0°p]e < +00,,
|| <p+k

|a|<p <
|B1<p 18| <p+k

ot k est le degré de P. Autrement dit, (Py) € S(RY).

e L’approximation par des fonctions C2°(R¥) s’obtient par troncature.

On se donne ¢ € C°(RY,[0,1]) telle que ¥ = 1 sur B(0,1). On définit alors
Yi(z) = (j) et ;= iy,

de sorte que ¢; € C(RY) et ¢; = ¢ sur B(0, j).

D’apres la formule de Leibniz,

0 (p — @) (@) = (1 — ;) = Y CRi~ M1 (@79),0° 7,

Y<B
[v1=1
de sorte que
C
sup (297 (p — ¢))lloe < = sup 2907 ¢l oo »
la|<p,|B8|<p J |el<p+1,|v|<p+1
tend vers 0 quand j — oco. Ceci prouve que ¢; — ¢ dans S(RY). O

L’exemple typique de fonction de S(R) est la gaussienne, dont on a vu précédemment qu’elle est
stable par transformation de Fourier. De fagon plus générale, la classe de Schwartz est stable par
transformation de Fourier.

Théoréme 6.2. — La transformation de Fourier F est un isomorphisme de S(RN) sur lui-méme,
d’inverse (2m) "N F.

Démonstration. — On commence par prouver que la transformation de Fourier échange régularité et
décroissance a l'infini.

Soit ¢ € S(RY).
g, (exp(—iz - §)p(x)) = —iz; exp(—iz - §)p(x),
|—izj exp(—iz - €)p(z)] < |zjp(x)] € L' (RY).
Par le théoreme de convergence dominée, on a alors
O, (Fo) = F(—izjp).
Par récurrence, on en déduit que
9*(Fp) = (=) F(a*p).
D’autre part, par intégration par parties, on a
[ es(ingospae; = ig; [ exp(-ia)e@is;.
9501, || € L' (RY).

Par le théoreme de Fubini, on a alors
F(Ojp) =i&Fp.
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Par récurrence, on en déduit que

F(0%¢) = (i€) Fp.

La transformation de Fourier applique donc S(R) dans lui-méme. En effet, en utilisant les propriétés
précédentes et la formule de Leibniz, on a

sup €207 Fplloe < sup  [|0%(279)] 1

la|<p,|B|<p la|<p,|B|<p
<C sup ||zP0%)| 1
la|<p,|B|<p
<C sup ||$c’680‘<p||Oo

|a]<p,|B|<p+N+1

puisque (1 + |z[)~(N+1) est intégrable sur RY. Cela signifie que, si ¢ € S(RY), Fp € S(RY).

Le théoréme d’inversion de Fourier, applicable lorsqu’on sait que ¢ et F¢ sont dans S(RY) ¢ L}(RY),
assure alors que (27) "N FF = (2n)"NFF = Id. O

6.3. Transformation de Fourier des distributions tempérées

Définition 6.3.1. — Une distribution u est dite tempérée (u € S'(RN)) s’il existe p € N et C > 0
tels que
Vo € CXRY), |[(u,9)) <C  sup 2907l -

le|<p,|BI<p
Une telle distribution se prolonge de maniére unique en une forme linéaire sur S(RN).
Soit (uy,) une suite de S'(RY). On dit que (u,,) converge vers u dans S'(RY) si

Yo € S(RY),  (un,p) = (u, ) quand n — oco.

Les espaces de Lebesgue LP(RY) s’identifient & des sous-ensembles de S’(RY).

L'espace &'(RM) est un sous-espace de S'(RY) car toute distribution & support compact est
nécessairement d’ordre fini.

Propriété 6.3.2. — L’espace S'(R™N) est stable par dérivation, et par multiplication par les fonctions
f € C®(RN) a croissance lente, i.e. telles que

VB e NN, 3Csmp, [0°f(x)] < Ca(l+|a|)™.

Démonstration. — On se donne u € S'(RV).

Pour tout ¢ € {1,...,N},

Vo e CX(RY), (0w, 0) = [(u,0;0)] <C  sup (270 0i] oo
la|<p,|B|<p

< sup 12207 |0 ,

la|<p+1,|8|<p+1

ce qui prouve que d;u € S(RN).
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Pour toute fonction f & croissance lente,

Vo e CXRY), [uf. o)l ={u,fo)l <C  sup [|2*0°(f©)lo -
la|<p,|B|<p
La formule de Leibniz donne
0 (fo) =Y Cl 0" .
Y<B

Si on désigne par M, le plus grand des mg intervenant dans la croissance de 97 f pour |8] < p, on a

alors
sup (29”7 (f)]lo < C sup 122070 |l oo
la<p,|B|<p | <p+Mp,|B|<p+Mp
d’ou 'on déduit que
[(uf, )| < C sup 12 0% || oo
|04SP+Mpa|/8‘SP+Mp
Finalement uf € S’'(RY). O

Par dualité, on peut alors définir la transformation de Fourier sur les distributions tempérées.

Définition 6.3.3. — Soitu € S'(RYN). La transformée de Fourier de u est la distribution Fu définie
par

Vo e SRY), (Fu,p) = (u,Fp).

La distribution Fu ainsi définie est une distribution tempérée puisqu’on a la majoration

sup  [|€°0° Folloe < C sup 1€7 0% Fopll oo -
le|<p,|BI<p la|<p+N+1,|8|<p+N+1
Théoréme 6.3. — La transformation de Fourier F est un isomorphisme de S'(RY) sur lui-méme,
d’inverse (2m)~NF.
Démonstration. — Par définition, la transformation de Fourier applique &’'(RY) dans lui-méme.

Comme (27)"NFF = (2m)"NFF = Id sur S(R"Y), on a pour tout v € S'(RY), et tout p € S(RY)
<]:]?u,g0> = <u’f‘7:50> = (27T)N<uv 90>7
(FFu, ) = (u, FFo) = (2m)" (u, ¢) ,

d’ott 'on déduit que (27) " NFF = (2r)"NFF = Id sur S'(RY). O

Comme conséquence directe de ce résultat, on obtient la formule de Plancherel pour les fonctions de
carré sommable :

Corollaire 6.3.4. — La transformation de Fourier F est un isomorphisme de LQ(RN) sur lui-méme,
d’inverse (2m) "N F.
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Démonstration. — On commence par montrer que (27)~N/2F est une isométrie de S(RY) sur lui-
méme, lorsque celui-ci est muni de la norme L2. Pour toutes fonctions f,g € S(RV), on a

/ f(@)g(x)de = ﬁ / f(2)(FF)(x)de
- ﬁ / FFE)(Fg)(€)de
- ﬁ / FHE)Fa(6)de

ce qui montre que (27)~ /2F conserve le produit scalaire, et donc la norme L? pour les éléments de
S(RM).

L’ensemble S(RY) (qui contient C>°(RY)) est dense dans L2(RY). Pour tout u € L2(RY), il existe
donc une suite (u;) de S(RY) telle que
u;j — u dans L*(RY).

La suite (u;) est de Cauchy, et donc - par isométrie - la suite (Fu;) est aussi de Cauchy dans L?(RY).
Comme L*(RY) est complet, on a alors

Fu; — g dans L*(RY).

En identifiant L2(RY) & un sous-espace de S’(R), on obtient
Fuj — Fu dans S'(RV),
d’ott Pon déduit que Fu = g € L2(RY).
Par continuité de la norme, on a de plus (2m) =N/ || Fu|| p2(rry = [Jul| p2ry)-
En appliquant le méme raisonnement & (27)~/2F, on conclut qu’on a deux isométries de L*(R™N)

dans lui-méme, dont les composées a droite et a gauche sont égales a l'identité. Cela termine la
démonstration du théoreme. O

La définition de la transformée de Fourier d’une distribution ne constitue pas un moyen de calcul
effectif. On dispose de formules explicites lorsuge u est une fonction sommable. A partir de résultats
déja connus, on peut en déduire d’autres par inversion de Fourier, passage a la limite, dérivation,
convolution...

Propriété 6.3.5. — Soit u € S'(RY).
i) Si u posséde la symétrie hermitienne, Fu est réelle.
i1) Si u est paire (resp. impaire), Fu est paire (resp. impaire).

(

(

(7it) Si 14 désigne la translation de a, F(t,u)(§) = exp(—ia - &) Fu(§).
(iv) Si hy désigne la dilatation de rapport N, F(hau) = [\ "Nhy-1(Fu).
(

v) Sive &' RN), Fluxv) = (Fu)(Fv).
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Démonstration. — Les propriétés (i) — (iv) se montrent par dualité, en utilisant la formule du change-
ment de variable. Il suffit donc de les vérifier pour les fonctions p € S(RV).

Si ¢ possede la symétrie hermitienne p(—xz) = @(x)
Fol) = [ expl-iz - €)p(a)da

= %/(exp(*ix &) p(x) + expliz - §)p(—x))dx = Re(/exp(ﬂ'm . g)gp(z)dx)

Pour la conservation de la parité, il suffit de remarquer que
Fol-) = [ expliz - €)p(a)ds = [ exp(-iz- Op(-a)de.

De la méme fagon, on a

Flra)(€) = / exp(—iz - £)p(x — a)dz = / exp(—i(y +a) - €)p(y)dy = exp(—ia - €) Fol€)

Fiie)(©) = [ exp—io- 9pha)de = e [ esp(=i- Selwddy = N has (Fe)(©).

Reste a montrer ’échange de la convolution et de la multiplication.

e On commence pour cela par prouver que pour toute distribution v € £&(R”Y), Fv est une fonction &
croissante lente et que Fv(€) = (v, exp(—ix - §)).

D’apres le théoreme de dérivation sous le crochet, la fonction € — (v, exp(—ix - £)) est de classe C* et
9%(v, exp(—iz - §)) = (v, (—iz)" exp(—iz - £)) .
Si K est un voisinage compact du support de v et si p est 'ordre de v,

|0%(v, exp(—iz - §))| < Clzlllf 167 (2 exp(—iz - €))]loc < C(L+ [€]P)
=p

ot C ne dépend que de K et de . La fonction & — (v, exp(—iz - £)) est donc a croissance lente.

Pour ¢ € C°(RY), d’apres le théoréme d’intégration sous le crochet, on a

[ fwesp(=iz - )p(€)ds = (v, [ expl—in- p(€)de) = 0. 7e) = (Fovg).

ce qui montre 'identité Fv(€) = (v, exp(—iz - £)).

e Soient alors u,v € & (RY). D’apres ce qui précede, Fu, Fv et F(u * v) sont des fonctions O &
croissance lente, et on a - en notant e¢ : x — exp(—ia: -€) -

Fluxv)(§) = (uxv,ee) = (u, 0 x ec)
b x eg(x) = (0, Trle) = (v, Twee)
= exp(—iz - §){v, eg) = exp(—iz - §)Fv(£)

En reportant dans la premiere identité, on obtient

F(uxv)(§) = Fu(§)Fu(§) -
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Siue &' (RY)etveS(RY), on approche v par une suite (v;) d’éléments de £'(R™) (obtenue par
troncature) convergeant dans S’(R™). On a alors

Fluxv;)(§) = Fu(§)Fu;(8).
Comme Fu est & croissance lente, et que Fv; — Fov dans S'(RY), on a
FuFv; — FuFv dans S'(RY).

Par conséquent, u * v; converge dans S'(R”Y). Comme par ailleurs on sait que u * v; — u * v dans
D'(RY), par unicité de la limite on a

F(uv;) — F(uxv) dans S'(RY).

On a bien l'identité annoncée. O

6.4. Equations de convolution

Comme on ’a déja mentionné au chapitre précédent, la transformation de Fourier est un outil tres
puissant pour résoudre les équations aux dérivées partielles linéaires & coefficients constants.

De fagon plus générale, on s’intéresse ici aux équations de convolution, i.e. aux équations de la forme
(6.4.1) T+S=RouSc&RN),ReS RY)sont des distributions données.
Quand R = 4, on dit que T est une solution élémentaire de ’équation de convolution de noyau S.
D’apreés la propriété 6.3.5 (v), équation (6.4.1) est équivalente &

F(S)F(T)=F(R)

puisque la transformation de Fourier est bijective sur S’(R™).

Lorsque S est une distribution supportée en {0}, donc de la forme
S = Z o0
|| <m

on a

TxS = Z coT 6 = Z o, 0T

la|]<m |a|<m

L’équation de convolution (6.4.1) est équivalente & I’équation aux dérivées partielles

Z c0°T = R.

lee|<m
Proposition 6.4.1. — Soit P(0) = Zla\<m o 0% un opérateur différentiel a coefficients constants.
L’équation
POT =0

posseéde une solution tempérée non nulle si et seulement si le polynome P(i€) posséde une racine
& € RYV.
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Démonstration. — Pour T € S'(RY), 'équation P(9)T = 0 équivaut a
P(i€)FT = 0.
On a donc FT =0 (et T = 0) si le polynéme P(i€) ne s’annule jamais.
Réciproquement, s’il existe & € R tel que P(i€y) = 0, alors la distribution tempérée
T(z) = exp(i& - x) est telle que FT = (2m) N dg, .
Elle vérifie donc P(9)T = 0. O

On vérifie ainsi que les distributions tempérées harmoniques sont nécesairement des polynémes. En
effet, si

F(AT) = —|¢PFT =0,
le support de FT est {0}, ce qui implique que FT est une combinaison linéaire de la masse de Dirac
et de ses dérivées. Autrement dit,

x) = Co——o -
* (2mN
lee|<m

Attention : des que N > 2, il existe des polynémes harmoniques de degré arbitraire, puisque T =
(21 + ixo)* vérifie AT = 0.



CHAPITRE 7

ESPACES DE SOBOLEV

Les espaces de Sobolev constituent un outil fondamental pour 1’étude des problemes d’analyse non
linéaire [1]. Ce sont en effet des espaces de Banach, plus faciles & manipuler que des distributions
quelconques.

Ils sont construits a partir des espaces de Lebesgue LP(2). Pour s € N,

— lespace W#P(Q) est le sous-espace de LP(2) constitué des fonctions dont les dérivées jusqu’a
Pordre s sont dans LP(2);
— lespace W™2P(Q) est un espace de distributions d’ordre s, défini par dualité.

En particulier, sous certaines conditions sur s et p, on va pouvoir définir des produits, et plus
généralement des quantités non linéaires.

Dans cette partie du cours, on se limitera & 'étude des espaces de Sobolev construits sur L2(RY), ce
qui permet d’avoir une caractérisation tres simple en termes de la transformée de Fourier.

7.1. Définition et propriétés topologiques

Définition 7.1.1. — Soits € R. La distribution tempérée u appartient a lespace de Sobolev H*(RN)
st et seulement si

Fue LL (RY) et Fue LR, (1 + [¢[*)%dE).

Pour tout s € R, I'espace de Sobolev H*(R”), muni de la norme

Jul = [ 1Fu@) P+ g,
est un espace de Banach (et méme un espace de Hilbert comme on le verra dans la suite).

Le seul point a vérifier est la complétude. Par définition de la norme, si (u,,) est une suite de Cauchy
de H*(RY), la suite (Fu,) est une suite de Cauchy dans L2(RY, (1 + [£]?)%d¢), et il existe donc
i€ L2(RYN, (1 + |£]?)%d€) tel que

(7.1.1) A [ Fun =l 2wy (141¢2)006) = 0



64 CHAPITRE 7. ESPACES DE SOBOLEV

En particulier, (Fu,,) converge vers @& dans S'(RY). Comme la transformée de Fourier est un isomor-
phisme de S'(RY), (u,) tend vers F~'i dans S'(R") et donc dans H*(R") par (7.1.1).

On note que la transformée de Fourier est un isomorphisme entre H*(R™) et L2(R", (1 4 |£]|?)*d¢).

Propriété 7.1.2. — - Pour tout s € N, lespace H*(RY) est l’espace des fonctions de L*(RY™) dont
toutes les dérivées au sens des distributions jusque’a l'ordre s sont dans L?

lulfFre ~ > 9%ulze

loof<s

- Pour tout s € R, S(RY) est dense dans H*(R").

Démonstration. — Comme la transformée de Fourier est, & constante prés, une isométrie de L?(RY),
on a

€Fue L*(RY)  siet seulement si 0% € L*(RY).

De plus, pour tout s fini, il existe Cs > 0 tel que
VEeRN, O+ Y€ S (1+1EP) < G+ Y 1.

la|<s lal<s

On en déduit que u € H*(RY) si et seulement si 0%u € L?(RY) pour tout « tel que |a| < s, et on a
I’équivalence des normes.

Pour tout u € H*(RN), (1+|€|?)*/2Fu est dans L?(RN) et peut donc étre approché (par convolution)
par une suite de fonctions de S(R”Y). Par stabilité de S(R") par transformation de Fourier et par
multiplication par les fonctions a croissance lente, on en déduit que u peut étre approché par une suite
de fonctions de S(RY). O

Pour s € R, le dual de H*(R") s’identifie avec H~*(R").

Théoréme 7.1. — Siu € (H*(RYN)), il existe un unique v € H—*(RY) tel que

Vo e H'RY), (ug) = / FoFp(e)de.

Démonstration. — Le point important de la preuve est la formule d’inversion de Fourier qui assure
que
Vo € SRY),  (u,p) = (Fu, Fo).

On peut alors montrer que (1 + |£|?)~%/2Fu définit une forme linéaire continue sur L2(RY). En effet,
pour toute fonction v € L?(RY), la formule précédente donne

(1 -+ [6%) 7/ 2Fu, Fu | = |(Fu, (U 16272 F6)| < ey | £ ((1+ 16 7720)
< Cllullgaroy |2 < Clal ey 19122

Le théoréme de représentation de L2(R”) montre alors qu'il existe un unique @ € L?(RY) tel que

(Al ruw) = [ a©ued.

RN

HHS
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On en déduit que
(Fu, ) = / (1+ [€[%) /2D (&)w(€)de.
RN

En posant v = F~1((1 + |€|?)*/?2®), on obtient la représentation attendue. O

7.2. Injections de Sobolev

L’objectif de cette section est de montrer des propriétés d’inclusion des espaces de Sobolev dans les
espaces de Lebesgue. On va montrer en quelque sorte qu’on peut gagner de l'intégrabilité quitte a
perdre de la régularité.

Théoréme 7.2 (Théoréme d’injection de Sobolev). — Si s > N/2, l’espace H*(RY) s’injecte
contintiment dans C(R™)

vy e H*RY),  [[¥llcwy) < Cllollms @) -
Si s < N/2, Uespace H*(RY) s’injecte continiment dans LP(R™) avec p = 2N/(N — 2s)
v € H¥RN),  [[¢llowyy < CllYllgsmny -

Démonstration. — Le premier point du théoréme est tres facile & prouver : il repose sur le fait que la
transformée de Fourier (inverse) d’une fonction Fo € L'(RY) est une fonction continue, avec

llloo < @m)™NIF el me) -

Siu e H*(RY) avec s > N/2, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
1Ful pr gy < 1L+ 1€ 2Ful 2wy |1+ (€17 72| 2y < Cllull e vy
ce qui montre que u est continue et qu’on a

llullcmyy < Cllullgs my -

Le second point de la preuve est plus délicat. Une facon intuitive de comprendre le choix de I'indice p
est I’ argument suivant d’invariance par changement d’échelle. Soit « une fonction définie sur R et
uy la fonction définie par uy(z) = u(Az). On a

luxllLr(myy = AfN/pHU”LP(RN)
et
[ 1€ Fus@ P = XN [P FunT O dE = XVl

Les normes LP et H® ont le méme scaling, ce qui signifie qu’elles ont le méme comportement vis-a-vis
des changements d’unité. Cela a donc du sens de les comparer.

On se donne v € S(RY). Quitte & multiplier u par une constante, on peut supposer sans perte de
généralité que |jul| ;. = 1. D’apres le théoreme de Fubini, on a

o0
-1
hl?, qxy = P / N a(lu] > N
On décompose alors u en une composante basse fréquence et une composante haute fréquence :

Uq :]:_1(]l|5|§,4]:u), U2 :]:_1(]1|§|>A]:u).
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Comme la transformée de Fourier de u; est a support compact, la fonction w; est bornée, et plus
précisément on a

[ua]loo < (2) M| Fua || 1 gy < (277)’N/ €177 1€1° | Fu(§)]dE
B(0,A)

< CS,NAN/2_S||UHHS(RN) < Cy nAN/Zs

(7.2.1)

L’inégalité triangulaire montre que
{lul > A} C {lua| > A/2} U {Jug| > A/2} .
Si on choisit
A= (MAC, N)*/N=29)
I'estimation (7.2.1) montre que

p({lur| > A/2}) = 0.

On a alors
lull s vy < p/o NP p(|us| > A/2)d.

L’inégalité de Bienaymé-Tchebichev donne

4
m(luz| > A/2) < p”“ﬂ\%Z(RN)
de sorte que
[l ey < 40 | X ual A

Comme la transformée de Fourier est, & constante prés, une isométrie de L?, on a

el = @m) 7 [ Wz alFu)Pas.
Par définition de A,
€] < A si et seulement si A < C|¢|N/27*

En appliquant le théoreme de Fubini, on obtient alors
P 4p > p—3 2
[ull7 s gy < @y /. A Ly > A Fu() [ dsdA
< Gy [ I 20D Fue) P

Comme (N/2 — s)(p — 2) = 2s, ceci prouve le théoréme, par densité de S(RY) dans H*(RY). O

Par dualité, on obtient que I'espace LP(RY) pour p €]1,2[ s’injecte continiiment dans H~*(R") avec

s:N(%—%). On a en effet

lull g—=mvy £ C  sup  [(u,v)]
[l gs <1

<C sup |(u, )],
Il <1

par injection de L? (RY) dans H*(RY). On conclut alors avec I'inégalité de Holder.
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7.3. Restriction, prolongement et traces

Pour étendre les résultats des paragraphes précédents au cas de domaines plus généraux, on doit
comprendre ce qui se passe au voisinage des bords. Pour simplifier, on se restreindra ici au cas ou le
bord est un hyperplan. Le cas des domaines réguliers s’en déduit en paramétrant le bord localement
par des graphes.

Dans ce qui suit, on note Rf le demi-espace ouvert de R
RY ={z=(21,...,2n) e RN /2y > 0}.
Proposition 7.3.1. — L’application de restriction
fe H' (RY) = flayso € H'(RY)
est surjective, et il existe une application linéaire P : H'(RY) — H'(R") de prolongement telle que

||PH < \/5, P(f)|a:N>0 = f-

Démonstration. — Pour f € L?(RY’), on définit la fonction P(f) € L*(R") par symétrie en posant

P(f)(@' xn) = f(@ Jzn])-

Pour g € C>®(RY) vérifiant Jleny>0 € H 1(Rf ), la formule des sauts implique que les dérivées distri-
butions de P(f) vérifient

9;P(f) = P(0;f) st j <N, et OnP(f) = sign(zn)P(In[)
donc P(f) € HY(RV) et
(7.3.1) IPflla gy < ﬁ”f”Hl(Rﬁ) .

Pour f € H'(RY) arbitraire, on commence par montrer qu’il existe une suite (p,) de fonctions
C>(RN) telles que ¢y >0 € HH(RY) et

nlggo If— <Pn||H1(Rﬁj) =0.
Pour cela, on utilise une approximation de I'identité (p,,) définie par
vz e RN, pu(z) = n"p(nx)
ot p € C®°(RM,R7) est a support dans la boule unité, d’intégrale 1 et telle que
3 1
Supp(p) C {—Z <any < _Z}'

On pose alors ¢, = pp*(fll;,>0), de sorte que les fonctions ¢,, appartiennent 3 C°>°(RY) et convergent
vers fl,, 0 dans L?(RY) quand n — oo. De plus, on a

Vo € RNa aj‘pn(x) = <aj(f]lzN>O)aszAn> .
Pour zy > 0, comme le support de la fonction test est inclus dans {y/yy > xn + ﬁ}, on a
Ve e RN, 0jpn(x) = ((0;f) x>0, Tapn) = (35 /) Lay>0) * pu -

Comme ((9;f)1zy>0) * pn converge vers (9; f) ;>0 dans L2(RY), on a le résultat d’approximation
annonce.
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L’estimation de continuité (7.3.1) montre alors que la suite Py, >0 est de Cauchy dans H'(RY),
donc converge vers h € H'(RY) vérifiant

Al vy < \/§||f||H1(R$)~

Comme Py, >0 converge vers Py dans L?*(RM),, on a bien h = Pf, ce qui conclut la preuve.

Le théoreme d’injection de Sobolev montre qu’en dimension 1, 'espace H*(R) pour s > % s’injecte
dans I’ensemble des fonctions continues : on peut donc définir ponctuellement la valeur d’une fonction
H?*(R). Il est alors naturel de se demander si en dimension quelconque N > 1, on peut définir la section
d’une fonction H*(RY) pour s > % sur des ensembles de codimension 1, typiquement des hyperplans.

On introduit donc Pespace CP(R, H°(RN~1)) des fonctions continues bornées sur R & valeurs dans
H°(RN~1). Muni de la norme

[wll oo (o) = sup [|u(y) | go@y-1)
yER
c’est clairement un espace de Banach. De plus, CY(R, H° (RN 1)) s’injecte dans S'(R”Y) en posant

o0

Yo € CXRY), (u,p) = / (u(an), o( 2n))dy

— 00

_ N-1
On a en effet pour ¢ = max(—o0,0) et p > =5=,
o0

oG zn)lg—-@my-1yden
o0

[ tuten)ptoan)don| < Jull e [

o0

<Cllulmqrey [ swp 00 p(ean) s oy do
—oo |a|<p,|B|<q

< CNYHUHLOO(HU) sup [
la|<p+2,|8|<q

L’injectivité s’obtient en considérant par exemple la famille de fonctions test
On.-(x) = () pn(z — xn) ot b € C(RN™1) et (p,,) approximation de I'unité

de sorte que

((u,<pn7z>:O Vn,z,z/}) = ((u(z),w>:0 Vz,w) = (u(z):O Vz).

En utilisant cette identification, on obtient le résultat attendu sur les sections :

Proposition 7.3.2. — Soient s > & et f € H*(RN). Il existe un unique u € CY (R, H*~Y/2(RN~1))
tel que

oo

Yo e CXRY), (f.p) = / (w(en), (- xn))

—0o0

et on a

lull oo (r, o~ 172N 1)) < Cllfll s (RN -
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Démonstration. — Soit f € H*(RY). Par définition,
a(§) = (1+ [¢*)*2|F (€)| appartient & L*(RY).

Le théoréme de Fubini montre alors qu’il existe une partie mesurable Z C R ~! de mesure nulle telle
que

Ve ¢ Z, En o a(€,En) appartient & L2(R).
Comme la fonction &y — (1 + [€/]? + |¢n]?)~%/? appartient & L?(R),

Ve ¢ Z, En > Ff(E,€EN) appartient & LY(R).

On peut alors définir la transformation de Fourier partielle de F f par rapport a la variable {. On
pose donc

glen,€) = / expliznEx)F (€ En)den
Pour ¢’ ¢ Z,

ot < ( | \ff(g’,sm\dav)z < (Jarige s teniredey ) ( flae e Paey )
<ClgP)y ot [ lae en) P

d’ot1 'on déduit que
o1
[+ 1B g, )P’ < IS pm,

Le méme calcul montre que

s_1 . .
/(1 + €12 2 |g(an, &) — glyn, € PdE’ < C/IGXP(MNSN) — exp(iynén)*la(€)Pdg,
donc, en appliquant le théoreme de convergence dominée, on obtient la continuité de la fonction

oy € R g(ay,-) € LRV (14 |€2)*2dg)).

Comme la transformation de Fourier partielle 7' par rapport a la variable & est une isométrie de
H*12(RN=Y sur E = L2(RN=1 (1 4 |¢[2)°~1/2d¢’), on peut alors définir

)

(7.3.2) u(zy) = 5

(F) " 'glan).

On a bien u € CP(R, H*~Y/2(RN~1)) avec

1
||UHL°°(R,H5*1/2(RN*1)) = §||9||L°°(R,E) < CHfHHs(RN) )

et, par le théoreme de Fubini,

[ tuten) o)) = Gy [ ot €)F plax, ~ i€ doy

- ﬁ / FIEOFo(—€)de = (f.9).

ce qui conclut la preuve. O
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En composant le prolongement ¢ € H'(RY) — Py € H'(RY) défini dans la proposition 7.3.1, et
la section ¢ € HY(RY) — ¢, —o € H/*(RN~!) définie dans la proposition 7.3.2, on peut alors
définir I'application trace qui a une fonction de ¢ € H 1(Rf ) associe sa “valeur au bord” ¢j,,—o €
Hl/Z(RNfl)'
Plus précisément, on va montrer qu’on a la suite exacte

0— HyRY)c H'(RY) —» H'?2(RY ) — 0,

I'image de chaque application de la suite étant le noyau de ’application suivante.

Théoréme 7.3. — L’application trace
feCERY) = flunmo € H/2RNT)

se prolonge de maniére unique en une application y continue de H*(RY) dans HY/2(RN=1). L’image
de v est HY2(RN™1), et son noyau est HE (RY).

Démonstration. — On construit I'application trace de la facon suivante :

otl u est 'unique élément de CP(R, H'/2(RV~1)) tel que

o0

Yo e CXRY), (Pf.g) = / (u(an), o( )

— 00

et Pf € H'(R") est 'extension de f définie dans la proposition 7.3.1.

D’apres les propositions 7.3.1 et 7.3.2, v est continue.

De plus, si f € HY(RN) vérifie fll,ys0 = fllpyso et si f=v avec v € CO(R, H/2(RN—1)), on a
u(zy) =v(xzy) pour zy >0

et donc aussi pour zx = 0 par continuité. Donc (f) ne dépend pas du prolongement P choisi. En
particulier, pour p € C°(RY), on a

P)/(SO) = SD\xNzo .

Vérifions que le noyau de 7 est I'espace Hj(RY), i.e. 'adhérence pour la topologie de HY(RY) de
C(RY).

Comme () = @z x—0 = 0 pour les fonctions ¢ € C°(RY), le noyau de v contient Hg(RY).

Réciproquement, soit f € H'(R},) telle que v(f) = 0. On vérifie facilement que la fonction de L2(RY)
définie par f = f1,,>0 appartient & CY(R, H'Y2(RN-1)). En effet, d’apres les propositions 7.3.1 et
7.3.2, f € CY(RT, HY/?(RN~1)) et sa trace en 0 est nulle par hypothese. Le prolongement sur R} par
0 est donc continu.

On va alors montrer que f appartient & H'(RY). Calculons pour cela ses dérivées au sens des distri-
butions. Soit ¢ € C*°(R,[0,1]) telle que

1 =0 sur (—oo,1] et » =1 sur [2,400).
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On a pour ¢ € C®(RY),
G0y = =lim [ o () oyede = [ 0ypedesii N
RN
_ . , (TN
Foowe) = [ owpedostim [ o ().

Comme f € CY(R, HY/?(RN71)), on a

[ et ()| <0 [ 1l lotenlln ot o (22) [y o

quand € — 0. On a donc
0;f = Luy>00;f € L*(RY),
ce qui prouve que f € H'(RY), et que

) (x—N) f — f dans Hl(RN).

9

Comme C°(RY) est dense dans H'(RY), il existe une suite (¢,,) de fonctions C*°(RY) telles que
lim [|f — n [ may = 0.

La suite 1 (22) ¢,, est alors une suite de C°(RY) a support dans RY qui approche 1 (%) f. Cela

signifie que ( ) € HY(RY), et par conséquent que f € Hi (RN)

Vérifions enfin la surjectivité de I’application trace. Soit g € H'/2(RN~1) et F'g sa transformée de
Fourier. On choisit § € C°(R) tel que [6(t)dt =1 et on définit f € S'(RY) par

/ / €N 1
F =2 (F 0 .
f(f) 2 ( g)(f) (\/1+|f'|2> \/1+|£/|2

On a
Jarier s iepizsors =i (o o) ([ VIFERFaE P )

De plus, en utilisant la formule (7.3.2), on obtient bien que g = v(f). O

7.4. Compacité

En combinant les résultats des deux paragraphes précédents, on obtient de nouveaux criteres de com-
pacité forte dans les espaces de Lebesgue sur des ouverts réguliers et bornés.

Théoréme 7.4 (Théoréme de Rellich-Kondrachov). — Soit Q un ouvert borné de R de classe

C' (ou le produit de N intervalles ouverts bornés).
-si N>2etl<q<2N/(N —2), linjection de H*(2) dans LI(Q) est compacte.

- si N =1, Uinjection de H'(Q) dans C°(Q) est compacte.
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Démonstration. — Le théoreme de Rellich-Kondrakov se déduit du théoreme d’injection de Sobolev et
des théorémes de compacité forte (théoréme d’Ascoli dans C°(Q2), théoréeme de Riesz dans les espaces
de Lebesgue).

La premiere étape consiste & montrer qu’on peut étendre les injections de Sobolev pour les espaces
HL() ot Q un ouvert de RY dont la frontiére est bornée et de classe C'* (ou le produit de N intervalles
ouverts bornés).

e Si Q est un ouvert de classe C! dont la frontiére est bornée, il existe un nombre fini K d’ouverts
bornés U; C RN, d’ouverts w; C RV~ de fonctions a; € C1(w;) et de réels §; tels que 9Q C Uf:lUj

Ui ={,a;(y)+1t)/y €wj, [t| <;} dans un repere orthonormé
et QNU; ={(v,o;(y)+1) /¥ €wj, 0 <t <65}

Le théoréme des partitions de I'unité implique alors I'existence de fonctions vy, . . ., 1x € C®(RY,[0,1])
telles que

K
Supp(vo) C RV \ 99, Supp(v;) CUj, et » b =1.

j=0
Pour tout v € H*(Q2), on définit alors sur chacun des U; le prolongement de u par réflexion

V€] = 05,01 ui (', a(y) +1) = (uh) (¥, o5 (y") + [H) -

On pose finalement

K
Pu: U’l/)oﬁ*ZUjiﬁj.

i=1
Les résultats du paragraphe précédent sur les prolongements par réflexion, couplés avec les regles de
calcul des dérivées (changement de variable, produit) montrent que u;1¢; € H'(Q) avec

lwjll ey < Cjllullm e
d’ot1 'on déduit que

[1Pull g mvy < Cllull o) -
De plus, on a bien Pujg = u.

e Si ) est le produit de N intervalles ouverts bornés, il suffit d’utiliser un nombre fini de prolongements
par réflexion et une troncature. On conclut de la méme fagon que Pujg = u et

[Pl (rvy < Cllulla @) -

Cas N > 2. D’apreés le théoréme d’injection de Sobolev, pour tout u € H(£2),
[ull Lo () < [[Pull Loy < CllPullm@wy < Cllulla gy,

olt p=2N/(N — 2). Soit alors (u,) une suite bornée de H'(f2).

- De l'inégalité de Holder, on déduit que, pour g < p

1_1
unllza@) < lunllLe@)Qa > .
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- Soient w un ouvert relativement compact de Q et |y| < d(w, Q). Pour v € C°(Q), on a

1

[myv = vl w) < ly%dx/o dt|Vo(z — ty)|

< [ylIVol L2 |Q1V2,
et donc par interpolation
Iy~ ollzage < Clollzogen) (1l Vollzzi2/72)
oﬁéz(l—)\)—kg.
Par densité de C°(Q) dans H'(Q2), cette inégalité s’étend & toutes les fonctions de H'(£2). On a alors
|7y un — unHL‘l(w) < C||“n||H1(Q)|y|(%*%)/(1—§) )

- Pour tout & > 0, il existe Qy = {z € Q/d(z,0Q) > +} tel que, pour tout n,

lunllLag\ai) < llunllze@) 2\ Qkﬁ_% <e.

Les trois hypotheses du théoreme de Riesz sont satisfaites : (u,) est donc précompacte dans L9(£2).

Cas N = 1. D’aprés le théoreme d’injection de Sobolev, pour tout u € H* (),
lullo@ < IPulem) < CllPullp @) < Cllullm @) -
Soit alors (u,) une suite bornée de H'(Q).
- la suite (u,,) est bornée dans C(2).
- Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout n, et pour tout |y| < 9,
17yt = tnllos < Cly1"|[VunllL2(0) < e
Les deux hypotheses du théoreme d’Ascoli sont satisfaites : (u,,) est donc précompacte dans C((2).

O






CHAPITRE 8

A PROPOS DE LA TRANSFORMEE DE HILBERT

La transformée de Hilbert est un outil mathmatique tres utilisé en théorie du signal pour décrire
I’enveloppe complexe d’'une grandeur réelle modulée par un signal. Elle a essentiellement pour effet de
tourner de 7/2 la composante de fréquence négative et de —7/2 la composante de fréquence positive.

Par exemple, de nombreux signaux peuvent étre modélisés par le produit d’un signal harmonique a
support borné (,,, et d’'une “porteuse” sinusoidale, typiquement :

C(t) = (m(t) cos(wt + ).
Lorsque (,, n’a pas de composante fréquentielle au dela de la fréquence de la porteuse w/27,
HE(t) ~ G (t) sin(wt + ) .
On a alors
wt + ¢ ~ arctan(H{(t)/C(t))

ce qui permet de reconstruire la porteuse. Le message (,, peut ensuite étre extrait de { par une
démodulation cohérente.

Le but de ce chapitre est de donner un cadre mathématique rigoureux pour ’étude de la transformée
de Hilbert, et plus généralement d’introduire quelques outils fins d’analyse harmonique pour 1’étude
des opérateurs définis par des intégrales singulieres.

8.1. Définition et continuité sur LP

On peut définir la transformée de Hilbert de plusieurs fagons équivalentes. Ici, on a choisi de la
présenter pour commencer comme un opérateur de convolution avec une distribution de type “valeur
principale”. On en donnera par la suite deux autres caractérisations.

8.1.1. Définitions de la transformée de Hilbert. —

Définition 8.1.1. — La transformée de Hilbert d’une fonction f € S(R) est la fonction définie par

@ =1 (o0(3) 1) @) = tim ((Last) o 1) @)

s n— 00
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En utilisant la formule explicite de la valeur principale, on obtient
1 fly) — fx) 1 /()
H(f)(l’):*/ ————dy+ — “—dy,
T Jlg—yl<r T Y T Jlo—y>1 & =Y
ce qui montre que la transformée de Hilbert d’une fonction réguliere par morceaux et intégrable est

bien définie en tout point ou la fonction est lipschitzienne.

Par exemple, si on note x|q,p) la fonction caractéristique de I'intervalle [a,b], on a

—six ¢ [a,b]
1 Xia,5] (V) 1 |z —al
H(xqa. x:hm—/ ————dy=—1lo
( [ b])( ) =0T Jig—y|>1/n T Y 0 |(E—b‘
— six €la,b|
1 .. 1 1 |z — al
H(X[a)(T) = - nhjgo (log(nlx —al) +log n|a:—b> = Ogm

En particulier, H(x[q,5) explose logarithmiquement pres de a et b et décroit comme |z|~% & Vinfini.

On va maintenant donner une caractérisation de la transformée de Hilbert en utilisant la transformée
de Fourier.

Proposition 8.1.2. — Soit f € S(R) et Hf sa transformée de Hilbert. On a lidentité
F(H[)(E) = —isign(§)F(§) -

En particulier,
H?f=—f et|Hf|lr2w) = |l 2w -

Démonstration. — La valeur principale Wy = ivp(%) est la dérivée distribution de la fonction z
log |z|, c’est donc une distribution tempérée et on peut calculer sa transformée de Fourier. Pour toute
fonction ¢ € S(R), on a

(F(Wo), @) = (W, F) = % lim <]:L‘?(€>d
ne JL<lgl<n
— lim //ﬂ%g|g|§n¢(fﬂ)exp(*iw€)gd:ﬂ

n—00 13
—1

= lim [ ¢(x) <7T/]1711,§|§|§" sin(xf)f) dz.

£

n—roo

On montre par ailleurs, en étudiant la fonction a — f0+oo sin(§) exp(faf)%, que

n—oo

lim [ 1<, sin(xf)% = /sin(mf)% = 7sign(x).

Le théoreme de convergence dominée assure alors que

(F(Wo), @) = —i / () sign(z)dz,

ce qui implique que
F(Wo)(§) = —isign(§).

En particulier W} est une fonction bornée.
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Puisque Wy € S'(R) et p € S(R), Wy x p € S'(R) et on a l'identité
F(Wo ) = (FWo)(Fe),
ce qui donne exactement l'identité attendue.

En utilisant le fait que la transformée de Fourier est un isomorphisme de L?(R) et la densité de S(R)
dans L?(R), on peut alors étendre la transformée de Hilbert aux fonctions f € L?(R) par la formule

F(H[)(§) = —isign(§)(F[)(E) -

On a de plus
F(H?f)(€) = —isign(§)F(H[)(E) = —(Ff)(€)
et
1wy = 5 IF D ey = 515 e = W llzscr
ce qui conclut la preuve. O

Une troisieme approche classique - historiquement la plus ancienne - consiste a relier la transformée de
Hilbert a la conjugaison harmonique, et a utiliser pour son étude les techniques d’analyse complexe.

Proposition 8.1.3. — Soit Py le noyau de Poisson, et (), son noyau conjugué
1 Y 1 =z
P (z)=——"— et T)=——F-—=
y( ) 7Tl‘2+y2 Qy( ) 77-172+y2

(pour toute fonction f € LP(R), us(x + 1y) = P, * f(x) et vp(x +iy) = Qy * f(x) sont des fonctions
harmoniques conjuguées puisque uy + ivy est holomorphe).

Soit f € S(R). Quand y — 0, on a

Pyxf—fetQyuxf—Hf.

Démonstration. — La démonstration de ce résultat est immédiate.

o En réecrivant

Py(x) = 1p (;C) avee plz) = (14 22)~!

Y T
on voit que le noyau de Poisson est une approximation de la masse de Dirac.

e La convergence du noyau de Poisson conjugué s’obtient en utilisant la formule explicite

e ) L () = fla)@—1) 1 W@t
Qy f() /m—t<1 at /|rc—t|21( @,

T (x —t)% + 2 ™ x —1)2 +y?

le fait que pour tout x # 0
11
Qy(x) - -,

%
et le théoreme de convergence dominée.
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8.1.2. Continuité sur LP?(R). — En utilisant 1’égalité de Parseval, on a déja montré que H était
une isométrie de L2(R). Par un argument récursif, on va montrer ici qu’on obtient la continuité sur
tous les LP(R) pour p €]1, 4+o0].

Proposition 8.1.4. — Pour tout p €]1,+o00[, il existe une constante C, telle que, pour tout ¢ €
S(R),

|H fllrr) < CpllfllLrw)
avec Cp, < 2p pourp > 2 et Cp, < 2p/(p — 1) pour p > 2.

En particulier, la transformée de Hilbert se prolonge en un opérateur borné de LP(R).

Démonstration. — La preuve repose sur l'identité suivante : pour toute f € S(R),
(8.1.1) (Hf)? = f2+2H(fHf).

Cette formule peut s’interpréter assez facilement en termes de valeurs au bord de fonctions har-
moniques, mais nous n’utiliserons pas cette approche ici.

Si f € S(R), onavuque Hf € L?>(R) de sorte que fHf € L?>(R) : on peut donc définir la transformée
de Fourier de f2 + 2H(fHf)

F(£2 4 2B(FH(1)) () = (FI) * (FHE) — 2isign(©)(F ) « (FUHP)E)
- / (FF) ) (FF)E —n) (1 — 2sign(€) sign(é — n)) dn

- / (FHO)FF)E —n) (1 sign(€) sign(€ — n) — sign(€) sign(n)) dn

par symétrie. Or, on a l'identité

1 —sign(§) sign(€ — n) — sign(§) sign(n) = — sign(n) sign(¢ — n) presque partout.
On en déduit que

F(2 + 2B () €) = - [ stwal) () sign(€ ~n)(FA)E -~ n)dn = FHLE).

e Une fois qu’on a établi la formule (8.1.1), on obtient facilement par récurrence que H est bornée sur
LP(R) pour p = 2*. On sait déja que

IH 2wy = [[fllz2w) -
Supposons alors que pour p = 2% (k € N)

IH fllerw) < Coll fllLrwy -
On a ) ) )
IH fll72emy = I(H ) 2oy < 7oy + 201 H(FH )| 2o w)
<N f 720wy + 2G|l FH fll Lo (m)
<N F 1720y + 2851 fll 2o @) 1H £ 1| 220 ()
Autrement dit,
H » 2 H »
(H fllre (R)) —2Cp(” fllLze w)

—1<o,
£l z2rm) £l 2r(m) )

ce qui montre que

| H fllL2r(r)
DRI ®) o4 Jo2+1.
[ fllz2e () P b



8.2. ESPACES DE LEBESGUE FAIBLES 79

On a donc que H est continue sur L??(R) avec la borne

Cop <Cp+4/CE+1,

ce qui conclut la récurrence.

En utilisant le théoréeme d’interpolation complexe de Riesz-Thorin (dont I’énoncé et la preuve sont
rappelés dans I’appendice D), on obtient finalement que H est bornée sur tous les LP(R) pour p €
[2, +00].

Pour p €]1,2], on utilise un argument de dualité. On a en effet

(Hu,v) = (F(Hu), F'v) = %(]—‘u, —isign(§)Fv)
= (Fu,—F 'Hv) = —(u, Hv) .

e Cette démonstration présente 'avantage de donner des estimations assez fines de la norme de H dans
LP(R), qui sont en fait optimales dans le cas ot p = 2F. En utilisant 'identité

cot% =cotz+V1+cot’z

et le fait que 1 = cot 7, on montre par récurrence que pour p = 2k

T
C, <cot— <p.
p —= Qp—p

On conclut comme précédemment en utilisant le théoréeme de Riesz-Thorin et la dualité. O

8.2. Espaces de Lebesgue faibles

Le comportement de la transformée de Hilbert sur L>°(R) et sur L'(R) est un probleéme plus délicat.

On a vu par exemple que la transformée de Hilbert de la fonction caractéristique x[,, est non bornée

et non intégrable car elle se comporte comme |z|~! & P'infini.

On va donc définir ici un espace fonctionnel adapté, I’espace de Lebesgue faible L1*°(R), qui est un
peu plus gros que L!'(R) puisqu’il contient typiquement x + |z|~1, et on montrera dans la section
suivante que H : L}(R) — LY (R).

Définition 8.2.1. — Pour p € [1,00], l'espace de Lebesgue faible LP>>°(R) est ’ensemble des fonc-

tions mesurables sur R telles que

1/p
1 llznmy = sup a(u({lf]>a}) " < +oo,
aceRt

quotienté par la relation d’équivalence d’égalité presque partout.

Les espaces de Lebesgue faibles sont des espaces quasi-normés, puisqu’on montre sans difficulté que
[AfllLee @) = (Al Lo ),
1 + gllimoery < max(2,227) (| fllosry + 9l )
[fllpem)y =0 = f=0
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Par définition, L>°(R) = L°°°(R). Par contre, pour p € [1, 00[, 'inégalité de Bienaymé-Tchebichev

@ulfl> )< [ 1f@lrde < 171w,

If1>a

montre que LP(R) C LP*°(R) mais I'inclusion est stricte puisque  +— |x|~'/? appartient a LP>°(R)\
LP(R).

Proposition 8.2.2. — Soit p € [1,00]. On considére une suite (f,) de LP**°(R) qui converge vers f
dans LP>°(R). Alors

(1) fn converge vers f en mesure, i.e. pour tout e >0

lim p({z € R/|ful@) = f()| > }) =0
n—oo
(ii) a extraction prés, f, converge vers f presque partout.

Démonstration. — La premiere propriété est immédiate puisque, pour tout € > 0,
1
({z € R/ fal@) = F@)] > ) < Sl = F iy -

La deuxieme propriété est une conséquence générale de la convergence en mesure. Pour tout k£ € N, il
existe ny tel que

n>ng = ,u({x ER/|fulz) - f(z)| > 2—’f}) <ok,

De plus, on peut supposer sans perte de généralite que la suite (ny) est strictement croissante.

On définit alors
A ={z € R/ |fn,(z) — f(z)| >27"}.

Par définition de ny, on a

u(g Ay) < gumw < gl-m

pour tout m > 1. En particulier,

s(Ua)<1<m

Le théoreme de convergence dominée montre alors que la suite des mesures des ensembles U2, Ay

(O U a)=o.

m=1k=m

converge vers

Cela conclut la preuve car () °_, Up—,, A contient 'ensemble de tous les z pour lesquels f,, (z) ne
converge pas vers f(x). O

8.3. Transformée de Hilbert sur L!(R)
Pour montrer que l'intégrale singuliere définissant la transformée de Hilbert est continue de L!(R)

dans L'*°(R), on va introduire la décomposition de Calderén-Zygmund, qui est une construction par
exhaustion qui a de nombreuses autres applications.
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8.3.1. Décomposition de Calderén-Zygmund. — Le résultat fondamental de Calderén-
Zygmund montre que toute fonction de L' peut se décomposer en une partie g intégrable et bornée,
et une partie singuliére intégrable et de moyenne nulle. Plus précisément, on a le

Théoréme 8.1. — Soient f € L'(R) et a > 0 quelconque. Alors il existe des fonctions g et b sur R
telles que f =g+ b et

(@) llgllerwy < Ifllerwy et lgllpem) < 20;
(ii)) b = Zj b;j ou les b; sont de moyenne nulle et supportées sur des intervalles dyadiques Q;
d’intérieurs disjoints;
(iii) (1650121 (r) < 401Qsl et 32 1Q5] < Sl f Il w)-

Démonstration. — On commence par décomposer R en une famille d’intervalles disjoints de longueur
égale

R = U [m.2% (m +1).2%[= U QFo |
meZ meZ
ou kg est choisi de sorte que

1
2M = Q| > a”.f”Ll(R)-
On définit alors
My ={Q% /mecZ}et Sy=0.
On construit ensuite les ensembles M}, et Sy par récurrence.
— A chaque étape, on subdivise les intervalles de My, \ Sy en les coupant en deux intervalles semi-
ouverts disjoints de méme longueur, de sorte qu’on obtient un maillage deux fois plus fin
Mp+1 = {Q obtenu par subdivision d'un intervalle Q" € My, \ Sk}.

— On sélectionne alors les intervalles sur lesquels f est singuliere. Plus précisément, on pose
1
Sky1 = {Q € Mk+1/@|/ |f(z)|dx > a} .
Q

Les intervalles dyadiques (); mentionnés dans 1’énoncé du théoréme sont alors les éléments
(dénombrables) de S = |J;—, Sk. Par construction, ils sont disjoints : en effet, deux intervalles
dyadiques de la forme [2¥m, 2¥(m 4 1)[ sont nécessairement disjoints ou inclus strictement 'un dans
Iautre. Or les intervalles de Sy ne sont jamais subdivisés.

On pose alors

bjanj(f—wlj_'/ijdx).

Par définition, la fonction b; est supportée dans @; et de moyenne nulle : la propriété (iz) est donc
satisfaite.

Par construction, si Q; € Sg, on a
1

|QJ‘ Qj
De plus, il existe @} € Mg—1\ Sk—1 tel que Q; est obtenu par subdivision de @

1
|Q;-/Q_;. f@)lde < a.

|f(z)|dx > .
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En particulier
1

1 2
Qi Jq, Q51 Joy Q51 Ja
On en déduit 'estimation fondamentale sur les parties singulieres :

(8.3.1) alQj] < / |f(z)|dz < 2a]Q;] .

J

|f(@)]de <

|f(z)|dz |f(x)|dz < 20

L’inégalité triangulaire montre alors que

1oyl s my < / |F(@)ldz +

Q;

<2 [ |f@)ldz < 1a/Qy.

Qj

f(x)dz
Q

Comme les @; sont disjoints, on a aussi

CIERS Oy IECTEEF T

ce qui conclut la preuve de la propriété (ii7).

Il reste alors estimer la partie “réguliere” de f, i.e.
J
Sur @;, on a

1

= — dx .

g

On a alors

J

et la formule (8.3.1) montre que

< / 1S (@)l

J Qj

jo(e)ld = ‘ | s

197Q; lloo < 2.

Sur le complémentaire des (), on a bien sir

[ ewie= [ @
R\U;Q; R\U; Q;

D’autre part, pour tout = ¢ U;Q;, il existe une suite d’intervalles dyadiques (Q},) avec Q}, € My \ Sk
tels que = € Q). Par définition,

Q4| < 2F0~% - 0 quand k — oo,

et )
— |f(z)|dx < .
|Qk| Q5
Le théoreme de différentiation de Lebesque montre alors que, pour presque tout € R\ U;Q;,
. 1
|f(z)| = lim —; |f(z)|dx < .

En combinant les estimations, on obtient les bornes annoncées sur g

9l < [ fllrm) et [lglloe <20,

ce qui donne la propriété (7). O
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8.3.2. Intégrales singulieres. — A T'aide de la décomposition de Calderén-Zygmund, on va pou-
voir controler la transformée de Hilbert des fonctions de L'(R), et plus généralement les intégrales
singulieres définies par un noyau K : R\ {0} — R vérifiant

— une condition de taille du type

(8.3.2) sup/ |K(x)|de = A1 < +00
R>0JR<|z|<2R
— une condition de régularité, dite condition de Hérmander
(8.3.3) sup/ |K(x —y) — K(z)|de = Az < 400
y#0 J |z >2|y|

Définition 8.3.1. — On dit qu’une distribution tempérée W € S’(R) prolonge K si elle est de la
forme

Vo € S(R), (W)= lim K(z)p(x)dx

J=reo |z >4

pour une suite décroissante §; — 0.

L’existence d’une telle distribution nécessite la condition supplémentaire

(8.3.4) lim K(z)dr < +o00
I U5 <|e|<1

et n’est donc pas garantie pour toutes les fonctions K vérifiant les conditions (8.3.2)(8.3.3); prendre

par exemple K (z) = |z|~1.

L’unicité n’est pas vraie non plus en général : la distribution W peut dépendre de la suite (J;).

Théoréme 8.2. — Soient K : R\ {0} — R un noyau vérifiant les conditions (8.3.2) et (8.3.3), et
W e §'(R) une distribution tempérée prolongeant K.

On suppose que lopérateur T : ¢ € LP(R) — W x p € LP(R) est continu pour un certain p €|1,00],
avec
||T||LT)*)LT‘ < B.

Alors T a un prolongement qui envoie L'(R) sur L»*(R) de norme

(8.3.5) T 11 p1e < C(As + B).

Démonstration. — On procede de facon habituelle, en montrant que l'estimation (8.3.5) est satisfaite
pour les fonctions f € S(R) (pour lesquelles T'(f) est bien définie), puis en utilisant un argument de
densité pour montrer que T' s’étend aux fonctions de L'(R.).

La stratégie est la suivante : en utilisant la décomposition de Calderén-Zygmund, on peut ré écrire
T(f) =T(g) +T(b)
ou la fonction T'(g) € LP(R) vérifie a fortiori une estimation de type LP faible.

Pour estimer 7'(b), on utilise le fait que la composante singuliere b est la somme de fonctions b; de
moyenne nulle. Cette annulation permet de modifier 'intégrande définissant T'(b;) afin d’utiliser la
condition de Hérmander.

e Soit a > 0. D’apres le théoreme 8.1, il existe des fonctions g et b sur R telles que f = g+ b et
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@) llgllzrmy < I fllzrwy et lgllzem) < 275
(ii) b = Zj b; ou les b; sont de moyenne nulle et supportées sur des intervalles dyadiques @);
d’intérieurs disjoints;
(i) (1651121 () < 4701Q;] et 3, 1041 < L1l oy

ou 7y est une constante positive qui sera fixée ultérieurement.

Pour chaque intervalle @;, on définit I'intervalle @ de méme milieu y; et de longueur |Q7| = 2|Q;|.
On a alors
{z e R/|Tf(z)] > a}|

< [{z e R/ [Tg(@)| > )| + |{v € R/ [T0(@)| > S}

op
< S IT9l1L0 @) + U;Q7 | + ]{a: e R\ U;Q} / |Th(x)| > %}‘
<

oPpr o2
e S Ry NN O
J

UJ'Q;

Le premier terme du membre de droite est estimé en utilisant la propriété (i) et 'inégalité de Holder

-1 _
19175 r) < l9llzr@)llglfwmy < @) HIflloiw) -

Le contrdle du second terme est donné par la propriété (iii)

. 2
E Q7] <2 E Qi1 < —|Iflle )
- - Yo
J J
On a donc

(836) |z eR/[Tf(@)| > a}l < (W + 2

2
Il m) + — / Tb;(x)|dx
)Wl LT

1l suffit alors de montrer que la derniere somme est bornée par C||f|11(r)-

e On va utiliser ici le fait que les b; sont de moyenne nulle (propriété (ii)) et la condition de Hérmander
(8.3.3).
3 / Ty (2)lde = 3 /
— Jr\Q; ~ JR\Q;
j /R\Q§

< Z /Q ) /R o (=) = Ko =)y
< [ B [ Voo

Sia'+y; ¢ Q; et y € Qj, on a par définition

dx

bj(y) K (z — y)dy
Qj

dx

o bi(y)(K(z —y) — K(z —y;))dy

K(z' — (y—y;)) — K(2')|dz'dy

1, . 1
(@ +y5) =3l = 51QF1 = 1@ et |y — ;| < 51Q51-
En particulier,

|2'] > 2|y — ;.
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On peut alors appliquer la condition de Hérmander

O CTOIED S R R B
j JR\Qj j Qi

<A22/Q b5 ()ldy < 445 | fll 2 my
J J

K — (y—y;)) — K(2')|d2'dy
(8.3.7)

d’apres la propriété (iii).
e En rassemblant les deux estimations (8.3.6)(8.3.7), on a finalement
2
alfe € R/ TS > ol < (227971574 2 48, ) I emy.

On obtient l'estimation (8.3.5) en choisissant par exemple v =1/(2B). O

Par définition, la transformée de Hilbert est lopérateur H : ¢ € S(R) — Wy * ¢ ou la distribution
1

T’

tempérée Wy = Lup(L) prolonge le noyau K () =

On a montré dans le premier paragraphe de ce chapitre que la transformée de Hilbert H est continue
sur tous les LP(R) pour p €]1, 00|, et que c’est méme une isométrie de L*(R)

I H oz = 1.

La continuité L' — L1>° de H s’obtient alors simplement en montrant que le noyau K (z) = -L- vérifient
les propriétés (8.3.2)(8.3.3).

On a

d
/ & 9oma2,
R<|z|<2R ||

1 1 —y1%° —y|1-2v
/ ‘ —f‘daz: {lnx y} —l—[ln|x y|] =1In3.
al>2y 1T —Y T x l2y |z] J-oo

Le cas ou y > 0 s’en déduit par symétrie.

et,siy >0

Ce résultat de continuité est essentiellement optimal puisque la transformée de Hilbert de la fonction
caractéristique x[q,5] 5S¢ comporte comme |#|~1 & Vinfini.
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CHAPITRE 9

ESPACES DE HILBERT

Dans cette partie du cours, on va s’intéresser aux propriétés spectrales des opérateurs linéaires définis
sur des espaces de Banach. Ces propriétés peuvent étre précisées dans le cas ou les espaces ont une
structure hilbertienne, i.e. dans le cas ou la norme est construite sur un produit scalaire.

On va donc commencer par rappeler quelques résultats importants concernant les espaces de Hilbert,
et on renvoie aux notes de cours de Fédéric Paulin pour plus de détails.

9.1. Définition et propriétés fondamentales

Définition 9.1.1. — Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire (i.e.
une forme bilinéaire de H x H dans R, symétrique et définie positive), et qui est complet pour la norme
associée

Vue H, |ul = (u,u)?.

L’identité du parallélogramme

a+b2 a—0b12 1
| + 15| = 3Ual + )

montre que les espaces de Hilbert sont uniformément convexes, donc réflexifs (théoréme de Milman-
Pettis). Les résultats de topologie générale, démontrés par exemple dans le cours de Jean-Marc Delort,
permettent alors d’obtenir des propriétés tres fortes sur la dualité ou les projections sur les convexes
fermés.

On va en donner ici des démonstrations élémentaires constructives, basées sur 1'utilisation du produit
scalaire.

Proposition 9.1.2 (Projection sur un convexe fermé). — Soient H un espace de Hilbert, et
K C H un convezxe fermé non vide. Alors pour tout f € H, il existe une unique projection de f
sur K, i.e. un unique u € K tel que |f — u| = min,ex |f — v|.
— La projection uw € K de f sur K est caractérisée par l'inégalité
YweK, (f—uv—u)<0;

En particulier Uopérateur de projection Pk : f — u est contractant.
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— Si K est un sous-espace vectoriel, on a ’égalité
Ywve K, (f—uv—u)=0;

et lopérateur de projection Py : f — u est linéaire.

Démonstration. — Soit (u,) une suite minimisante pour la distance d = inf e | f — v|

up €K, dp=|f—un| —d.

En appliquant l'identité du parallélogramme avec a = f — u, et b = f — u,,, on obtient
Unp, + Um, ‘2 Up —
—~ +
e

Comme (u, + u,)/2 € K, sa distance & f est supérieure & d. Donc

U, ’2

1
= i(di +d7,)

un_um2_} 2 2\ _ g2
|72 —2(dn+dm) d* — 0 quand n,m — co.

La suite (u,) est de Cauchy et converge donc vers u € K.

e Si u réalise la distance de f a K, on a pour tout v € K
vte[0,1], w=(1—-thut+tveK
et donc
[f —ul? < |f —wlP <(f —w) =t —w)|* = |f —ul* = 26(f — u,0 —u) + |v —uf’.
En faisant tendre ¢ — 0, on obtient alors
(f —u,v—u)<0.
Inversement, si pour tout v € K on a (f —u,v —wu) <0, alors
lu—fI* = [o—fP =2(f —u,v —u) = [o —ul* <0
donc u réalise la distance de f a K.
Cette caractérisation de u montre en particulier que la projection Pk f est unique : si pour tout v € K
(f —u,v—uy) <0et (f —ug,v—ug) <0,
alors
(ug —ug,up —u2) <0.
Elle montre aussi que le projecteur Py est contractant : si pour tout v € K
(fi —up,v—uy) <0et (fo —us,v—1ug) <0,

alors
(w1 —ug,ur —ug) < (f1 — fo,ur —u2) <|fi — fo| |lur —uzf.

e [’inégalité précédente devient une égalité dans le cas ou K est un sous-espace vectoriel. En effet, si
pour v € K et tout t € R,
(f —u,tv —u) <0,
on a nécessairement
(f —u,v)=0.

Cette identité montre en particulier que le projecteur est linéaire. O
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Théoréme 9.1 (Théoréme de Riesz-Fréchet). — Soient H un espace de Hilbert, et H' son dual.
Pour tout p € H', il existe un unique f € H tel que

Yoe H, {(p,v)=(fv).

En particulier, ||o||lg = | f|.

Démonstration. — Soit M = ¢~1(0). Par définition, M est un sous-espace fermé de H.
SiM=H,p=0et onprend f =0.

Sinon, il existe un élément h de H tel que {(p, h) # 0, autrement dit tel que h ¢ M. On pose alors

h — Pyh
g= m de sorte que |g| =1 et Vw € M, (g,w) =0.
Tout v € H se décompose alors sous la forme
v = <(‘0’U>g+w avecw € M .
(v, 9)

On a alors

(o, 0) 2 _ {#,0)

(glv) = l9l” = :

(v, 9) (v, 9)

On obtient donc la représentation attendue en posant f = (yp, g)g. O

Le théoreme de Riesz-Fréchet montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter a
laide du produit scalaire, ce qui permet d’identifier H et H’. On fera trés souvent cette identification,
mais pas toujours.

Typiquement, si V' et H sont deux espaces de Hilbert tels que V' est un sous-espace vectoriel de H
dense dans H, on a

VcHetH CcV'.

On ne peut alors pas identifier simultanément H et H', et V et V’'. En général, on identifie I'espace
pivot H et son dual H’, de sorte qu’on a

VcH=H cV'.

9.2. Théorémes de Stampacchia et de Lax-Milgram

Définition 9.2.1. — On dit qu’une forme bilinéaire a : H x H — R est

— continue s’il existe C > 0 telle que
Yu,v € H, la(u,v)| < Clu||v],
— coercive s’il existe a > 0 telle que

Yu e H, a(u,u) > alul®
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Théoréme 9.2 (Théoréme de Stampacchia). — Soient H un espace de Hilbert, K un conveze
fermé non vide, et a : H x H — R une forme bilinéaire continue coercive.

Pour tout p € H', il existe un unique u € K tel que
Yo e K, alu,v—u)>{p,v—u).

De plus, si a est symétrique, u € K est caractérisé par la propriété

%a(u, u) — (i, 1) = min (;a(v,v) - <<p»v>> :

veK
Démonstration. — La preuve de ce résultat repose sur le théoreme de point fixe de Picard.

D’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, il existe un unique f € H tel que
Yo e H, {(p,v)=(fv).
Comme, pour tout u € H fixé, application v — a(u, v) est une forme linéaire continue sur H, il existe
un élément Au de H tel que
Yve H, a(u,v)=(Au,v).
Comme a est bilinéaire, continue et coercive, A est un opérateur linéaire sur H, et on a pour tout
uweH
|Au| < Clu|, (Au,u) > alul?.
On cherche alors u € K tel que
Ve K, (Au,v—u)>(f,v—u).

Soit p > 0. D’apres la proposition 9.1.2, I'inégalité
Yov € K, (p(f—Au)—i—u—u,v—u) <0
est équivalente au fait que
u=Suou Su = Pg(pf — pAu+u).
Or )
|Su; — Sus|* < |(ug — ug) — pA(uy — UQ)‘
< |uy —ug|? — 2p(A(u1 —ug),uy — ug) + p? (A(ul —ug), A(u; — Ug))
< Jur — us 2(1 - 2pa + p>C?)

En choisissant p < 2a/C?, on obtient que S est contractant. D’apres le théoréme de Picard, S a donc
un unique point fixe, qui est la solution de 1’équation

Yo e K, a(u,v—u)>{p,v—u).

Dans le cas ou la forme bilinéaire est symétrique, a définit un nouveau produit scalaire sur H. De
plus, comme a est continue et coercive, les deux normes sont équivalentes. En appliquant le théoreme
de Riesz-Fréchet, on obtient alors I'existence d’un unique g € H tel que
YweH, (pv)=algv).
L’équation
Yoe K, a(u,v—u)>{p,v—u)
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est alors équivalente a u = ]5Kg ot Py est la projection au sens du produit scalaire défini par a.
D’apres la proposition 9.1.2, u est alors la solution du probléme de minimisation

a(g —u,g —u) = mina(g - v,9 —v)

ou de fagon équivalente

%a(u,u) —a(g,u) = min (;a(v,v) - a(Q»”)) :

veK

On conclut en utilisant la définition de g. O

Le théoreme de Stampacchia est le point de départ de la théorie des inéquations variationnelles; cette
théorie a de nombreuses applications en mécanique, en physique et en controle optimal.

Pour la résolution des équations aux dérivées partielles elliptiques par exemple, 'approche variation-
nelle est la suivante :

— on définit la notion de solution faible en utilisant les espaces de Sobolev;

— on établit ’existence et 'unicité d’une solution faible en appliquant un corollaire du théoréme de
Stampacchia, dit théoreme de Lax-Milgram;

— on montre alors des estimations de régularité pour la solution faible et on en déduit que c’est en
fait une solution classique.

Corollaire 9.2.2 (Théoréme de Lax-Milgram). — Soient H un espace de Hilbert, et a : H x
H — R une forme bilinéaire continue coercive.

Pour tout p € H', il existe un unique u € H tel que
(9.2.1) Yve H, a(u,v)={(p,v).

De plus, si a est symétrique, u est caractérisé par la propriété

(9.2.2) %a(u, u) — (p,u) = min <;a(v,v) - (<p,v>)

veH

La relation entre I’équation (9.2.1) et le probléme de minimisation (9.2.2) est 'expression mathématique
du principe de moindre action.

9.3. Bases hilbertiennes

Définition 9.3.1. — Soient H un espace de Hilbert, et (E,)n>1 une suite de sous-espaces fermés de
H. On dit que H est somme hilbertienne des E, (H = ®,E,) si

— les E, sont deuz-a-deux orthogonaux
Yu € Ep, Yo € E,, avecn #m, (u,v)=0;

— [’espace vectoriel engendré par les E,, est dense dans H.
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Proposition 9.3.2 (Identité de Bessel-Parseval). — Soient H un espace de Hilbert, et (Ep)n>1
une suite de sous-espaces fermés de H tels que H = &, F,.

Soient u € H et u,, = Pg,u. Alors
oo oo
u= Zun et lul* = Z [TSES
n=1 n=1

Démonstration. — On pose

k
Se=Y_ Pg,
n=1

de sorte que S est un opérateur linéaire continu de H dans H.

Pour tout © € H, la proposition 9.1.2 montre que
(u, Pp, 1) = [un|?

et donc par sommation

k
(9.3.1) (u, Sgu) = Z [tn|* = |Spul?.
n=1

On en déduit, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

[Sku| < |ul.

Soit F' I’espace vectoriel engendré par les (E,). Pour tout £ > 0, il existe @ € F tel que
lu —al <e.
Pour k assez grand, on a @ = Siu, d’ou 'on déduit que
|lu — Sgu| < |u—a| + |Spa — Spu| < 2ju — @] < 2e.

On a donc u = limy_, o 22:1 u,. En passant a la limite dans (9.3.1), on obtient ’égalité de Bessel-
Parseval. [

Définition 9.3.3. — Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de H une suite
(en)n>1 telle que

- Vm, n, (6na em) = 6n,m;
— lespace vectoriel engendré par les (ey,) est dense dans H.

D’apres la proposition précédente, tout élément u € H peut alors se décomposer

oo o0

u=Y (en,u)en avec > |(u,en)® = |ul*.
n=1 n=1
Théoréme 9.3. — Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.
Démonstration. — Soit (u,) un ensemble dénombrable dense de H. On note Fj 'espace vectoriel

engendré par (un)i<n<k. Les (Fy) forment alors une suite croissante de sous-espaces de dimension
finie telle que (J,-, F) est dense dans H.

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt permet alors de construire une base hilbertienne. O
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On verra au chapitre suivant comment construire une base hilbertienne formée de vecteurs propres
d’opérateurs autoadjoints compacts. Dans L?(Q2), on utilise trés souvent des bases spéciales formées
de fonctions propres d’un opérateur différentiel, ce qui est par exemple le point de départ de I’analyse

harmonique.






CHAPITRE 10

OPERATEURS COMPACTS

L’objectif de la théorie spectrale consiste a décomposer les opérateurs linéaires en sommes d’opérateurs
élémentaires, simplifiant ainsi la résolution des problemes dans lesquels ils interviennent [6].

En dimension finie, des méthodes de nature algébrique - liées & 1’étude des polynodmes - permettent
d’aboutir a la forme de Jordan, qui traduit la décomposition de 'opérateur en la somme d’opérateurs
de multiplication et d’un opérateur nilpotent. Dans le cas particulier des opérateurs autoadjoints
(matrices symétriques), opérateur nilpotent est nécessairement nul, ce qui confére a la matrice une
structure diagonale dans une base de vecteurs propres.

En dimension infinie, les premiers résultats - relatifs a ’étude des équations intégrales - ont été obtenus
par Fredholm puis Hilbert, et généralisés par Riesz en une théorie des opérateurs compacts. Ces
résultats dépendent d’outils de I’analyse fonctionnelle, mais sont proches & beaucoup d’égards de ceux
de la dimension finie. En particulier, la décomposition peut étre précisée dans le cas ou I’espace a une
structure hilbertienne et 'opérateur a des propriétés de symétrie.

10.1. Définitions et propriétés fondamentales

Soient E et F' deux espaces de Banach, et A : D(A) C E — F un opérateur linéaire non-borné de E
dans F', de domaine D(A). Dans toute la suite, on notera

— G(A4) = Uyep(a)[w, Au] C E x F' le graphe de 4;
— R(A) = U,ep(a) Au C F' I'image de A;
— N(A) ={u € D(A)/ Au = 0} le noyau de A.
Définition 10.1.1. — L’adjoint de A, noté A*, est l'opérateur linéaire de domaine
D(A") = {v e F'/3C >0, Yue D(A), |(v, Au)| < cllull}

défini par
Yv € D(A*), Yu € D(A4), (v,Au) = (A"v,u).

Les graphes de A et A* sont liés par une relation d’orthogonalité tres simple : [v, f] € F' x E' appartient
au graphe de A* si et seulement si

Vu € D(A4), (f,u)=(A%v,u) = (v, Au)
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c’est-a-dire si et seulement si [—f, v] appartient lorthogonal du graphe de A.
En utilisant le théoréeme de Hahn-Banach, on peut alors établir les résultats d’orthogonalité suivants :

Proposition 10.1.2. — Soit A: D(A) C E — F un opérateur linéaire non-borné, fermé, a domaine
dense. Alors on a

N(A) = R(A")*, N(A")=R(A)", R(A*) CN(A)", R(A)=N(A)".
De plus, les propriétés suivantes sont équivalentes

R(A) fermé < R(A*) fermé < R(A) = N(A*)T & R(A*) = N(A)*.

Démonstration. — On introduit 'espace X = E x F, de dual X’ = E’ x F’ et on considere les
sous-espaces G = G(A) et L = E x {0} On vérifie alors que

N(A)x{0}=GNL, ExRA)=G+L,
{0} x N(A") =G+ nL*, RAY)xF =G+ +L*.

Avec ce formalisme, la preuve du premier point ne présente pas de difficulté particuliere. Si G et L
sont deux sous-espaces fermés de X, on a en effet

GNL=(G*+LYHY et GENLt =(G+L)*.
La preuve du second point repose sur 1’équivalence

G + L fermé dans X & G+ + L* fermé dans X' & G+ L= (G*NLYHt e Gt + Lt = (GnL)t

qui est un corollaire du théoréeme de ’application ouverte, démontré dans 'appendice E. O

Définition 10.1.3. — On dit qu’un opérateur T € L(E, F) est de rang fini si la dimension de l'image
R(T) est finie.

On dit qu’un opérateur T € L(E, F) est compact si T(Bg) est relativement compact pour la topologie
forte.

Proposition 10.1.4. — Soient E et F deuz espaces de Banach. L’ensemble KC(E, F) des opérateurs
compacts de E dans F est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F).

1l contient ’adhérence des opérateurs continus de rangs finis.
Démonstration. — 11 est clair qu’un opérateur continu de rang fini est compact, et que la somme de
deux opérateurs compacts est un opérateur compact. Il suffit donc de vérifier que K(E, F') est fermé.

Supposons alors que (7},) est une suite d’opérateurs compacts, convergeant en norme vers un opérateur
T € L(E,F). Comme F est complet, il suffit de montrer que T'(Bg) est précompacte, ¢’est-a-dire que
pour tout € > 0, T(Bg) peut étre recouvert par un nombre fini de boules de taille €. Soit n tel que

€
T, T < 5.
Comme T,,(Bg) est relativement compact, il existe I fini tel que

T.(Bg) c | Blui, §)~
el
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On a alors
T(Bg) C | B(ui,e),
il
ce qui conclut la preuve. O

Le “probleme de ’approximation” concerne la réciproque de la propriété précédente : étant donné un
opérateur compact T, existe-t-il une suite (7,,) d’opérateurs continus de rangs finis telle que || 7,,—T'|| —
07

En général, la réponse est négative. Toutefois, elle est affirmative dans de nombreux cas, en particulier
si I est un espace de Hilbert. En effet, pour tout € > 0, on peut recouvrir le compact K = T(Bg) par
un nombre fini de boules de taille ¢ :

K cC U B(uy,€) .
il
On définit alors G, l'espace vectoriel engendré par {u; /i € I}, et T. = Pg. o T, ou Pg, est la
projection orthogonale sur G.. Par définition, P. est un opérateur continu de rang fini. Vérifions alors
que ||T: —T|| < 2e. Pour tout v € B, il existe i € I tel que

|Tv —w| <e.
Comme ||Pg_ || <1, on a aussi

ITev — usf| < €.
En combinant les deux inégalités, on obtient la borne attendue.

Théoréme 10.1 (Théoréme de Schauder). — Soient E et F deux espaces de Banach. Si
Vopérateur T € L(E, F) est compact, alors T* € L(F', E') est compact.

Démonstration. — Soit (vy,) une suite de Bps. A chaque vy, on associe la fonction ¢,, continue sur le
compact K = T(Bg), définie par

on(T) = (Up, ) .
La famille (¢,) est alors équibornée et équicontinue sur K, de sorte qu’on peut appliquer le théoréme
d’Ascoli et extraire une sous-suite convergente

©¥n, — ¢ in C(K) quand k — co.
En particulier, la suite est de Cauchy et on a

sup |(vn, — Un;, Tu) — ‘ — 0 quand j,k — oco.
u€BE

Autrement dit (T*vy, ) est de Cauchy, et converge dans E’.

Cela prouve que T*(Bp) est relativement compact. O

10.2. Théorie de Riesz-Fredholm

L’alternative de Fredholm concerne la résolution de 1’équation v — Tu = f, ou T est un opérateur
compact sur un espace de Banach E. Elle exprime que

— ou bien pour tout f € E, I'équation u — T'u = f admet une solution unique;
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— ou bien I’équation homogene u — Tu = 0 admet n solutions indépendantes et, dans ce cas,
I’équation non homogene uw — Tu = f est résoluble si et seulement si f vérifie n conditions
d’orthogonalité.

Ce résultat repose sur la caractérisation suivante des espaces de dimension finie.

Théoréme 10.2 (Théoréme de Riesz). — Soit E un espace vectoriel normé. Si la boule unité By
est compacte, alors E est de dimension finie.

Démonstration. — Cette propriété se montre par contraposition en construisant une suite (u,) qui
n’admet aucune sous-suite convergente. Le point clé est le lemme suivant : si M C E est un sous-
espace strict fermé, alors pour tout € > 0, il existe u € E tel que

llul| =1et d(u,M)>1—c¢.

e Commengons par montrer le lemme. Soit v € E'\ M. Comme M est fermé, d = d(v, M) > 0. On
choisit alors mg € M tel que
d
d < |lv—mo| < 1-_
et on pose
L)
[[v —mol|

Soit m € M. On a mg + ||v — mg||m € M, donc

u de sorte que |ju|| =1.

ce qui signifie que d(u, M) > 1 —e.

e Si E est de dimension infinie, il existe une suite (F,) strictement croissante de sous-espaces de
dimension finie. D’apres ce qui précede, on peut construire une suite (u,) avec

Un € En,  Nunll =1, et d(up, En_1) >
En particulier,
Ym <n, ||um—unl > <.
La suite (u,,) n’admet donc aucune sous-suite convergente, ce qui implique que Bg n’est pas compacte.

O

Théoréme 10.3 (Théoréme de Fredholm). — Soient E un espace de Banach, et T € K(E) un
opérateur compact. Alors

(1) N(I —T) est de dimension finie, R(I —T)= NI —T*)*;
(ii) Vopérateur I — T est injectif si et seulement si il est surjectif;
(i) dim N(I — T) = dim N(I — T*) .
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Démonstration. — (i) On pose Eg = N(I —T). Alors

BEO = T(BEO) C T(BE)
donc Bp, est compact, et d’apres le théoreme de Riesz, Ey est de dimension finie.
D’aprés la proposition 10.1.2, pour montrer 1'égalité R(I —T) = N(I — T*)*, il suffit de prouver que
limage de I — T est fermée. On se donne alors une suite (f,,) telle que

fn=1un—Tuy et f,, = f.
Soit d,, = d(upn, N(I —T)). Comme N(I —T) est de dimension finie, il existe v, € N(I —T) tel que
dp = ||, — vn]]. On a

fro = (un —vn) — T(up —vy).

On montre d’abord par ’absurde que (||un - vnH) reste bornée. S’il existe une sous-suite telle que

|tn — vn|| — o0,

la suite w,, = ﬁ associée vérifie
1
d(w,, N(I -=T)) = d—d(un,N(I— T)=1
et
w,L—Twn:L—)O
[un — vl

Comme T est compact, a extraction pres,
Tw,, — w et donc w,, — w.
On a alors
weNI—-T)etdlw,NI-T))=1,
ce qui donne la contradiction.
Puisque <||un - vnH) reste bornée et que T est compact, & extraction pres,
T(up —vp) = zet uy —v, = f+ 2.

En posant g = f + 1, on a alors g — T'g = f, c’est-a-dire que f € R(I —T).

(i) Si T est injectif mais pas surjectif, on définit pour n > 1
E,={I-T)Y(E).
Il est alors facile de vérifier que E, 1 est un sous-espace de F,,.
- D’apres la propriété précédente, comme Tig, € K(E,), 'image E,, 41 de (I —T) g, est fermée.
- De plus, comme I — T est injectif mais pas surjectif, I'inclusion E,, ;1 C E, est stricte.

On a donc une suite strictement décroissante de sous-espaces fermés. D’apres le lemme de Riesz, il
existe une suite (u,) telle que

N =

Un € Eny,  unll =1, et d(up, Eny1) >
On a alors, pour n > m

Tup—Tum = [—(tn — Tun) + (U — Tum) + tp) —tm o0 [—(un — Tup) + (Um — Ttm) + tn] € Emia
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de sorte que [|[Tu,, — Tup,|| > %7 ce qui est absurde puisque 7" est compact.

Donc T est surjectif.

Pour montrer la réciproque, on applique ce qui précede a I'opérateur T, et on utilise les relations
N(I-T)=R(I-T**, NI-T*)=R(I-T)*

établies dans la proposition 10.1.2.

(791) Soit d = dAImN(I —T) et d* = dimN(I — T*). Comme N(I — T) est de dimension finie, le
théoréme de Hahn-Banach implique que N (I —T') admet un supplémentaire topologique dans F : il
existe donc un projecteur continu P de E sur N(I —T). D’autre part, comme R(I —T) = N(I —T*)*
est de codimension finie d*, il admet un supplémentaire topologique dans F, noté F', de dimension d*.
Si d < d*, il existe une application linéaire A : N(I —T) — F injective et non surjective. On définit
alors
S=T+AoPeK(E)
puisque A o P est de rang fini. Siu e N(I —S)
0=u— Su=(u—Tu)— A(Pu)
d’ou
u—Tu=0et A(Pu) =0,
ce qui implique que u € N(I —T) et Pu =0, donc u = 0.
En appliquant la propriété (ii) & Popérateur S, on voit que R(I — S) = E, ce qui est absurde puisqu’il
existe f € F'\ R(A) pour lequel I'équation v — Su = f n’admet pas de solution. On en déduit que
d>d*.
En appliquant ce résultat a 7™, on voit que
dim N(I —T*) < dim N(I — T*) < dim N(I - T).
Comme N(I —T) C N(I —T**), on conclut que d = d*. O

10.3. Spectre d’un opérateur compact

Définition 10.3.1. — Soient E un espace de Banach, et T € L(E).

Le spectre o(T) de T est le complémentaire de 'ensemble résolvant p(T) défini par
p(T) ={A e R /T — A bijection de E}.
On dit que \ est valeur propre de T si
N(T —XI)#0.

Attention : il est clair que les valeurs propres appartiennent au spectre, mais en général I'inclusion est
stricte.

Proposition 10.3.2. — Soient E un espace de Banach, et T € L(E). Le spectre est un ensemble
compact, et

o(T) < [ = I 7] -
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Démonstration. — Soit A > ||T'||. Pour tout f € E, I'équation Tu — Au = f peut se réécrire

1
Elle admet donc une unique solution, obtenue par le théoreme de point fixe de Picard. On a donc
A € p(T). Ceci prouve que
o(T) < [ = |7, 1] -

Reste & prouver que le spectre o(T) est fermé, ou de fagon équivalente que I’ensemble résolvant p(T')
est ouvert. Soit A\g € p(T'). On cherche & résoudre
Tu— A u=f

pour A proche de \g et f quelconque fixé. Comme précédemment, on réécrit cette équation de sorte a
pouvoir appliquer le théoreme de point fixe de Picard. On a

Tu—Au= (T —X)u+(A—=X)u=f
si et seulement si
w= (T — X)) ((/\0 ~Nu+ f) .

D’apres le théoréme de Papplication ouverte, (T — \g) ™! est continue. Cette équation possede donc

une unique solution pourvu que
1

(T = Xo) =M
L’ensemble résolvant contient donc un voisinage de \g. O

A= Xo| <

Pour les opérateurs compacts, on a une description beaucoup plus fine du spectre, qui est constitué
des valeurs propres (qui ne peuvent s’accumuler qu’en 0) et de 0.

Théoréme 10.4. — Soient E un espace de Banach de dimension infinie, et T € K(E). Alors o(T)
est la réunion des valeurs propres et de 0. Plus précisément, on a l'une des situations suivantes

— o(T)\ {0} est fini (ou vide);
— o(T)\ {0} est une suite qui tend vers 0.

Démonstration. — La preuve de ce résultat repose sur 'alternative de Fredholm.

e On commence par prouver que o(7T) est la réunion des valeurs propres et de 0.

Si0¢ o(T), T est bijectif et I =T oT~! est compact. La boule unité de E est alors précompacte, et
cela implique que F est de dimension finie d’aprés le théoreme de Riesz.

Considérons maintenant A € o(T') \ {0}. Puisque R(T — AI) # E, le théoréme de Fredholm assure que
N(T — M) # {0}, ce qui montre que \ est une valeur propre de T.

e On montre ensuite que tous les points de o(T") \ {0} sont isolés.

Soit (A,,) une suite de valeurs propres distinctes (et non nulles) telle que A,, — X # 0. Pour tout n, il
existe e, # 0 tel que
(T — A\ D)e, =0.

On note Ej, Pespace vectoriel engendré par (e,)1<n<k-
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On montre par récurrence que, pour tout k, les vecteurs (e,)1<n<k sont linéairement indépendants.
Admettons le résultat & Pordre k. Si epy1 =), _; @nen,

k
Tert1 — Apr1€r+1 = Z an(Ap — Agy1)en =0

n=1
et donc, puisque A, — Ag+1 # 0, ay, = 0 pour tout n € {1,...,k}. On obtient alors une contradiction
puisque egy1 # 0. La suite (E}) est donc strictement croissante.

Par ailleurs, on a (T’ — Ag+11)(Eg+1) C Ex. En appliquant le lemme de Riesz, on peut alors construire
une suite (ug)r>1 telle que

—_

ug € B, |ug||=1et pour k > 2, d(ug, Ex_1) >

5 .
Sin>m>1,onaalors E,, 1 C E,, C E,_1 CE, de sorte que

- - - > >
)\n )\m /\m + Unp Um| =2 d(unaEnfl) =

Comme A, — X\ # 0, on aboutit & une contradiction puisque (T'u,,) admet une sous-suite convergente.

Tu, T, ’ B ’Tun —AUn TUpm — ApUm
= "

N |

e On en déduit que pour tout n > 1, ’ensemble
1
oM NAER/ N 2 -}

est vide ou fini : en effet, s’il contenait une infinité de points distincts, comme o(7T') est compact, on
aurait un point d’accumulation, ce qui contredit ce qui précede.

Lorsque o(T) \ {0} contient une infinité de points distincts on peut donc les ranger en une suite qui
tend vers 0. O

10.4. Décomposition spectrale des opérateurs autoadjoints compacts

On suppose dans la suite que H est un espace de Hilbert. Si T € L(H), en identifiant H' et H, on

peut considérer que T* € L(H).

Définition 10.4.1. — On dit qu’un opérateur T € L(H) est autoadjoint si T* =T, c’est-a-dire si
Vu,v € H, (Tu,v) = (u,Tv).

Proposition 10.4.2. — Soient H un espace de Hilbert, et T € L(H) un opérateur autoadjoint. On

pose

m= inf (Tu,u), M= sup (Tu,u).
u€EBgy u€Bpy

Alors le spectre de T satisfait
{m,M} C o(T) C [m, M].

En particulier, si o(T) = {0}, alors T = 0.
Démonstration. — On commence par montrer que tout A > M est dans la résolvante. On a

Yu€ H, (Tu,u) < Mluf?

et par conséquent
Vue H, (Au—Tu,u) > (\— M)ul|* avec A\ — M > 0.
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En appliquant le théoreme de Lax-Milgram, on en déduit que Al — T est bijectif.

Montrons alors que M € ¢(T). La forme
a(u,v) = (Mu — Tu,v)

est bilinéaire, symétrique et positive. En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz a la forme a(u,v),
on obtient
Yu,v € H, la(u,v)| < (a(u,u)a(v,v))"/?

d’ott 'on déduit en particulier que

Vue H, |Mu—Tu|<C(Mu—Tu,u)"/?.

Soit (uy,) une suite maximisante, i.e. telle que
|un] =1 et (Tup,un) — M.

On a alors |Mu,, — Tu,| — 0. Si M ¢ o(T), u, = (MI — T)"Y(Mu,, — u,) — 0, ce qui est absurde.
On a donc M € o(T).

Les propriétés de m s’obtiennent en remplagant T par —T'. O

Le résultat suivant est fondamental ; il montre qu’un opérateur autoadjoint compact est diagonalisable
dans une base convenablement choisie.

Théoréme 10.5. — Soient E un espace de Hilbert séparable, et T € KC(H) un opérateur autoadjoint
compact.

Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de T

Démonstration. — Soit (A,)n>1 la suite des valeurs propres non nulles et distinctes de 7. On pose
Ey = N(T) et E, = N(T — A\, I). D’apres le théoreme de Riesz-Fredholm, on a

0 < dim(FEp) < o0 et 0 < dim(E,) < 4+00.
11 suffit alors de montrer que H est somme hilbertienne des (E,),>0. On conclut ensuite en choisissant

dans chaque FE,, une base hilbertienne : la réunion de ces bases est une base hilbertienne de H formée
de vecteurs propres de T'.

e Les (E,,) sont deux-a-deux orthogonaux. En effet, si u € E,, et v € E,;, avec n # m, on a
An(u,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = Ay (u,v)
ce qui implique que (u,v) = 0.
e Soit F l'espace vectoriel engendré par les (E,),>0. On vérifie facilement que T'(F) C F, de sorte
que T(F+) C F+ : en effet
Vu€ F- Vo e F, (Tu,v)=(u,Tv)=0.

L'opérateur Ty = Tjp1 est autoadjoint compact et o(Tp) = {0} : en effet, d’apres le théoreme 10.4,
o(Tp) \ {0} est constitué de valeurs propres de Ty, qui seraient alors aussi des valeurs propres de T'.
Les vecteurs propres associés appartiendraient donc & F et & F, ce qui est absurde.
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D’apres la proposition 10.4.2, Ty = 0 et on a
FLCcN(T)CF
ce qui implique que F+ = {0} ou autrement dit que F est dense dans H. O

10.5. L’équation de la chaleur sur un domaine borné

L’équation de la chaleur

Oiu — Au = 0 dans
(10.5.1) 0
Ujpq = 0, Ujt=0 = U,

modélise la distribution de la température v dans le domaine €2 a l'instant ¢, si ’on maintient le bord
a température nulle. C’est 'exemple le plus simple d’équation aux dérivées partielles parabolique,
comme il en apparait dans tous les phénomenes de diffusion.

Lorsque le domaine 2 est borné le probleme (10.5.1) peut étre résolu par décomposition sur une base
hilbertienne de L?(£)) constituée de vecteurs propres de 'opérateur —A avec condition de Dirichlet

—Ae, = e, dans §,
UnjoQ = 0.

Proposition 10.5.1. — Soit Q un ouvert borné. Il existe une base hilbertienne (e, )nen de L*(Q) et
une suite (\p)nen de réels strictement positifs avec A, — oo telles que

en € HY(Q) N C™(Q),

(10.5.2)
—Ae,, = e, dans Q).

Démonstration. — Etant donné f € L*(Q), on note T'f 1'unique solution u € HE(Q) du probleme

Vi € Hy(9), / VuVy = / fe
Q Q
obtenue en appliquant le théoreme de Lax-Milgram.

On considere alors 7' comme un opérateur de L?(€2) dans L?*(Q). Comme linjection de H}(Q2) dans
L?(Q) est compacte, T est un opérateur compact. De plus, il est autoadjoint

/Q (Tf)g = /Q V(Tg)V(TS) = /Q (To)f .
D’autre part, N(T') = {0} et
/ (Tf)f = / VTP > 0.
Q Q

En utilisant les théorémes 10.4 et 10.5, on en déduit que L?(f2) admet une base hilbertienne (e,)
constituée de vecteurs propres de T associés a des valeurs propres u, avec p, > 0 et u, — 0.

Autrement dit, e,, est une solution faible de (10.5.2) avec \,, = p,,; 1. En utilisant la régularité elliptique,
on peut alors montrer que e, € (),,>cH™(w) = C*°(w) pour tout w relativement compact dans 2.
Ces estimations peuvent étre obtenues par exemple en utilisant de ’analyse de Fourier, couplée avec
des techniques de localisation (partition de I'unité). O
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On cherche alors une solution de (10.5.1) sous la forme
u(t,x) = Z an(t)en(x) :
neN
On obtient immédiatement
an(t) + Anan(t) =0,  d’ou ay(t) = a,(0) exp(—A,t),
et les constantes a, (0) sont déterminées & partir de la relation

w(z) = > an(0)en(z).

neN

Cette méthode, dite “méthode de Fourier” ou “méthode de séparation des variables” présente
néanmoins deux inconvénients

— elle ne donne pas immédiatement la convergence de la série et la régularité de la solution;
— elle ne permet pas de résoudre I’équation de la chaleur sur un domaine non borné (pour lequel
—A a du spectre continu).






CHAPITRE 11

OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

Pour I’étude du semi-groupe de générateur infinitésimal A, i.e. de la solution de

d
%u—&—Au:OpourtZO,Un:O:UOv

on n’a en fait pas besoin d’informations spectrales aussi fines qu’un résultat de diagonalisation.

On va définir dans ce dernier chapitre une classe d’opérateurs pour lesquels on peut construire ces
solutions par un procédé d’approximation reposant sur un principe de monotonie.

11.1. Définition et régularisation de Yosida

Définition 11.1.1. — Soient H un espace de Hilbert, et A : D(A) C H — H un opérateur linéaire
non-borné.

A est monotone si, pour tout v € D(A), (Av,v) > 0.

A est mazimal monotone si de plus R(I + A) = H.

Proposition 11.1.2. — Soit A: D(A) C H — H un opérateur mazimal monotone. Alors

— D(A) est dense dans H.

— A est fermé.

— Pour tout A > 0, (I +\A) est bijectif de D(A) sur H, et son inverse (I +XA)~! est un opérateur
borné, de norme inférieure a 1.

Démonstration. — Notons d’abord que, par définition, I+ A est bijectif de D(A) sur H. La surjectivité
vient de ’hypothese de maximalité, et 'injectivité est une conséquence de la monotonie : pour f € H
quelconque, s'il existe u,u € D(A) tels que u + Au =u+ Au = f, on a

lu—al* < (u—u,u—1u+ Au— Au) = 0.

De plus, l'opérateur (I + A)~' : H — D(A) est borné, de norme inférieure & 1. Soit f € H et
u= (I + A)~Lf. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[ul + (Au,u) = (f,u) < [f] x Ju] doi [ul < |f].
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e Pour montrer que D(A) est dense, il suffit de prouver que son orthogonal est réduit & {0}. Soit
f € H tel que

Yo e D(A), (f,v)=0.
On note vg = (I + A)~!f. On a alors
|UO|2 < ‘IUO|2 + (AUO7UO) = (U07f) = 0)

de sorte que vg =0, et f = 0.

e Montrons alors que A est fermé. Soit ([un, Au,]) une suite de G(A) telle que
[tn, Aup] — [u, f].
On a
U = (I +A) (up + Auy) = (I + A (u+ f),
de sorte que u = (I + A)"Y(u+ f), i.e. u € D(A) et Au = f.

e Supposons que pour Ag > 0, A\gA est maximal monotone. On va montrer que pour tout A > %,
R(I + MA) = H. Pour f € H quelconque, on cherche donc a résoudre ’équation u + AAu = f, qui
s’écrit aussi
Ao Ao
u+ AAu = (1—7)u+ Tf’
ou encore

u=(I+XA)~" ((1 - %)u—i— AAOf) .

En appliquant le théoreme de point fixe de Picard, on obtient une unique solution des que A > %

En itérant cet argument, on obtient finalement que R(I + AA) = H pour tout A > 0. En d’autres
termes, AA est maximal monotone pour tout A > 0. O

Une propriété cruciale des opérateurs maximaux monotones est qu’ on peut les approcher par des
opérateurs bornés.

Définition 11.1.3. — Soit A: D(A) C H — H un opérateur mazimal monotone. Pour tout \ > 0,
on définit la résolvante Jy = (I + AA)~! et la régularisée Yosida Ay = +(I — Jy).

Proposition 11.1.4. — Soit A: D(A) C H — H un opérateur mazimal monotone. Alors

— pour tout A > 0,
Yo e H, Axv=A(Jyw), et Yve D(A), Ayv=Jy(Av).
— quand X\ — 0
Yo e H, limJyv=wv, et Yve& D(A), limAyv= Av.
— pour tout A > 0 et tout v € H

(Ayv,v) > A Ayv]* > 0.
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Démonstration. — Les propriétés ci-dessus s’obtiennent par de simples calculs.

e Par définition de Jy, pour tout v € H
Jav + AAJ v = v de sorte que AJ v = Av.

Par ailleurs, pour tout v € D(A),

1 1 . 1
Av = X((I—G—)\A)U —v) = X(I—I—)\A)(v — Jy) dou JyAv = X(U — ).

e Siv e D(A), alors
|[v — Jav| = A Ayv| < A Av| — 0 quand A — 0.
Comme D(A) = H, pour tout v € H et tout € > 0, il existe w € D(A) tel que |v — w| < e. On a alors
[v — Jyv| < |w— Jyw| + 2|v — w|

et donc |v — Jyv| tend vers 0 quand A — 0. En couplant ce résultat avec l'identité Ayv = Jy(Av), on
conclut que pour tout v € D(A) on a bien lim Ayv = Av.

e La derniere estimation s’obtient en utilisant 'identité
(Axv,v) = (Axv,v — Jyv) + (Aprv, Jyv) = /\‘A)\U‘Q + (AJyv, Jyv),

et la monotonie de A. O

11.2. Théoreme de Hille-Yosida

Le théoreme de Hille-Yosida permet d’établir une correspondance bijective entre les opérateurs max-
imaux monotones et les semi-groupes de contraction, i.e. les familles (S(¢));>0 d’opérateurs linéaires
continus telles que

— pour tout t > 0, ||S(t)|zcay < 1
— pour tous t1,te > 0, S(t1 + t2) = S(t1) o S(t2), et S(0) = I;
— pour tout u € H, limy_,g+ |S(t)u — u| = 0.
Plus précisément, il permet de résoudre le probleme d’évolution
d
—u+Au=0
dt *
sur RT, dés que A est maximal monotone (propriété que I'on vérifie en résolvant une équation station-

naire).

Théoréme 11.1 (Théoréme de Hille-Yosida). — Soit A : D(A) ¢ H — H un opérateur
mazimal monotone. Alors, pour tout ug € D(A), il existe une unique solution u € C*(R*,H) N
C(R*,D(A)) du probléeme d’évolution

d
(11.2.1) %u—FAu:O sur R,

U|t:0 = ’LLO .
De plus, on a pour tout t > 0

d
u®)] < ¥, | () < 4.
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Démonstration. — L’idée de la preuve est de passer a la limite dans une suite d’approximations,
obtenues en remplacant A par sa régularisée de Yosida Ay. Dans toute la suite, on note uy € C*(R*, H)
la solution du probleme
d
—uy + Ayuy =0sur RT,
(11.2.2) de * A
’U,)\|t:0 = ’LLO .

dont I'existence et I'unicité sont garanties par le théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard. Comme Ay est
borné de norme inférieure & 1/A, on montre en effet que 'opérateur

t
U Uy — / Axu(s)ds
0
a un unique point fixe dans I'espace de Banach X c C(R™, H) muni de la norme

Jul (= 5 )luto)
U = Sup €ex — — ]|u .
X re PAT A

e On commence par prouver que les fonctions t — |uy(t)| et t — |Axux(t)| sont décroissantes. On a

en effet L d J
N +(4 ~0.
2dt|u)‘| (dtu)"w‘) (Axup,ux) =0

D’autre part, comme A, est un opérateur linéaire borné, on peut montrer par récurrence que uy €

C>®(R™*, H) avec
d [ d\" a\"
dt(dt) U)\+A)\<dt) uy =0,

de sorte qu’en appliquant ce qui précede, on obtient que

2
Ldjduniz g
2dtl dt | —
En particulier, on a
d
(11.2.3) VYA >0, V>0, ’dtuk(t)‘ = [Ayux(t)] < |Aug|

e On montre ensuite que uy(t) converge uniformément sur tout compact quand A — 0. Soient A, > 0.
1d
2dt

En utilisant la Proposition 11.1.4, on obtient

luy — uu\Q + (Anux — Apuy,un —uy,) =0.

(Axux — Apup, uy —uy) = (Axux — Apug, uy — Jhux + Ju, —uy) + (Asux — Apuy, Jhuy — Juuy,)
= (A)\U)\ — A#’U,IL, AMyuy — /J,AHUH) + (A(J)\U)\ — JM’U,#), Jruy — JMU’IJ«)
> (Azuxn — Apuy, Myuy — pd,uy,) .

On a alors
1d
2dt
Par intégration, on en déduit que

Vi 0.T],  fus — ] < 20/ 0 )T Aug|

donc (uy) est de Cauchy, et converge unifomément sur les compacts

fun — > < 200+ )| Au|?

ux(t) = u(t) quand A — 0, uniformément sur [0, 7] .
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e Si Aug € D(A), en appliquant le méme raisonnement & vy = %uA, on obtient que

Yt e [0,T], | —vu] < 2¢/ (A + pu)T|A2u0],
de sorte que (%UA) est de Cauchy, et converge unifomément sur les compacts. Il en résulte que
u € CHR*Y, H) et que
d

d
ﬁu)\(t) — ﬁu(t) quand A — 0, uniformément sur [0,7].

On peut alors passer a la limite dans 1’équation (11.2.2). Puisque
[ Ixua(t) — (@) < [Iaua(t) = Tau(®)] + | Iu(t) — uwt)] < Jua(t) — @) + [Iau(t) — u(t)|
tend vers 0 quand A — 0, en utilisant le fait que le graphe de A est fermé, on obtient que
u(t) € D(A), Axux(t) = Adyux(t) = Au(t) .
On a alors
St) + Au(t) = 0

et ue CHRT,H)NC(R*, D(A)). De plus, on a les estimations

d
(11.2.4) YVt >0, |u®)| < |ug| et ’dtu(t)‘ < | Auyg|

Plus généralement, si ug € D(A¥), on montre que u € C*~J(R*, D(A7)) pour tout j < k, avec
I’estimation

d’ ;
YVt >0, |u(t)] < |uo| et ‘dtJu(t)‘ < |Aup|

e Pour conclure la preuve d’existence, on doit alors utiliser la densité de D(A?) dans D(A) (pour la
norme du graphe).

Soit ug € D(A) quelconque. On pose ug,, = J1/nug de sorte que
uom € D(A), Aug, =n(ug —uon) € D(A).
D’autre part, on sait que
Augn = Ay puo = J1mAug,
d’ot1 'on déduit que

lim wop, =wup, lim Aug, = Aug.
n—oo n—oo

D’apres ’étape précédente, pour tout n € N, il existe une solution u,, du probléme

d
(11.2.5) %un—i—Aun =0sur RT,

Up|t=0 = UO,n -
De plus, on a par (11.2.4)

d d

[tun, () — wm ()] < |uo,n — uo,m| €t aun(t) — aum(t) < |Aug,n — Aug,m| -

Par conséquent, comme A est fermé, on peut passer a la limite dans (11.2.5) et on obtient une solution
u € C(RT,D(A)) du probléme (11.3.1).
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o Il reste alors a prouver l'unicité, ce qui s’obtient trés simplement a partir de la monotonie de A. Si
u et @ sont deux solutions de méme donnée initiale ug, on a

d’ou I'on déduit que la fonction u — u est identiquement nulle. O

11.3. Cas symétrique

Définition 11.3.1. — Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné a domaine dense.
A est symétrique si Yu,v € D(A), (Au,v) = (u, Av).
A est autoadjoint si de plus D(A*) = D(A).

Proposition 11.3.2. — Soit A: D(A) C H — H un opérateur mazimal monotone symétrique. Alors
A est autoadjoint, ainsi que sa résolvante.

Démonstration. — Soit J; = (I+A)~. Comme J; est borné sur H, pour montrer qu’il est autoadjoint,
il suffit de vérifier que

Yu,v e H, (Jiu,v)= (u, J1v).
Par définition, on a Jyu, Jiv € D(A) et
Jiu+ AJiu=u, Jv+ AJiv=nw.
Comme A est symétrique, on a alors

(u, J1v) = (Jru + Adru, J1v) = (Jru, Jiv + AJyv) = (Jiu,v) .

Montrons alors que D(A*) = D(A). Soit u € D(A*) quelconque. On définit f = u + A*u. On a alors
Yo e D(A), (f,v)=(u,v+ Av).
Comme J; est une bijection de H sur D(A), ceci équivaut a
Vwe H, (f,Jiw) = (u,w)
On a donc u = Jy f appartient a D(A). O
Théoréme 11.2. — Soit A : D(A) C H — H un opérateur mazimal monotone, autoadjoint. Alors,

pour tout ug € H, il existe une unique solution u € C(R*, H)NCY(R}, H)NC(R}, D(A)) du probléme
d’évolution
d
—u+ Au =0 sur R,
(11.3.1) dt
U|t:0 = ’LLO .

De plus, on a pour tout t > 0

d 1
A < 40 ‘7 ‘<f o,
O < [0 [un)] < 1)
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Démonstration. — L’unicité est obtenue comme dans le cas général en utilisant la monotonie de A.

Le point délicat consiste & montrer I’existence d’une solution quand ug € H \ D(A). La preuve repose
a nouveau sur un procédé d’approximation, et sur I’estimation cruciale

d 1
11.3. — < Z .
(11.3.2) vt > 0, ‘dtu(t)’ < |

e On commence par établir (11.3.2) quand ug € D(A?). Pour cela, on part de 'approximation (11.2.2)
utilisée dans le cas général.

d
aw\ + Ayuy =0sur RT,

_ .0
UN|t=0 = U .

Par intégration contre uy, on obtient

1 r 1
S @F + [ (A, )0t = 3ol
0

Par intégration contre t%uk(t), on a de plus
T 2 T
duy duy
—=(t)| tdt A t), ——(t))tdt = 0.
/0 dt()‘ +/0( aua(t), = (1))

D’apres la Proposition 11.3.2, pour tout A > 0, J) et A) sont autoadjoints : on a donc

T T
du)\ 1 d
A TN ydt == | 124
/o t(Axux(t), o (t))dt 2/0 tdt( AUN, Uy )dE

T 1 [T

= 5(AAUA(T)aU,\(T)) -3 (Axux,uy)dt
0

duy

1 ()| est décroissante, on a

D’autre part, comme la fonction t +—

/

En combinant ces quatre estimations, on obtient finalement

2 2
T
tdt > —
2

dU)\

dU)\ 2
—(t
() |

- D)

LEYeS

ST + T(Axun (1), ux(7)) + 7% | 2

ce qui implique en particulier 'inégalité
2

du
2 < Juol?.

dt
On en déduit (11.3.2) en passant a la limite A — 0.

7|22 (7)

e On suppose maintenant que ug € H. Puisque D(A?) est dense dans D(A) et que D(A) est dense
dans H, on sait construire une suite (ug,,) de D(A?) telle que ug., — up . Comme précédemment, on
note u,, la solution du probleme

d
aun + Au, =0sur RT,

Up|t=0 = UO,n -

D’apres le théoreme 11.1, on a

Vm,n, Y>>0, |up(t) = un(t)] < |uomn — voml,



116 CHAPITRE 11. OPERATEURS MAXIMAUX MONOTONES

et d’apres (11.3.2)
d
Vi >0 —Up(l) — —
- dtu”( ) dt
Il en résulte que (uy,) converge unifomément sur R* quand n — oo, et que (dzl‘t") converge unifomément
sur [6, +oo[ quand n — oo, et ce quel que soit § > 0. Donc u € C(R*, H)NCY(R}, H).

1
um(t) < ¥|u07n - UO,m| .

Comme A est fermé, u(t) € D(A) pour tout t > 0 et vérifie I’équation (11.3.1).

11.4. L’équation de la chaleur

Dans le cas ou le domaine 2 n’est pas borné, I’équation de la chaleur

Oy — Au = 0 dans
(11.4.1) o
Ulpn = 0, Uit=0 = U,
ne peut plus étre résolue par la méthode de Fourier. En effet, le laplacien avec conditions de Dirichlet
sur () n’est pas a résolvante compact, et on n’a pas de diagonalisation dans une base hilbertienne (&
cause du spectre continu).

Par contre, on peut montrer ’existence et 1'unicité d’une solution pour 1’équation de la chaleur, en
utilisant le fait que —A est un opérateur maximal monotone autoadjoint, et la théorie de Hille-Yosida.

Proposition 11.4.1. — Soient Q un ouvert, et ug € L*(Q2). Alors il existe une unique solution de
Uéquation de la chaleur (11.4.1) telle que

ue C(RT,L*(Q)NCR, H*(Q) N HY Q) NCHRT, L*(Q)).
De plus, on a la régularisation parabolique
V6 >0, ueC™(Qx[§+oo]),
et l'estimation d’énergie
1 2 g 2 1 2
Sl + [ 190yt = Gz o
Démonstration. — On introduit 'opérateur non-borné A : D(A) C H — H défini par
D(A) = H*(Q) N Hy(Q), Au=—Au.

La condition aux bords est donc codée dans la définition du domaine de A.

— A est monotone : si u € D(A), on a

(Au, )2 = /(—Au)u _ / Vul? > 0.

— A est maximal monotone : en effet, le théoréeme de Lax-Milgram montre que le probléme de
Dirichlet
u—Au=f e L*Q), ujpq = 0,
admet une unique solution u € H2(2) N H ().
— A est symétrique, donc auto-adjoint

Yu,v € D(A), (Au,v)p2 = /Vu Vo = (u, Av)p2 .
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L'effet régularisant est obtenu en remarquant que D(AF) s’injecte contintiment dans H2*((2) (estima-

tions de régularité elliptique).

L’estimation d’énergie est obtenue en multipliant ’équation par u et en intégrant sur [0, 7] (attention
u(t) n’est pas différentiable en 0!)

1 T 1
Sl + [ 19l = 5100 -

Quand § — 0, |u(5)||2L2(Q) tend vers |u0||2L2(Q) et on en déduit 'inégalité d’énergie. O
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