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Partiel d'analyse complexe

Durée : 2h. Aucun document autorisé. On accordera une grande importance à la qualité de la rédaction.

Exercice 1. Calculer l'intégrale ∫+∞
0

𝑥
2
3

(𝑥+1)2(𝑥+2)𝑑𝑥.
Exercice 2.On rappelle que la fonction ζ admet un prolongementméromorphe surℂ, avec un unique
pôle en 1, simple avec résidu égal à 1. On définit pour Re 𝑠 > 1 la fonction

λ(𝑠) = ∑
𝑛>0

(−1)𝑛+1

𝑛𝑠 .

Montrer que la fonction λ est holomorphe sur le demi-plan {Re 𝑠 > 1}, et qu'elle satisfait l'identité
1
2(ζ(𝑠) − λ(𝑠)) = 2−𝑠ζ(𝑠). En déduire qu'elle se prolonge en une fonction entière, et calculer λ(1).

Justifier l'identité, pour Re 𝑠 > 0,

λ(𝑠) = ∑
𝑛>0

( 1
(2𝑛 − 1)𝑠 − 1

(2𝑛)𝑠 ).

Montrer que λ(𝑠) > 0 pour 𝑠 > 0. En déduire que la fonction ζ ne s'annule pas sur (0, 1).
Exercice 3. Soit 𝑓 une fonction holomorphe sur un ouvert U ⊃ 𝔻.

Montrer que Re 𝑓 satisfait le principe de maximum.
Montrer que, si 𝑓 (0) = 0 et 0 < 𝑟 < 1, alors

sup
D(0,𝑟)

|𝑓 | ⩽ 2𝑟
1 − 𝑟 sup

S1
Re 𝑓 .

(On pourra composer 𝑓 par un biholomorphisme de la région {Re 𝑧 < 𝑐} sur le disque unité 𝔻).
Exercice 4. On rappelle que le facteur principal de Weierstrass est la fonction

W𝑛(𝑧) = (1 − 𝑧) exp (
𝑛−1
∑
𝑗=1

𝑧𝑗

𝑗 ).

Soit 𝑓 une fonction entière d'ordre ρ ∈ ℝ, c'est-à-dire telle que pour tout ε > 0, on ait |𝑓 (𝑧)| =
O(exp(|𝑧|ρ+ε)) quand |𝑧| → ∞ (et ρ est le plus petit réel ayant cee propriété). On énumère les
zéros non nuls de 𝑓 en une suite (𝑎𝑗)𝑗∈ℕ, en répétant chaque zéro suivant sa multiplicité, et on
suppose donné β ∈ ℝ tel que

∞
∑
𝑗=0

1
|𝑎𝑗|β

converge.

(Le lemme de Jensen implique que cee condition est satisfaite dès que β > ρ).
Montrer le théorème de factorisation de Hadamard :

𝑓 (𝑧) = 𝑒𝑔(𝑧)𝑧𝑘
∞

∏
𝑗=0

W𝑛( 𝑧
𝑎𝑗

),

où 𝑘 ∈ ℕ, 𝑛 est le plus petit entier supérieur ou égal à β, et 𝑔 ∈ ℂ[X] a un degré satisfaisant
deg 𝑔 ⩽ sup(β, ρ). (On pourra établir des minorations de |W𝑛(𝑧)| sur les régions |𝑧| ⩽ 1

2 et |𝑧| ⩾ 2).
Application. Déduire du théorème de factorisation l'identité

sin(π𝑧) = π𝑧 ∏
𝑛∈ℤ∗

(1 − 𝑧
𝑛)𝑒 𝑧

𝑛 .


