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Introduction

La géométrie sous-riemannienne a connu une très grande expansion durant les trente dernières
années. C’est un domaine à l’intersection de la mécanique non-holonome, de la théorie du contrôle,
et de la géométrie des espaces de longueurs.

Considérons par exemple une voiture sur un plan. Le conducteur ne peut faire bouger sa voiture
qu’en avant et en arrière, éventuellement en la faisant tourner, mais il ne peut pas se déplacer
latéralement. Ainsi, pour se garer en créneau, il est obligé de faire une combinaison complexe de
mouvements, et doit parcourir une grande distance pour atteindre une configuration visuellement
proche de la configuration d’origine. Pour se déplacer d’environs un mètre, il a donc dû en parcourir
beaucoup plus.

Ceci est un cas typique de géométrie sous-riemannienne : on a un espace de configurations de
dimension plus grande que celle de l’espace des vitesses possibles, c’est-à-dire ayant plus de paramètres
que de degrés de liberté.

Ici, on avait un espace de configurations de dimension trois (deux paramètres pour situer la
voiture sur le plan, plus un pour l’angle fait par la voiture avec l’axe Ox), et seulement deux degrés
de liberté : on peut avancer ou tourner, mais pas se déplacer sur le côté. Mais grâce aux interactions
entre ces deux degrés de liberté, on peut aller de n’importe quelle configuration à n’importe quelle
autre.

Plus généralement, une variété sous-riemannienne M sera la donnée d’une variété (par exemple
R

n) et, en chaque point p de cette variété, d’un sous-espace de l’espace tangent Tp à la variété en ce
point. Par exemple, un champ de plans dans R

3. On appelle ce sous-espace l’espace horizontal en p,
et on le note Hp.

Une courbe c de classe C1 sera admissible, et sera dite horizontale, si, pour tout temps t, la
vitesse de la courbe ċ(t) est horizontale, c’est-à-dire appartient au sous-espace horizontal en ce point.
Une première question sera de savoir si on peut relier tous les points de la variété par des courbes
horizontales : c’est le problème de connectivité.
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Considérons un autre exemple : le cas d’une sphère (un globe terrestre par exemple) roulant sur
un plan xOy. L’espace des configurations possibles est de dimension cinq : deux paramètres pour
situer la sphère sur le plan, deux autres pour repérer quel point du globe est en contact avec le plan.
Le cinquième vient du fait que l’on peut faire tourner le globe sur lui-même sans changer les quatre
paramètres précédents.

Si on restreint les mouvements possible aux glissements sans roulement, on n’obtient que les
translations selon les axes Ox et Oy, et on ne peut donc changer que les deux premiers paramètres.
Si le point de contact initial sur le globe est Paris, on ne pourra jamais obtenir une configuration où
le point de contact est Marseille.

En revanche, si on se restreint aux roulements sans glissement (et sans possibilité de faire tour-
ner le globe sur lui-même), on a encore deux degrés de liberté. Mais, cette fois, on peut vérifier
expérimentalement que l’on peut atteindre n’importe quelle configuration.

Une fois le problème de connectivité résolu, munissons chaque sous-espace horizontal d’un produit
scalaire. On peut alors définir la longueur d’une courbe horizontale. On munit ainsi l’espace des
configurations d’une distance, appelée distance sous-riemannienne : la distance entre deux points p
et q de M sera la longueur du plus court chemin horizontal allant de p à q. Le but de la géométrie
sous-riemannienne est d’étudier les propriétés de cette distance : topologie induite, dimension de
Hausdorff, équation de la chaleur associée, problème isopérimétrique...

On pourra par exemple vérifier que l’espace des configurations de la voiture muni de cette distance
a une dimension de Hausdorff égale à 4, alors que celle du globe roulant sur un plan sera égale à 10 !
En fait, la dimension de Hausdorff d’une variété sous-riemannienne sera toujours plus grande que sa
dimension topologique.

Le but de la première partie de cette courte introduction est d’introduire l’exemple le plus simple
et le plus connu d’espace sous-riemannien, le groupe de Heisenberg, et d’en récapituler les propriétés
les plus connues. On donnera ensuite les définitions précises d’espaces sous-riemanniens, ainsi que les
théorèmes de base de leur géométrie, avant d’évoquer certains résultats sur leurs géodésiques. Enfin,
on définira les bases du calcul différentiel horizontal, qu’il est naturel d’introduire dans ce cadre, et
on finira par l’hypoellipticité du laplacien associé à une géométrie sous-riemannienne.
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4 Calcul différentiel horizontal 12

4.1 Gradient horizontal et laplacien sous-riemannien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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1 Le groupe de Heisenberg : Un exemple de géométrie sous-

riemannienne dans R
3

On se place dans l’espace de configuration M = R
3. On note ( ∂

∂x
, ∂

∂y
, ∂

∂z
) la base canonique de

R
3, et dx, dy, dz sa base duale.

Enfin, on note φt
V le flot d’un champ de vecteur localement lipschitzien V : R

3 → R
3.

1.1 Espaces horizontaux, courbes horizontales

On considère en tout point p = (x, y, z) le plan Hp engendré par les vecteurs

X :=
∂

∂x
− 1

2
y

∂

∂z
, Y :=

∂

∂y
+

1

2
x

∂

∂z
.

On appelle Hp le plan horizontal en p. Dans la suite, on notera H, et on appellera groupe d’Heisenberg,
l’espace R

3 muni du champ de plans horizontaux (Hp).

Définition 1 Une courbe c : [0, 1] → H, continue et C1 par morceau, est dite horizontale si, pour
tout t ∈ [0, 1], ċ(t) ∈ Hc(t). Cela équivaut à dire que son vecteur tangent est en tout point combinaison
linéaire de X et Y .
Autrement dit, c est horizontale si et seulement si il existe deux fonctions continues par morceaux
u1, u2 : [0, 1] → R, telles que, pour tout temps t ∈ [0, 1]

ċ(t) = u1(t)X(c(t)) + u2(t)Y (c(t)).

On définit également la longueur sous-riemannienne d’une telle courbe par

LSR(c) :=

∫ 1

0

√

u1(t)2 + u2(t)2dt =

∫ 1

0

√

< ċ(t), ċ(t) >c(t)dt,

où <, >p est le produit scalaire sur Hp défini par < X(p), X(p) >p=< Y (p), Y (p) >p= 1 et <
X(p), Y (p) >p= 0. Attention, cette notion de longueur n’est pas la même que la notion de longueur
habituelle d’une courbe de R

3 !

On peut enfin définir la distance sous-riemannienne sur H :

Définition 2 On définit la distance sous riemannienne entre deux points p et q de H par

dSR(p, q) := inf{LSR(c), c horizontale, c(0) = p, c(1) = q}.

Remarque importante : Il est possible (et facile) de voir que si l’on munit H de la structure
de groupe (x1, y1, z1) ∗ (x2, y2, z2) := (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2 + 1

2
(x1y2 − x2y1)), H devient un groupe

de Lie nilpotent, pour lequel X et Y forment des champs de vecteurs invariants à gauche.

En particulier, la distance sous-riemannienne sera également invariante à gauche (i.e. dSR(p ∗
q, p ∗ r) = d(q, r) pour tout p, q, r ∈ H). Donc, pour étudier dSR(., .), il suffit d’étudier dSR(O, .), où
O = (0, 0, 0). Voir [4] pour plus de détails.

Il est aisé de voir que dSR est symétrique, satisfait l’inégalité triangulaire et est telle que dSR(p, q) =
0 si et seulement si p = q. Il est toutefois moins évident que dSR(p, q) < +∞, c’est-à-dire qu’il existe
une courbe horizontale reliant p et q : c’est le problème que nous abordons dans la partie qui suit.
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1.2 Connectivité

Rappelons que φX et φY : R → H sont les flots respectifs des champs de vecteurs X et Y .
Considérons Φt := [φt

X , φt
Y ] = φt

X ◦ φt
Y ◦ φt

−X ◦ φt
−Y , le commutateur des flots associés à X et Y .

Bien entendu, pour tout p ∈ R
3, t 7→ Φt(p) est horizontale. On sait aussi que

Φt(p) = t2[X, Y ] + o(t2) = t2
∂

∂z
+ o(t2).

Mais, si on considère la courbe c(t) := Φsign(t)
√

t(p), c’est une reparamétrisation de la courbe
horizontale t 7→ Φt(p), dont la dérivée en 0 est ∂

∂z
. Donc, en faisant une combinaison de chemins

horizontaux, on peut parvenir à se déplacer verticalement ! On peut ainsi atteindre, localement,
toutes les directions en tout point par des courbes horizontales. Un argument de connexité donne
alors la connectivité :

Proposition 1 On peut toujours connecter deux points par une courbe horizontale. En particulier,
la distance sous-riemannienne entre deux points est toujours finie.

On peut maintenant étudier les propriétés métriques de (H, dSR). Pour cela, on aura besoin de la
notion de relevé horizontal d’une courbe plane.

1.3 Relevé horizontal d’une courbe

Remarquons que si c(t) = (x(t), y(t), z(t)) est horizontale, alors ċ(t) = ẋ(t)X + ẏ(t)Y = ẋ ∂
∂x

+
ẏ ∂

∂y
− 1

2
(ẋy − xẏ) ∂

∂z
. On obtient donc

ż =
1

2
(xẏ − yẋ).

Considérons alors la courbe c̄(t) = (x(t), y(t)), projection de c sur le plan xOy. On obtient alors,
en intégrant l’égalité ci-dessus,

z(t) − z(0) =

∫ t

0

1

2
(xẏ − yẋ)ds =

1

2

∫

c̄([0,t])

xdy − ydx.

Ainsi, une courbe horizontale peut être entièrement caractérisée par sa hauteur initiale (z(0)) et
sa projection sur le plan xOy.

Réciproquement, soit une courbe plane c̄(t) = (x(t), y(t)) continue et dérivable par morceaux.
Alors pour tout z0 ∈ R, il existe une unique courbe horizontale c(t) = (x(t), y(t), z(t)) d’altitude
initiale z0, dont la projection sur les deux premières coordonnées est c̄ : il suffit de prendre ċ(t) =
(ẋ(t), ẏ(t), 1

2
(xẏ − yẋ)) = ẋ(t)X + ẏ(t)Y , et c(0) = (x(0), y(0), z0).

Remarquons enfin que l’on a :

LSR(c) =

∫ 1

0

√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt = L(c̄),

où L(c̄) est la longueur usuelle de la courbe c̄.

On a donc prouvé le résultat suivant :

Proposition 2 Pour toute courbe plane c̄, et toute altitude initiale z0, il existe une unique courbe
horizontale, appelé relèvement horizontal de c, dont la projection sur le plan xOy soit égale à c̄.
Réciproquement, toute courbe horizontale est le relevé horizontal d’une courbe plane.

De plus, la longueur d’une courbe plane et celle de son relevé horizontal cöıncident.
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Figure 1 – Relevés horizontaux d’un cercle parcouru dans les sens direct et indirect

1.4 Géodésiques et distance sous-riemannienne

On dit qu’une courbe horizontale c est une géodésique sous-riemannienne si, pour tous t0, t1 assez
proches, LSR(c|[t0,t1]) = dSR(c(t0), c(t1)). Nous allons maintenant calculer les géodésiques de H. Pour
cela, commençons par le résultat suivant :

Proposition 3 Soit c̄(t) = (x(t), y(t)) une courbe C1 dans le plan xOy. Si on note vt le segment
orienté de c̄(t) à (0, 0), et que l’on concatène c̄ et vt, on obtient une courbe fermée γ bordant un
domaine du plan Ω. Alors si on note c(t) = (x(t), y(t), z(t)) le relevé horizontal de c̄ d’altitude
initiale nulle, on obtient

z(t) =

∫

Ω

dx ∧ dy = A(Ω),

où A(Ω) est l’aire signé de Ω.

Preuve : Remarquons que la 1-forme ω := 1
2
(xdy − ydx) est nulle sur les droites passant par

l’origine (0, 0) du plan. Le résultat est alors une conséquence immédiate de la sous-section précédente
et du théorème de Green-Riemann,

∫

∂Ω
ω =

∫

Ω
dω. �

On peut alors déterminer explicitement les géodésiques partant de l’origine O = (0, 0, 0), en
utilisant l’inégalité isopérimétrique dans le plan.

Théorème 1 Les géodésiques sous-riemanniennes de H de O à (x, y, z) sont les relevés horizontaux
partant de O d’arcs de cercles partant de (0, 0), finissant en (x, y), et entourant un aire signé égal à
z si z 6= 0 ; Si z = 0, c’est le segment de O à (x, y, z).

Les arcs de cercles partant de (0, 0) sont exactement les courbes paramétrées

c̄R,φ(t) = Reiφ(1 − eit), R ∈ R+, φ ∈ [0, 2π[, t ∈ R,

et

c̄∞,φ(t) = teiφ, φ ∈ [0, 2π[, t ∈ R,
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où on a fait l’identification (x, y) = x + iy. On obtient ainsi les géodésiques issues de O :

cR,φ(t) = (Reiφ(1 − eit),
1

2
R2(t − sin t)),

R ∈ R+, φ ∈ [0, 2π[, t ∈ R,

et

c∞,φ(t) = (teiφ, 0), φ ∈ [0, 2π[, t ∈ R,

Les géodésiques cR,φ, R ∈ R+, sont minimisantes sur tout intervalle de longueur au plus 2π, c’est-à-
dire lorsque leur projection c̄ fait un cercle entier.

On obtient ainsi la distance sous riemannienne de O à p = (x, y, z) en trouvant les trois paramètres
t, φ et R telles que cR,φ(t) = p. On obtient alors

dSR(O, p) = LSR(cR,φ|[0,t]) = L(c̄R,φ|[0,t]) =

∫ t

0

R| sin s

2
|ds = R(1 − cos

t

2
).

On en déduit facilement que la distance euclidienne usuelle sur R
3 et la distance sous-riemannienne

ne sont pas équivalentes.

Dans la sous-partie qui suit, nous étudions plus en détails cette distance sous-riemannienne dSR.

1.5 Boules pour dSR, théorème de la boule embôıtée

Grâce à la description des géodésiques que l’on a obtenue, on peut décrire explicitement les boules
sous-riemanniennes BSR(O, r) = {p ∈ H, dSR(O, p) < r}. Il s’agit en effet des points cR,φ(t), tels que
LSR(cR,φ|[0,t]) = R(1 − cos t

2
) < r.

Proposition 4 Les boules sous-riemanniennes BSR(O, r) sont paramétrées comme suit :

BSR(O, r) =
{

(Reiφ(1 − eit),
1

2
R2(t − sin t)),

R ∈ R+, φ ∈ [0, 2π[ , t ∈ ] − 2 arccos(1 − r

R
), 2 arccos(1 − r

R
)[

}

.

On en déduit alors les sphères sous-riemanniennes SSR(O, r) : ce sont les surfaces de révolution
autour de l’axe Oz, de génératrices :

γr(s) =
(

2
r

s
sin

s

2
, 0,

r2

2s2
(s − sin s)

)

, s ∈ [−2π, 2π].

Notons alors, pour tout r ≥ 0, box(r) le parallélépipède (ou bôıte) box(r) := [−r, r] × [−r, r] ×
[−r2, r2]. On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 1 (Boule embôıtée) Pour tout r ≥ 0, on a

box(
r

4π
) ⊂ BSR(O, r) ⊂ box(4πr).

En particulier, la distance sous-riemannienne et la distance euclidienne usuelle induisent la même
topologie sur H. En revanche, la dimension de Hausdorff de H est égale à 4.
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Figure 2 – Sphère sous-riemannienne de rayon 2

Remarque : On ne définira pas ici la dimension de Hausdorff. Essentiellement, c’est le plus petit
exposant d ∈ R telle que limε→0+(kεε

d) soit finie , où kε est le nombre de boules de rayon ε nécessaires
pour recouvrir la boule de rayon 1.

Remarquons ici la différence énorme avec le cas d’une métrique riemannienne : la dimension de
Hausdorff est strictement plus grande que la dimension topologique. En particulier, il n’existe pas
d’application bi-lipschitzienne d’un ouvert de R

3 à valeurs dans H. L’application identique : R
3 → H

est ainsi Hölderienne d’exposant 1
2
. Une question difficile, posée par Gromov ([1]), est de trouver

l’exposant α de Hölder maximal d’un homéomorphisme entre ces deux espaces métriques. On sait
déjà qu’on a α ≤ 3

4
grâce à la dimension, et il a été montré qu’on a même α ≤ 2

3
. Il s’agit aujourd’hui

encore d’un problème ouvert.

1.6 Autres différences notables avec la géométrie riemannienne

La première différence évidente est le fait que deux géodésiques partant d’un même point et
ayant la même vitesse initiale ne sont pas forcément égales. Ainsi, les géodésiques ne satisfont aucune
équation différentielle d’ordre 1 sur le fibré tangent. En fait, on verra que les géodésiques sous-
riemannienne sont presque toutes les projections de solutions d’équations différentielles d’ordre 1 sur
le fibré cotangent. Les rares géodésiques qui ne satisfont pas cette équation font l’objet de beaucoup
d’attention. Toutefois, il n’y en a pas dans le groupe d’Heisenberg. (voir [5])

La seconde grande différence est que le rayon d’injectivité (temps t ≥ 0 tel que toutes les
géodésiques partant d’un point fixé soient minimisantes jusqu’à une longueur au moins égale à t)
vaut ici 0 en tout point, ce qui n’est jamais le cas en géométrie riemannienne.

Remarquons enfin l’existence de nombreuses surfaces compactes feuilletées par des géodésiques :
si on prend une géodésique de O à p = (0, 0, z), par exemple c√R

π
,0

sur [0, 2π], et qu’on la fait tourner

autour de Oz, on obtient toutes les géodésique c√R

π
,φ

, φ ∈ [0, 2π[, qui vont également de O à p. Ainsi,

l’ensemble des géodésiques reliant O et p forment une surface de révolution, appelée ”bubble set”,
ou ”bulle”.

Cette bulle a fait l’objet de maintes publications depuis que Pierre Pansu a, en 1982, conjecturé
que les bulles étaient exactement les ensembles isopérimétriques de H. De nombreux progrès ont été
faits dans cette direction depuis, mais le problème reste ouvert, voir [4].

Le groupe d’Heisenberg est l’exemple le plus simple d’un espace sous-riemannien, mais il présente
à lui seul des propriétés très représentatives de la géométrie sous-riemannienne. Dans la prochaine
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Figure 3 – La ”bulle” feuilletée par des géodésiques

partie, nous donnons la définition précise d’une variété sous-riemannienne, ainsi que les théorèmes
principaux de la géométrie du même nom.

2 Notions de base de la géométrie sous-riemannienne

Tous les objets considérés dans cette partie sont supposés C∞, sauf mention explicite du contraire.
Pour des raisons de place, nous ne détaillons pas les preuves des différents résultats.

2.1 Définition

Définition 3 Une variété sous-riemannienne de dimension n et de rang k est la donnée d’un triplé
(M, H, g), où M est une variété connexe de dimension n, H est un sous-fibré de rang k du fibré
tangent, i.e. un champ ou distribution de k-plans {Hp ⊂ TpM, p ∈ M}, appelés les sous-espace
horizontaux de M , et g est un produit scalaire fibre par fibre sur ces sous-espaces horizontaux.

Les vecteurs horizontaux de M sont les vecteurs X(p) ∈ Hp, p ∈ M . Un champ de vecteurs
X : M → TM sera dit horizontal si pour tout point p de M , X(p) ∈ Hp.

On dira qu’une courbe c : [0, 1] ∈ M continue, C1 par morceaux, est horizontale lorsque tout
vecteur tangent à c est horizontal. On peut alors définir sa longueur sous-riemannienne par L(c) :=
∫ 1

0

√

g(ċ(t), ċ(t))dt.
Enfin, on définit la distance sous-riemannienne entre deux points p et q de M comme étant la

borne inférieure des longueurs de courbes horizontales reliant p et q.

La manière la plus simple de définir (localement) un champ de sous-espaces horizontaux est de
partir d’une famille de champ de vecteurs (Xi), et de définir le sous-espace horizontal en p par
Hp := vect(Xi(p)). C’est ce que l’on a fait pour le groupe de Heisenberg dans la première partie.

Une courbe sera alors horizontale si et seulement si il existe des fonctions ui : [0, 1] → R, telles
que pour tout t, ċ(t) =

∑

i ui(t)Xi(c(t)).

Cette manière de faire est en fait plus générale, car le rang de la famille (Xi(p)) peut changer
selon le point p.
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2.2 Connectivité

Définissons par récurrence les espaces suivant :

H1
p := Hp, H i+1

p := H i
p + [H, H i]p.

Ici, [H, H i]p désigne le sous-espace de TpM engendré par l’ensemble des Z(p), où Z = [X, Y ] est un
champ de vecteurs qui s’écrit comme commutateur d’un champ de vecteurs horizontal X et d’un
autre champ de vecteurs Y , tangent à H i en tout point. On définit alors Lie(H)p :=

⋃+∞
i=1 H i

p.

Bien entendu, l’ensemble des champs de vecteurs tangents en tout point à Lie(H) forme une
sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs de M . On dit que H est un champ de
plan Lie-générateur si, pour tout point p, Lie(H)p = TpM , comme dans le groupe de Heisenberg.

On a vu dans ce dernier cas que si X et Y sont des champs de vecteurs horizontaux, alors,
infinitésimalement, on peut se déplacer dans la direction [X, Y ] par des courbes horizontales. En
itérant le procédé, on obtient le théorème de connectivité de Chow.

Théorème 2 (Chow) Si H est Lie-générateur, alors pour tous points p, q de M , il existe une courbe
horizontale C1 par morceaux reliant p et q. En particulier, dans ce cas, la distance sous-riemannienne
entre deux points est toujours finie.

Voir [5] pour une preuve détaillée. Dans toute la suite, on supposera que H est un champ de
sous-espaces Lie-générateur.

2.3 Topologie induite et boules embôıtées

On va ici énoncer le théorème de la boule embôıté dans le cas général. On peut déjà en deviner
l’énoncé à partir du cas du groupe de Heisenberg (corollaire 1 de la section 1.5).

La suite (ni(p))i∈N∗ des dimensions des espaces (H i
p) est évidemment croissante et stationnaire.

Comme on a supposé que H est Lie-générateur, sa valeur stationnaire est n = dim(M). On note r(p)
le premier entier vérifiant nr(p)(p). On définit alors le vecteur de croissance de H en p par

n(p) := (n1(p) = k, . . . , nr(p)(p) = n).

On dira que p est régulier si n(p) est constant au voisinage de p. On définit également ki(p) :=
ni(p) − ni−1(p) = dim(H i

p/H
i−1
p ), et on note k(p) := (k1(p), . . . , kr(p)(p)).

Enfin, pour un vecteur a = (a1, . . . am) à coefficients entiers, on définit Box(a, r) :=
∏m

i=1[−ri, ri]ai .
On alors le résultat suivant. Voir [5] ou [1] pour une preuve.

Théorème 3 (Boule embôıtée) Il existe des coordonnées (x1, . . . , xn) au voisinage de p, et des
constantes δ, C > 0 telles que, pour tout 0 < ε < δ :

Box(k(p),
1

C
ε) ⊂ BSR(p, ε) ⊂ Box(k(p), Cε).

En particulier, la topologie naturelle de M et la topologie induite par la distance sous-riemannienne
cöıncident. De plus, si p est régulier, alors au voisinage de p la dimension de Hausdorff de M est
∑r(p)

i=1 iki ≥ n.

Dans le cas de H, on avait calculé explicitement la distance sous-riemannienne, et on en avait
déduit le théorème. En fait, on peut le montrer directement.
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3 Géodésiques des espaces sous-riemanniens

En utilisant la même méthode que dans le cas riemannien classique, on obtient le théorème de
Hopf-Rinow sous-riemannien, voir [5].

Théorème 4 (Hopf-Rinow) Si H est Lie-générateur, alors pour tous points p, q de M , il existe
une géodésique minimisante reliant p et q si et seulement si M est complet pour la distance sous-
riemannienne.

On suppose à partir de maintenant que M vérifie cette complétude. Une des grandes questions
de la géométrie sous-riemannienne est alors la suivante :

Question 1 Toutes les géodésiques sous-riemanniennes sont-elles lisses ?

Dans cette partie, nous tentons d’expliquer d’où vient la difficulté.

3.1 Géodésiques normales

Pour plus de simplicité, on suppose M = R
n. Ainsi, l’espace cotangent s’identifie R

n×R
n. Notons

(X1, . . . , Xk) un repère orthonormé de champ de vecteurs horizontaux. On définit alors le hamiltonien
h sur l’espace cotangent par h(p, P ) := 1

2

∑k

i=1 P (Xi(p))2, où p ∈ M , et P est une forme linéaire sur
TpM .

Définition 4 Une géodésique normale p(t) est une courbe non constante, qui est la projection sur
M d’une solution (p(t), P (t)) dans le cotangent de l’équation hamiltonienne

{

ṗ = ∂P h(p(t), P (t)),

Ṗ = −∂ph(p(t), P (t)).

On peut alors montrer, en utilisant une méthode similaire au cas riemannien classique (voir [5]) :

Théorème 5 Les géodésiques normales sont des géodésiques.

Remarquons en particulier que les géodésiques normales sont lisses. Une des grandes différences
entre la géométrie riemannienne classique et la géométrie sous-riemannienne vient de ce que toutes
les géodésiques ne soient pas des géodésiques normales.

3.2 Application point final, courbes singulières

Il est possible, pour tout point p0 ∈ M , de munir d’une structure de variété de Hilbert l’espace
des courbes horizontales partant de p0, noté Ω(p0, H), grâce à la bijection

Φ : L2([0, 1], Rk) → Ω(p0, H),

où Φ(u1, . . . , uk) est la courbe vérifiant c(0) = p0 et c′(t) = u1(t)X1(c(t)) + · · · + uk(t)X(c(t)). On
définit alors fin : Ω(p0, H) → M l’application point final par fin(c) = c(1). Elle est différentiable
pour la structure lisse de Ω(p0, H). Voir [5] pour plus de détails.
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Une courbe singulière est un point singulier de l’application point final. Intuitivement, c’est une
courbe qui n’admet pas de variation horizontale dans toutes les directions. En particulier, une courbe
singulière n’apparâıtra pas par exemple dans l’équation d’Euler-Lagrange d’un calcul de variations
sur les courbes horizontales, puisqu’elle ne possède pas toutes les variations. Une courbe régulière est
une courbe qui n’est pas singulière.

On a déjà le résultat suivant (voir [5]) :

Proposition 5 Toute géodésique régulière est normale. En particulier, une géodésique régulière est
lisse.

Toutefois, on a des exemples de géodésiques anormales (i.e. qui ne sont pas des géodésiques
normales).

Exemple : la courbe c(t) = (t, 0, 0) dans R
3 est singulière pour la structure induite par le champ

de plans horizontaux engendrés par les vecteurs X := ∂
∂x

− 1
2
y2 ∂

∂z
et Y := ∂

∂y
. En effet, on peut

montrer qu’une courbe suffisamment C1-proche de c ayant même point initial et même point final
que c est une reparamétrisation de c !

De plus, pour la métrique sous-riemannienne définie par < X, X >=< Y, Y >= 1 et < X, Y >= 0,
on peut montrer que c est une géodésique, mais qu’elle ne vérifie pas les équations hamiltoniennes
de la précédente sous-partie. Ainsi, ce n’est pas une géodésique normale. En fait, on peut voir que c
est une géodésiques pour toutes les métriques sous-riemanniennes associées à cette distribution ! En
revanche, elle pourra être normale pour certaines de ces métriques. Voir [5].

Le lien entre les géodésiques singulières et la régularité de la distance sous-riemannienne est très
étroit. Par exemple, dans le cadre analytique, en l’absence de telles géodésiques, celle-ci est sous-
analytique. En particulier, les sphères sous-riemanniennes sont alors des variétés sous-analytiques.
En revanche, dans l’exemple précédent, on peut voir que ni la distance à l’origine ni les sphères ne
sont sous-analytiques ([6]). C’est également à cause de l’existence de ces courbes singulières que le
problème de la topologie des petites sphères (à savoir, sont-elles toujours homéomorphes aux sphères
habituelles) est toujours ouvert.

On peut montrer que presque toutes les distributions de rang 2 en dimension 4 ou plus ont
des géodésiques singulières, et auront sans doute des géodésiques anormales ([7]). En revanche, on
sait aussi que presque aucune distribution de rang au moins 3 en dimension 3 ou plus n’admet de
géodésique singulière ([8]).

4 Calcul différentiel horizontal

4.1 Gradient horizontal et laplacien sous-riemannien

Définition 5 On dit qu’une fonction continue M → R est horizontalement C1, et on note f ∈ C1
H , si

pour tout champ de vecteurs horizontal X, la dérivée partielle X(f) de f selon la direction X existe
et est continue. On définit de la même manière les Cr

H(M), pour r = 2 . . .∞. On note alors ∇Hf :=
X1(f)X1 + · · ·+ Xk(f)Xk le gradient horizontal de f , où (X1, . . . , Xk) est un repère orthonormé de
H.

Cela permet de définir la notion de sous-variété horizontale régulière : une hypersurface régulière
par exemple est un ensemble S qui peut s’écrire localement comme S = {f = 0}, ou f ∈ C1

H(M),
et tel que ∇Hf n’est jamais nul sur S. En particulier, certaines sous-variétés S de M auront des
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singularités : ce sont les points p de S tels que Hp ⊂ TpS. L’étude métrique des sous-variétés d’une
variété sous-riemannienne est bien plus compliquée au voisinage de ces points. Par exemple, on ne
peut pas définir l’équivalent de la seconde forme fondamentale au voisinage d’un point singulier, alors
qu’il est aisé de le faire en un point régulier, voir [4].

L’étape suivante est de définir le laplacien sous-riemannien d’une fonction f ∈ C2
H(M). Toutefois,

il n’y a pas de définition canonique de celui-ci : dans le cas riemannien, on définit le laplacien
de f par div(∇f), mais la divergence est ici mal définie. En effet, div(X) est la fonction vérifiant

X(µ) = div(X)µ, où µ est la mesure canonique de notre espace. Toutefois, dans le cas sous-riemannien,
la mesure de Hausdorff et la forme volume induite par la métrique (appelée mesure de Popp, voir[5])
ne cöıncident pas.

On n’entrera pas ici dans ces considérations : on définit simplement le laplacien sous-riemannien
par ∆SR := X2

1 + · · ·+X2
k , où les Xi forment ici encore un repère orthonormé de H . L’importance de

cette opérateur vient de ses nombreuses applications. Par exemple, si on laisse évoluer une surface
selon l’équation de la chaleur, elle convergera (dans certains cas, du moins) vers une surface minimale.
Ce fait a des applications en reconstitution d’images par exemple.

4.2 Hypoellipticité du laplacien sous-riemannien

Bien entendu, C1(M) ⊂ C1
H(M). Toutefois, dans le cas où H est Lie-générateur, on voit qu’en

dérivant de multiples fois dans des directions horizontales, on finit par obtenir toutes les dérivées, à
tous les ordres. D’où le résultat suivant (voir [4]).

Proposition 6 Si f ∈ C∞
H (M), alors f est C∞(M).

Pour des raisons similaires, on a le théorème suivant, dû à Hörmander, qui explique le lien étroit
entre opérateurs hypoelliptiques et géométrie sous-riemannienne.

Théorème 6 (Hörmander, [3]) Soit P un opérateur différentielle d’ordre deux sur les fonctions
réelles sur M , s’écrivant P =

∑k

i=1 X2
i +

∑m

l=1 Yl + C, où les Xi et Yl sont des champ de vecteurs
agissant par dérivation. On suppose de plus que les crochets itérés [Xi1, [Xi2 . . . , Xir ] . . . ] engendrent
l’espace tangent à M en chaque point de M .

Alors P est hypoelliptique, c’est-à-dire que pour toute distribution u sur M , si Pu est C∞ au sens
des distributions, alors u est une fonction C∞.

En particulier, le laplacien sous-riemannien de (M, H, g) est hypoelliptique si H est Lie-générateur.

Toutefois, on n’a pas toujours Pu analytique entrâıne u analytique. Un opérateur vérifiant cette
propriété est appelé hypoelliptique analytique. Un des buts de la thèse de l’auteur sera de tenter de
démontrer le résultat suivant.

Conjecture 1 Si (M, H, g) a une géodésique singulière, alors son laplacien sous-riemannien ∆SR

n’est pas hypoelliptique analytique.
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Conclusion

La géométrie sous-riemannienne est un domaine riche aux particularités très intéressantes. Cette
introduction est très incomplète bien qu’elle présente une grande partie des résultats de base. Par
exemple, la nilpotentization de l’algèbre de Lie engendrée par les sous-espaces horizontaux, et son lien
avec les groupes de Carnot n’ont pas été mentionnés. On n’a pas non plus traité en détails d’autres
exemples d’espaces induisant naturellement une géométrie sous-riemannienne, comme l’holonomie
sur les fibrations. Pour tous ces exemples, voir [5].

Elle a des applications dans de nombreux autres domaines des mathématiques, l’étude des espaces
symétriques. C’est également grâce à la géométrie sous-riemannienne que Gromov ([2]) a montré
son fameux théorème sur les groupes à croissance polynômiale. On peut également parler de ses
nombreuses applications en imagerie médicale, reconstruction d’images, aéronautique, et robotique.
Par exemple, l’équation de la chaleur sous-riemannienne sur le groupe des déplacements de R

2 permet
de reconstituer une image occultée.
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