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 ��� ������ �
� ���
������	
� ��
� �


	���
�' �	���

�� ����
� �
 �� ���
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 �
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�����
�
 �
 �	��
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	 �� ���

��������

3
 	��
�$
 n ���������	
� �
���

��
�
� (Xi,Yi)1≤i≤n ���
 �)�
 �	���
 �
 $������
�
�����	��
� (X,Y )� �
 �	� �
�	

�
 P ! 3
 � X ∈ X �
 
����
 �
������
 
� Y ∈ Y = {0,1}

�� �
 ���
� ������� * X! 3
 �	�����
 �	�$	�� ���
���

� �
 ���
� y ∈ Y ���	��� * �
 �	�
�
��
��	
��
 x �
 X !
��������� �	� 
��
��������	 3
 ���
��
 ������	
�� �	��
 ���������	
 �
������
 t : X �→
Y � 
� 	
 
	�
 S ��

�
���
 �
� �������
���!

4	�� �$���
� ��
��
�� �	����
 ��� �
 �������
��� 	
 �	�� �	�� ����	�� ���
�� �

 ��
��
���
 �
 �
��
 γ : S ×X × Y → R

+! (
 ��	�' ���
� �	�� γ 
��

γ(t,(x,y)) = 1lt(x) �=y.

�
 �����
 �� �������
�� 
�� ��	��

P (γ(t,·)) = P (Y �= t(X)).

�
 ��	��,�
 �
 �� �����������	
 +��
���
- 
�� �
��� �
 �� ��
�������	
 �
 �
 �����
!

2	

�����
� P � �
 �������
�� 	������ 
�� �
 ������	
�� �
 ���
� s�� ���
� ���

s�(x) = 1lη(x)≥ 1
2

�$
� η(x) = P (Y = 1|X = x).

����
�������
� 5	�� t �
 ����
 �������
��! 3
 � ��	��

P (Y �= t(X)|X) = (1 − η(X))1lt(X)=1 + η(X)1lt(X)=0

≥ (1 − η(X)) ∧ η(X)
= P (Y �= s�(X)|X).

6



7 �� �
�	
�
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� 	
 � 
	�� a∧b �	�� min(a,b)! 3
 
	�
�� ����
�

� a∨b �	�� max(a,b)!
�
 �������� ��

 ������ 

 �����
� ��' 
�����
�
�!

0	�	
� ��
 �� ���
���	
 �
 s� ��� ���$�

�

� {η(X) = 1/2} 

 ���
�
 ��

 �	�� �	

�����
! �� �
��
 �
�����


l(s�,t) = P [Y �= t(X)] − P [Y �= s�(X)]


�� �	����$
 
� �
���
 ��
��
�� �	����
 ��� �
 �������
�� t! 3
 �	�����
 �	
������
 �
 �����
���
�� ŝ 
�����
� s� �$
� �	�� �
��
� �	

�
� �
� (Xi,Yi)1≤i≤n! �� ������� ���
 
������
��

�� �
����
 ��� EP [l(s�,ŝ)]!

� ������
����� 
� ��
��	 	�������	

��� �����	�
�

(

 ����	�
 
����
��
 
�� �
 ��������
� ��
� �
 ��	��,�
 �
 ��
�������	
 �� �����

P [γ(t,·)] �� �	� P ��� �� ��� 
�������


Pn =
1
n

n∑
i=1

δ(Xi,Yi).

2
�� �
$�

� * ��
����
� �
 �����
 
�������
 γn(t)� ��� 
�� ���� * ��
��
�� �	����
 ��� t
��� ������
����	
 �
� (Xi,Yi)1≤i≤n 8

γn(t) =
1
n

n∑
i=1

γ(t,(Xi,Yi)).

��������� �	� 
�������	 (
 �	�,�
 S 
�� �
 

�
���
 �
 �������
���! 9�
� �
 ����
 �

�� �����������	
� 	
 ����� �����

S = {1lA/A ∈ A}
	: A 
�� �

 ������
 �
 �����
� �
 X !
��������� �	� 
����	 ;��
� �	

� �
 �����
 S� ��
������
�� ��� ��
��������
 ��
�����
 
�������
 +"<=- ��� S 
��

ŝ ∈ arg min
t∈S

γn(t).

0	�	
� ��
 �	����
 �
��
 �	�

 inf 
�
�� ��� ���
�
�
� 	� �����
�

� ���
� 	
 

 �
��
��� �� ������
� 

 �������
� 	
 �
 �	
�

�
 ���
 ��
����
�� ����	��� �� �����
 
�������
!

��"<= ����

�
 ���$�
���
 ��)��
 �
 ��� ���������
� ��
�������	
 ��� ��
���� �

��
�����
! 3
 �	���� ��� �������
� �
� ��������� ��#* 	��

�� ��
� �
 ����
!

��� �����
�
� �� ������

3
 �
�� 
����
� �
 �����
 �
 ��"<= EP [l(s�,ŝ)] 

 �������
� �� �
���
 ���$�
�
 �
 ��
�	���
'��� �� �	�,�
 S!
��������� �	� 
��
��� �� �
������������������	 5� A 
�� �

 ������
 �
 �����
�
�
������
� �
 X � 	
 
	�
 mA(N) = supC∈P(X), Card C≤N Card {A ∩ C/A ∈ A} ! 3
 ���
��
 A 
�� �

 �����
 �
 ���
�����
���


��� �	����


V = sup{N/mA(N) = 2N} < ∞

� V 
�� ���
��
 �� ���

���
 �
 ���
�� �
 A!

�



��
���
 �!6� ��

�
���
 Ac �
� �����
� �	
$
'
� �
 R
2 
�
�� ��� �

 �����
 �
 ���
�� ���

∀k� mAc(k) = 2k!

��
���
 �!�� ��

�
���
 �
� �����
� * �	�
� �
 V ����

�� �
 X 
�� �

 �����
 �
 ���
��
�
 ���

��	
 V !

��
���
 �!>� 5� A = {] −∞; a]/a ∈ R} 
� X = R� ��	�� mA(2) = 3 < 22 �	
� ��
�� �


�����
 �
 ���
�� �
 ���

��	
 6!

��
���
 �!?� ��

�
���
 �
� �
���
����
� �@

� �
 R
d 
�� �

 �����
 �
 ���
�� �
 ���

�

��	
 d + 1!

�� ���

��	
 �
 ���
�� �
 A ������ �� �������� �
 S * �����
��
� �

 �����
 ���



�
���
 �
� �
 �	�
�� �
 X ! "
 ���������
�� �� V ≥ n� �
 �����
 
�������
 �
 ��"<=

�� �	�#	��� 
�� �	����
 {X1, . . . ,Xn} ������
 �
 sup ��
� mA(n)� ��
��
 ��
 �	�� �� �	� �

Y �����
� X! 2
��
 �������	
 
�� * �$��
� �	�� �

 �	


 
�������	
 �
 s�� 

 �
������

��
 ����
 ����� �
�� ��	�� 1 �$	�� �
 
	���
�' ��
����
��� �	�����
�� 
� 
	�� 
��$	
� ���
���
�	�����	
� �	�� ��	���� 

��
 
�'!

��� ��
���� ��
��� �������

 ���� �� ���!�� 5	�� P(S) �� ������
 �
� �	�� P �
��
� ��
 s� ∈ S! ���	�� ����A� �
�	
��� ����� 
'���
 �

 �	
���
�
 k1 > 0 �
��
 ��


sup
P∈P(S)

EP [l(s�,ŝ)] ≤ k1

√
V

n
. +�!6-

0	�	
� ��
 �� s� /∈ S� 	
 � �� �)�
 ��#	����	
 �$
� �
 �
��
 �������

����
 l(s�,S) =
inft∈S l(s�,t)! B� ��@� 

 
C
� �
 �
�����
� s� ��� π(s�) ∈ S ��� ������
 ��inf 
� �
 �	�
�
l(π(s�),t) = l(s�,t) − l(s�,π(s�))!

���!�� "���"
# �
 �����
 ��
���� �	


 �
 �	1

 �
 ���
�� ��	��������� ���
 
����
���
��! 5� P 
�� �

 ������
 �
 �	��� 	
 �	�


Rmin max(P) = inf
s̃

max
P∈P

EP [l(s�,s̃)]

	: ��inf 
�� ���� ��� �	�� �
� 
������
��� s̃!
9
� �����

�� �	���
��	��
� �
��
��

� �

 
�������	
 �� �����
 ��
���' ��
� �
 ���

	: S 
�� �

 �����
 �
 ���
�� 
� P = P(S)! 9
$�	1
 
� ���	�� �9��D 	
� ��
�� �	
���
����� 
'���
 �
 �	
���
�
 k2 > 0 �
��
 ��


Rmin max(P(S)) ≥ k2

√
V

n
+�!�-

7 �

 �	
���
�
 ��,�� ��"<= 
�� �	
� 	������ �� �

� ��
���' �	�� P = P(S)!
3
 �	������ �

�
� ������ �����,$
 ������
 �� �����
 �
 ��"<=� ���� �� 
�

 
�� ��

!

2	
�����
� �� ������
 P(S) 
�� 

 
C
� ��,� �
�������
! /�
��� ��
� �� �������	
 +��,� 	��
������
- 	: Y = η(X)� 	
 �	
��
 ��
 �
 �����
 
�� 

 V

n ! 0	�� $
��	
� ���� �	�
 ��
 �
�
�1�	��,�
� ���� ����	

���
� ��� P �
��
��

� ��	��

�� �
� �	�

� �
�
��������
� ��� �

�����
 �
 ��"<=!
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 �	
� * �� ���
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 ��	�$
�� �


�	


 �
��	�����	
 * �� �	
�

�����	
 ��
� �
 ����
 ����������
 ��
� �=��A> !

��� �������	� �� �
����	��	�
�

��	�#
� �
 �� ���	��
 �
 �� �	
�

�����	
 �
 �� �
���
 
�� �
 ���
���
� �	��

� �


�	
���	
 Z �
 n $������
� �����	��
� �
���

��
�
� +�
 �)�
 �	� 	� 
	
- �
 �	
�

��

���	�� �
 �	
 
�����
�
! B� ������ ��
����
� ��	���
 �
 ���
�
�� �
 |Z − E(Z)|� �$
� Z =
ζ(X1, . . . ,Xn)! �
 ���	�,�
 �

���� �����
 

 
�� �
 
'
���
 �����

����
� Z ���
� ��
�	1



 �
� Xi� �
���

��
�
� 
� �
 �)�
 �	�! "
 �����������	
� 	
 ���
���� �	�$	��
�	
�����
� +��� 
'
���
- �
� $������
� �
 �� �	��


Z = sup
f∈F

n∑
i=1

f(Xi).

B����
�

�� 	
 $	������ ���
�
��
 �
� ��������� �� �1�


P
[
Z − E(Z) ≥

√
x varZ

]
≤ e−ηx

�	�� �	�� x > 0� �$
� �

 �	
���
�
 η > 0! "
��
�	�� �� ��� ������

� 	
 �
 �	
�

�

�	�$

� �


P
[
Z − E(Z) ≥ √

xv
] ≤ e−ηx

�	�� �	�� x0 ≥ x > 0� �$
� v ≥ varZ 
� �

 �	
���
�
 η > 0!

���
������� �
 E������
� �����
 �
 ��� 	: Z 
�� �
 ����
��� �
 ��	�
���� 
�������
�!
F	����
� �F	�A� 

 � �	
��� �

 $
���	
 	: �
� �	
���
�
� �	
� 	������
�!

$���������� �	� 
%��&
���� �� '
�
&�
��(  ���!����	  ��

� ξ1, . . . ,ξn �
� �����!�
�
��������
� ������" (ft)t∈T �

 ������
 ��
��!��!�
 �
 ��
����
� �
����!�
� 
� �
��
� ��


∀t ∈ T, ‖ft − E [ft(ξ1)]‖∞ ≤ b.

#
 ���
 v = supt∈T var (ft(ξ1)) 
�

Z = sup
t∈T

1
n

n∑
i=1

(ft(ξi) − E [ft(ξi)]) .

$����" ���� ���� x > 0"

P

[
Z − E(Z) ≥

√
2x

( v

n
+ 2bE(Z)

)
+

bx

3

]
≤ e−x.

?
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����!
2	���
�
� �$
� �
� �
�������� �
 �	
�

�����	
� 
��
� �
��
��

� �	
� �
 �	
��G�
� �
 �1�

�
 $������
 �����	��
 ��� �
 �$�

�

� �
 ���
�
 ��	��������! 0	�� ������
�	
� �
 �
��

��
�,�
 ���
������� ��'����
 ���$�
�
!
$���������� �	� 
%��&
���� "
#�"
�� ���� �� ���)����� ��������	  ��� S ��
���
!��!�
" u ∈ S" ω : S → R

+ �
� ��
 ω(u) = inft∈S ω(t)�  ��� Z �
 ����
���� �
�
�� ���

S �
� ��
 ∀ε > 0" E

[
supt∈Bu(ε)(Z(u) − Z(t))

]
< ∞ ��
� Bu(ε) = {t ∈ S/ω(t) ≤ ε}�

 ��� ψ : R
+ → R

+ �
��
 ��
 x �→ ψ(x)
x 
�� ���������
�
 ��� R

+ 
� ∃ε� > 0" ∀ε ≥ ε�"

E

[
supt∈Bu(ε)(Z(u) − Z(t))

]
≤ ψ(ε)�

$����" ∀x ≥ ε�"

E

[
sup
t∈S

Z(u) − Z(t)
ω(t)2 + x2

]
≤ 4ψ(x)

x2
.

��� ���
� �� �������

/�
 ��������� �
� �	�

� ���� �

� ��� �
 �����
 �
 ��"<= ��
� �
 
	���
�' ���
+�	
� �� �����������	
-� =������ 
� 0����
� �=0A> 	
� ������ �
 ���	�,�
 ��
����! 0	��
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� ��� �

 �	��
 �
 �
� ��������
� ������
 �� ����
 �
 �� �����������	
! 2

���	�,�
 �
��
 �	��
�	�� ��,� ��������� ����� �� �
���	
 ���$�
�
 �	
�����
 * �
� ���������	
�
�
��
��
��
 �
 ��
�' 

 ������ �� �	���
!

�
� 
	����	
� �	
� �
��
� ��� 	
� ��� �
��	����
� ������
��

�! 3
 
	�


γn(t) = γn(t) − P [γ(t,·)]

�
 �����
 
�������
 �

���!
'�����"� �	� 
�
��
��( *�����) �++��	  ��� S �
 �����
 ��
��!��!�
"  ��� d ��
��
���������
�
 L2(PX) ��� S�

 ��

� w 
� φ ������

�
� % �� �����
 C1 �
� ��
����
� ψ �������
�
� ��
��
�
� �
 R
+

��
� R
+ �
��
� ��
 x → ψ(x)/x 
�� ���������
�
 
� ψ(1) ≥ 1�

#
 ������
 ��
 w ��
��&�
 �
 �����
 �
 ��
��
���� �
�����
 �
 d ��� ������� % l '

∀ε > 0, sup
t∈S, l(s�,t)≤ε2

d(s�,t) ≤ w(ε)


� φ �
 �����
 �����������
 �
 ��
��
���� �
�����
 �
 γn ��� ������� % d '

∀u ∈ S, ∀σ > 0 �
� ��
 φ(σ) ≤ √
nσ2,

√
nE

[
sup

t∈S,d(u,t)≤σ
γn(u) − γn(t)

]
≤ φ(σ).

 ��� ε� �(�
���
 �������
 �
 �(�������

√

nε2� = φ(w(ε�)) 
� ŝ ∈ S �
� ��
 γn(ŝ) ≤
ρ + inft∈S γn(t) ��
� ρ > 0�

$����" �� 
����
 �

 ��
���
�
 �!����
 κ > 0 �
��
 ��


∀y ≥ 1, P
[
l(s�,ŝ) > 2ρ + 2l(s�,S) + κyε2�

] ≤ e−y.

�
 ���������
�"
E [l(s�,ŝ)] ≤ 2

(
ρ + l(s�,S) + κε2�

)
.

D



�
� �
��
� ρ 
� l(s�,S) �	
� �
�$�����
�! H�
��
�

�� �
�� ε2� ���
���
 �� �	���
'��� ��
�	�,�
 S! �
� �
�' �	
���	
� ψ 
� w #	�

� ��
�� �
 �G�
 �	
���

���� $�� �� ���
���
���	

�
 ε�!

<
�����	
� ��
 ���1�	��,�
 S ��
	������
 �
�� )��
 �
������
 ��� �

 �1�	��,�
 �

������������ ��
 
	�� 

 �������	
� ��� ��� ��� �	��� �
 ����������!

)���

�� �
 ��
��
� 3
 �
�� �����
� ��	�� ���
� ���
�����
� ��
� �� ���	
������	
 �
 �

���	�,�
!

6! B
��	�����	
 ���

 �	
������	
! 5	�� π(s�) ∈ S �
� ��
 l(s�,π(s�)) ≤ l(s�,S)+ ε2�! 3

� ��	��

l(s�,ŝ) = l(s�,π(s�)) + γn(ŝ) − γn(π(s�)) + γn(π(s�)) − γn(ŝ)
≤ [ρ + l(s�,π(s�))] + [γn(π(s�)) − γn(ŝ)]

4	�� 
����
� �
 �
�'�,�
 �
��
� 	
 �
��	���� �

 �	
������	
� �$�
� �
 �
�����
� ŝ
��� t ∈ S ��
��	
��
 
� �
 ����
� �� sup! 4	�	
� x =

√
κ′yε�� κ′ ≥ 1 ���
� * ��	����

���� ����� 
�

Vx = sup
t∈S

γn(π(s�)) − γn(t)
l(s�,t) + x2 + ε2�

.

3
 � ��	��

P
[
l(s�,ŝ) ≥ 2 (ρ + l(s�,S)) + x2 + 3ε2�

] ≤ P

[
Vx ≥ 1

2

]
��	: �
 �������� �

	
�� �$
� κ = κ′ + 3 �� �
��
 �
�
�,�
 ��	�������� 
�� ��#	��
 ���
e−y!

�! 3
 �������
 ���
������� �
 F	����
� * Vx �$
�

v = nw1(x)2, 

 
	��
� w1(x) = 1 ∧ (2w(x))
b = 1

ft(ξ) =
γ(t,ξ) − γ(s�,ξ) − E[γ(t,ξ) − γ(s�,ξ)]

l(s�,t) + x2 + ε2�
,

��	: Z = x2nVx! 3
 	���

� ��	��

P

[
Vx − E(Vx) ≥

√
2(w1(x)2x−2 + 2E(Vx))y

nx2
+

y

3nx2

]
≤ e−y.

>! 3
 �	
��G�
 E[Vx] * �����
 �
 ���
������� ��'����
 +��	�	����	
 >!�-� �$
� u = π(s�)�
ω(t)2 = l(s�,π(s�)) + (P (γ(t,·) − γ(π(s�),·)))+ 
� ψ(ε) = φ(2

√
2w(ε))� 

 
	��
� a+

�	�� max(a,0)! 3
 	���

� ��	��

E(Vx) ≤ 8
√

2
κ′ ,

��	: �
 �������� 

 ��

�
� κ′ ���
I ���
�!

� �	���	��	
 ����	
 ���� ����� � ��	� ��	 ���
����� 
	 ����	

=�
�� �
 �
� 	������ 
	�� �	�$	
� ���	����� 	��

�� �

 
�������	
 ���� �

 �� �����

�
 ��"<= 

 �����
� �
� �1�	��,�
� �������

����
� ��� P 
� S! "
��
 �
 �
�������
 ��
O(n−1/2) 
� �� $��
��
 O(n−1) �� ��� 	: Y 
�� �

 �	
���	
 ���
���
���
 �
 X� 	
 ��	�$

��
�� �	��
 �

 $������ �
 �����
� 

 O(n−α)� 1/2 < α < 1!

J



!�� "
���	�
� �� �����

�
� ���
� �	�� P �	
� �
��
� �	�� �
���
��
� η �
�� )��
 ���������
�

� ��	��
 �
 1/2!
=���

 
� E�1���	$ �=E�� 	
� ��
�� �
��	���� �� ��
�����
 �
 ���*
 ���$�
�
 ��� P 8

∀t ∈ S, l(s�,t) ≥ c0‖s� − t‖κ
L1(PX). +?!6-

3
 �	���

� �
 ��

 

��
 +?!6- 
� �
 �	��	��
�

� �
 η ���	�� �
 1/2 

 �	
������
� �
�
�
�' $
���	
� ��������
� ����
��	��!

5��� 
'���
 �
� �	
���
�
� C > 0 
� 0 < α ≤ ∞ �
��
� ��


P (0 < |η(X) − 1/2| ≤ t) ≤ Ctα, +?!�-

��	�� +?!6- 
�� $�����
 �$
� κ = 1+α
α !

4��� �����
�

� 

�	�
� ���� 
'���
 h > 0 �
� ��


P (0 < |2η(X) − 1| < h) = 0 +?!>-

��	�� +?!6- 
�� $�����
 �$
� κ = 1 
� c0 = h! "
 
C
��

l(s�,t) = EP [|2η(X) − 1| · |s�(X) − t(X)|]
≥ h‖s� − t‖L1(PX)

3
 
	�
�� P(S,h) ��

�
���
 �
� �	�� P �
��
� ��
 s� ∈ S 
� �� �	
����	
 +?!>- 
�� $�����
!
�� �	
����	
 �
 ����
 �	��
�� ��
�� �

 �
���
 �� %�����& �
���� ��� P � 
� �
��
�

�
 �	
�����
� �
� ��� �	�
� �
�������
� ��
 P ∈ P(S) = P(S,0) ��� ���	���

� η * �

�	
�

��
� ��,� �	��
�

� ���	�� �
 1/2! �
 ��� �
 ���� 	�������
 
�� P(S,1) 
� �	��
��	
�
* �����

�
 ��
��
���!

!�� "�
 ��
 ���

�
 �� ������

���!�� /$
� �� �	
����	
 +?!>- 
� �� ���

��	
 �
 ���
�� �
 A� =������ 
� 0����
�
�=0A> 	
� 	��

� �

 �	�

 �
���
��
 ��
 +�!6- 8

sup
P∈P(S,h)

EP [l(s�,ŝ)] ≤
⎧⎨⎩κ

√
V
n �� h ≤

√
V
n

κ V
nh

(
1 + log nh2

V

)
�� h >

√
V
n

+?!?-

)���

�� �
 ��
��
� �� �	
����	
 �
 ����
 +?!>- ������� l(s�,t) ≥ hd2(s�,t) 
� �
��
� �

��

��


w(ε) = h−1/2ε. +?!D-

0	�	
� ��
 �
 ��	�' w ≡ 1 
�� �	�#	��� �	�����
!
�
 ��	�' �
 φ 
�� ���� ������� 
� �
�	�
 ��� �
� �
�������� ��'����
�! B� 1 � �� �	�
�

�
�' ��
�,�
� �
 �
���
� �� %�����
& �
 A� 
� �	
� �
�' ��	�' �	�����
� �	�� φ 8 �$
�
��

��	��
 �	���
��	��
 �����	��
 
� �$
� ��

��	��
 �������
 �
�$
��
��
! 9�
� �
 �
�	
�
���� 	
 �
�� 
'����
� φ * �����
 �
 �� ���

��	
 �
 ���
�� V 8

φ(σ) = Kσ
√

V (1 + log(σ−1 ∨ 1)). +?!J-

"
 �	���
�
� �
� �
�' ��	�' �	�� w 
� �
� �
�' ��	�' �	�� φ� 
	�� �$	
� �����


��
�,�
� ���������
� �
 ���	�,�
 >!>! /$
� φ ���
�
 ��� +?!D-� w ≡ 1 �	


 ε2� = K
√

V
n �

��
��� ��
 �� ���
���	
 +?!D- 
	�� �	




ε2� ≤ K2

(
V (1 + log((nh2/V ) ∨ 1))

nh

)
3
 

 ������ �� �	�

 +?!?-!

K



���!�� "���"
# 2
��
��� 
�� ��
���' L �� ����
�� �	����������
 ��,� L ������


Rmin max(P(S,h)) ≥ κ′
(√

V

n
∧ V

nh

)
�� 2 ≤ V ≤ n. +?!K-

9
 ����� �	����
 A 
�� ��

�
���
 �
� �
���
����
� �
 R
d +
� �	
� V = d + 1-� �
 ����
��

�	����������
 
�� 
��
�����
� �� ����
�� (1 − h) ��,� 8

Rmin max(P(S,h)) ≥ κ′′(1 − h)
[

d

nh

(
1 + log

nh2

d

)]
�� 2 ≤ V ≤ n. +?!�-

!�� "�
 �� �#��	�
��� $ ��
���	


3
 �	�� ����	�� ������
� �
� �	�,�
� ��� 

 �	
� ��� �
� �����
� �
 ���
��� ����� 
�����
����
 �
 ����	�
� ���

 ����
 �
���
 �
 �� �	���
'��� ���
 

�
���
! 2�
�� �	����	� 
	��
�
��	����	
� ��� ��

�����
 % �����
��!

��������� ,	� 
�������� - )��)�����	 3
 
	�
 H[·](ε,S,μ) �
 log �� 
	���
 ��
����
�
 ��	��
�� [f,g] = {h ∈ S/f ≤ h ≤ g} ����� ���� �	�� �
�	�$��� S� �$
� ‖f − g‖L1(PX) ≤ ε!

3
 ��� ��	�� ����
 �	�,�
 S � �

 �	���
'��� ρ > 0 ���� 
'���
 �

 �	
���
�
 A > 0
�
��
 ��


∀0 < ε ≤ 1, H[·](ε,S,PX) ≤ Aε−ρ. +?!�-

3
 
	�
 P(S,κ,c0,ρ,A) ��

�
���
 �
� �	�� P �
��
� ��
 s� ∈ S 
� �
� �
�' �	
����	
�
+?!6- 
� +?!�- �	�

� $�����
� �$
� �
� �	
���
�
� �	��
��	
��
�
�! E�1���	$ �E�1A? � 	��

�
�	�� �
� �	
����	
� ��
�������	
 ���$�
�
 �� �����
 �
 ��"<=!

'�����"� ,	� 
'�./
����	  ��

� κ ≥ 1" c0 > 0" 0 < ρ < 1" A > 0" a > 0 
� S ⊂ S

�
 �����
� +��� ����
 ��� P ∈ P ⊂ P(S,κ,c0,ρ,A)" �
 ��
�����
 N �
 ���
�� �
 �����


a · n− 1
1+ρ ��� S ���� �� ��
���������
�
 L1(PX) 
� �
��
 ��
 N � �*��
�

� �

 !��

 �


�����
���� ρ� #
 ������
 �
 ���� ��


lim
t→0

sup
P∈P

P

(
0 <

∣∣∣∣η(X) − 1
2

∣∣∣∣ < t

)
= 0.

$����" �(�,- ��� N " 
��� ŝn" ����	


sup
P∈P

EP [l(s�,ŝn)] = O
(
n
− κ

2κ+ρ−1

)
+?!6A-

���
� n �

� �
�� +∞�

9�
� �
 ��� 	: A 
�� �� ������
 �
� ����	
� �	�
�
� �
 R
d �	
� �
 �	�� � �

 ����������

�
 MN��
� γ� 	
 �	
��
 ��
 �� �	���
'��� �
 S 
�� ρ = d−1
γ � 
� �
 �����
 �
 ��"<= 
�� ��	��

��1���	����
�

� 	������ �� �

� ��
���'!

��"<= ����

�
 ��
�� �

 �
����

 ��������$��� �� �����,��
 �
 ����
 κ 
� * �� �	��
��
'��� ρ 	� V �
� �	�,�
� ������
 �	
 �	�
 �
 ������ +S ���
� �	

�- 

 ���

� ��� �
 �
�
�����,��
�! "
 �
$�
��
� �
 ��	�' ���
 �	�,�
 S �
���
�� � ������ �
����

� �
�	�����	
�
��� P �� ��	
 $
�� 	������
� ��
�������	
 �
 s�! 4	�� �

��
 ��
��
�

� �� ��	�����
 �����
����$
� �� ���� 
�������
� ��
 �
� (Xi,Yi)1≤i≤n ��
� �
 ��	�'! 2�
�� ��	�#
���� �
 �� ���
���	

�
 �	�,�
�!

�



 !"�	����� 
	 ��
��	


%�� &�������

2	
�����	
� �

 ������
 (Sm)m∈M �
 �	�,�
� 
� �
 
������
�� ŝm ���	��� * �����
 �

�
� �	�,�
� +��� 
'
���
 ��"<= ��� Sm� ���� ��� 
��
�����
�

�-! ��	�#
� �
 �� ���
���	

�
 �	�,�
� 
�� �
 ��	���� m̂ ∈ M * ������ �
� �	

�
� �	�� �	
������
 �
 
������
��
s̃ = ŝm̂!

�
 �
���
�� ��	�' �	�����
 �
 m �
���� �������
 m� ��� ������


inf
m∈M

EP [l(s�,ŝm)] ,

���� �
 ��	�' 
��
����
 �� �	

�����
�
 �
 P ! (

 ��	�����
 �
 ���
���	
 �
 �	�,�
� �����

���
�
� �

 �������	
 ��	����
 * �	
���
�
 ��,� 8

EP [l(s�,s̃)] ≤ C inf
m∈M

EP [l(s�,ŝm)] .

(

 �
��
 �
������� 
�� ���
��
 �
�*����� �(�����
!
5	�$

�� 	
 �	�� �
 �	
�

�
� ���

 �
������� ���� �����
� �
 �� �	��


EP [l(s�,s̃)] ≤ C inf
m∈M

(EP [l(s�,ŝm) + χ(m))]

	: χ(m) 
�� �
 �
��
 �
 $����
�
 +
!�! δ̂n(m) 	� pen(m)� �	��
 ���
� ������,�-!

4�� �	
�������	
� �
 �����
 �
 ��"<= ����
�
 �	����
 S ���
���� ��	�� ��
 �
 
�
�� ��� �

��� �	�� �
 �����
 ��
� �
 ��"<= ����
�* ���

 �
����

 �	���
'���! B� ������ �	
� �
 ��	�$
�
�
 �	���	��� 

��
 �� ��
�������	
 �� ����� +��� �	���
 * ��

��
 �
 ��	� �	�,�
�- 
� �

�� $����
�
 +��� ����

�
 �$
� �� �	���
'��� �
 �
�'���-!

%�� "�
�� ��� �
������

�

B� 1 � �����
��� ����	�
� �	�� ��	���� m̂! 9�
� �
 ��� �
 �	�,�
� 
��	.��� (Sm)m≥1�
	
 �
�� �	
������
 �
� �	���
'���� δ̂n(m) ���

��
� �
� �	

�
� 
� ��	����

m̂ = inf
{

m ≥ 1/∀j > m, l(s�,ŝm) − l(s�,ŝj) ≤ δ̂n(j)
}

.

(
 ��
��
� ��� � ��� ���� ��� E�1���	$ �E�1A? � ��� � �	
������ �

 �
��
 ����	�
 ���
����������
 ��
� �
 ��� ���

 ������
 �
�
 �
 �	�,�
� 
��	.���� �$
� �
 �����
 



O((log n)
4κ

2κ+ρm−1 n
−κ

2κ+ρm−1 )

�	����
 P ∈ P(Sm,κ,c0,ρm,A)� �	�� �����
 $��
�� �
 m! O	�����
���� �O	�A> � �	
���
���	
 �	�$��� �)�
 �
 ����
� �� ����
�� �	����������
 +
� �	
� )��
 ��
���' �������
��
�

� ��� �	�� �
� �	�,�
�- 
� �	
�����
� �
 
	���
 $������
 Nn �
 �	�,�
� �	��$� ��

Nn 

 ���
����
 ��� ��	� $��
! 2
�

��
�� 	
 

 �
�� ��
��
�

� ����
� ����������$���
������
 E�1���	$ ������
 

�	�
 �
� �����,��
� ���

��
� �
 P ��
� �� �	
�������	
� 
�
�� ����	�
 �
 O	�����
���� 
�
�� ��� ���
��
�

� ���������
!

�



%�� "�
�� ��� ������
�	�
�

(

 ����
 ����	�
 
�� �� ��
��������
� ��
���*����
 ��	����

m̂ ∈ arg min
m∈M

{Pn(γ(t,·)) + pen(m)} .

�� ��
����� pen(m)� ��� �
�� )��
 ���
���
���
 	� ���

��
 ����
�

� �
� �	

�
�� �

�
�	���
 �
 �� %�	���
'���& �� �	�,�
 Sm! O	�����
���� �O	�A> � 	��

� �
� �
��������
��	����
 

 �������
� �
�' ����	�
� �
 ��
�������	
 +

 ��	�	
�
�

� �
 =������ �=��AA �
���

 ����� 
� �
 ���	�� 
� P
����� ��PA> � ������
 ����-� ���� ��
� ���
�
��
 ��	�#
����
�
 ����������$���! 2
��
��� 
�� �	�� ���
���
� #����� ��� 	��

�
� ���� ���
��

� ��� $�

�
 Q

� 
� E�1���	$ �E$�QA> ��
� �
 ����
 ��,� �
���
�
�!

�
 ������ ���$�
� ������
 �	��

� ��	
 �	�� ��	���� �� ��
����� 8 �	�� �	�� m ∈ M 
�
sm ∈ Sm�

γn(ŝm̂) + pen(m̂) ≤ γ(ŝm) + pen(m) ≤ γn(sm) + pen(m).

<
�����	
� ��
 �� t ∈ S�

l(s�,t) = γn(t) − γn(s�) − (γn(t) − γn(s�)) .

"
 ��������
� �
�� * t = ŝm̂ 
� t = sm� 	
 	���

� �	
�

l(s�,ŝm̂) ≤ [l(s�,sm) + pen(m)] + [−pen(m̂) + (γn(sm) − γn(ŝm̂))] .

�� ��
����� �	�� )��
 ���
I ���
�
 �	�� ������

� �����

� �
 �
�	
� �
��
� �	�� 

 �
���
�
�
 �����
 ����	

���
 �	�� ��
 �
 ��
��
� �
��
 �	�� �
 ��	���
 �
 �� �������	
 ��	����
! ��
��� ���

 �	


 ���������	
 �
 �� ��
����� �����
 ��
�� ��
� �� �	�����

��	
 �� ��	�
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