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1 INTRODUCTION : CALCUL APPROCHE DE E™V163 1

1 Introduction : calcul approché de ¢™V1%

e™V163 — 962 537 412 640 768 743, 999 999 999 999 250 073 ...

e™103 ~ 744 — (—-640320)3

A 10712 pres, €™V163 serait un entier. Cette propriété remarquable est en
fait plus qu’une simple coincidence, et s’explique en considérant le j-invariant
de la courbe elliptique sur C isomorphe au quotient C/(Z + %\/@Z).

Ceci explique qu’elle s’étend & d’autres nombres remarquables, appelés
nombres de Heegner, par exemple

e™19 ~ 744 — (—96)

™8 ~ 744 — (—960)3
e™OT ~ 744 — (—5280)3

Les courbes elliptiques sur C sont les courbes régulieres, planes, projec-
tives de degré 3, munies d’'un point. Elles sont munies d’'une structure de
surface de Riemann.

On montre que toute courbe elliptique sur C est en fait isomorphe comme
surface de Riemann au quotient de C par un réseau A, c’est-a-dire un Z-
module libre de rang 2 de C contenant une R-base de C. Si on note H le
demi-plan de Poincaré, toute courbe elliptique est en fait isomorphe comme
surface de Riemann a un réseau de la forme Z + 77 avec 7 € H.

Il existe sur ’ensemble des courbes elliptiques complexes une fonction
appelée j-invariant qui les classifie : deux courbes elliptiques sont isomorphes
si et seulement si leur j-invariant est identique. Il apparait alors que le j-
invariant d’une courbe elliptique E dépend uniquement du complexe 7 € H
tel que E ~ C/(Z+7Z). En effet, elle ne dépend que 1'orbit de 7 sous I'action
de SLy(Z). En particulier, elle est périodique de période 1. En notant ¢ =

o0
e?™Ton obtient sa série de Fourier j(E) = j(7) : j(1) = %—i— 744+ > ang”™
n=1
ou les a,, sont des coefficients entiers. On a a; = 196884, et a; < (200000)"
edrvn

3 .

V2ni

pour k petit. On a par ailleurs a, ~n_—00
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. o0
Notons p = H0H183 On obtient j(u) = —e™ 1034744+ 3~ a,(—1)"e™™
n=1
Or e™™V163 ~ 3.8 x 10718, donc
G(p) ~ —e™163 1744 4 e VIO ~ _oTVIOS L 7gg 4 g 10718,

On pose A = Z + uZ et on considere £ = C/A.

Or, 'étude du corps K = Q[v/—163] montre que son anneau des entiers
Ok = Z[u] est principal. On donne une méthode pour calculer le nombre de
classes des corps quadratiques imaginaires. On introduit aussi la théorie de
Minkowski dans I'annexe A.

On montre d’abord que j(E) est algébrique sur Q de degré majoré par le
nombre de classes de K. Pour ce faire, on démontre que j(E) a une orbite de
cardinal majoré par le nombre de classes de K sous l'action de Aut(C).Donc
j(u) est un entier algébrique de degré 1, donc dans Q.

On obtient ensuite que j(E) est un entier algébrique en en construisant
explicitement un polynéme annulateur unitaire. On en déduit que j(u) est
dans Z.

De plus, pour tout E courbe elliptique a multiplication complexe, c’est-
a-dire qu'il existe un complexe a € C \ Z tels que aA C A, on montre que
j(E) est un entier algébrique.

On montre méme que la racine cubique de j(u) est dans Q(j(u)), donc
dans Z; ainsi N = (—640320)°. On en déduit alors

o
eﬂ' 163 — 744_N+Zan(_1)ne—7rn 163

n=1

ce qui explique la valeur presque entiere de e™V163,

Nous allons ici démontrer ces différents résultats en plusieurs étapes :
d’abord, nous expliquerons ce qu’est une courbe elliptique sur C, puis don-
nerons la définition du j-invariant. Nous expliquerons ensuite pourquoi les
courbes elliptiques sont isomorphes aux quotients de C par des réseaux. En-
suite, une étude des fonctions modulaires fournira la série de Fourier de j.
Nous montrerons ensuite que 'anneau Z[u] est principal. Nous définirons
ensuite les courbes a multiplication complexe et en déduirons que j(E) est
un entier algebrique, puis montrerons pour un corps quadatique imaginaire
K, le degré de j(C/Ok) est au plus hx. Nous montrerons enfin que la racine
cubique de j(C/Ok) est dans Q(j(C/Ok)).

Nous remercions Francois Charles pour ce sujet ainsi que pour son aide
et ses conseils éclairés.
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2 Courbes elliptiques sur C

Dans cette section, on va définir les courbes elliptiques complexes puis
les classifier a l'aide d’une fonction j définie sur H; on établira alors un
paramétrage des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques sur C par
SL2(Z) \ C en montrant une correspondance entre I’ensemble des réseaux de
C et I’ensemble de courbes elliptiques sur C.

2.1 Définition d’une courbe elliptique

Définition 2.1. On appelle courbe elliptique sur un corps k toute courbe
E réguliére plane projective de degré 3 munie d’un point O € E(k).

Comme la caractéristique de C est différente de 2 ou 3, une courbe el-
liptique complexe est isomorphe & une courbe (E,O) dans P*(C) définie par
E(a,b) : Y?Z = X3 +aXZ? + bZ3, munie du point O = (0,1,0), avec
a,b € C tels que 4a® +27b% # 0. La condition 4a® + 27b% # 0 est équivalente
au fait que les trois racines de equation x3 4+ ax + b soient distinctes.

On peut alors définir ainsi la fonction j sur l’ensemble des courbes ellip-

tiques sur C : j(E(a,b)) = %@ pour a,b € C avec 4a® + 27b*> # 0

Remarque Il existe de nombreuses manieres de définir une courbe ellip-
tique ; voir par exemple [10, pg 45].

Démonstration On considere une courbe elliptique F sur C. On peut
facilement en trouver une équation de la forme Y2Z + XY Z 4+ bY Z? =
X3+ ¢X%2Z 4+ dXZ?% + eZ3 et prendre le point (0,1,0). Une telle équation
s’appelle une équation de Weierstrass pour la courbe elliptique considérée.

X' =X
On effectue alors le changement de variable ¢ Y’ =Y + §X . On ob-
7'=7

tient Péquation Y2Z' +bY'Z"? = X + (c+ $)X"?Z' + (d+ $)X'Z"? + eZ".

=X+ 2y
On pose ensuite y=Y'+ g Z'  pour obtenir une équation de la

2=27
forme voulue.

Réciproquement, une courbe de cette forme est réguliere si et seulement

si 4a® + 27b% # 0, d’ot1 le résultat voulu.
O
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Remarque On peut montrer sans difficulté qu’une courbe elliptique est
une surface de Riemann (c’est-a-dire une variété complexe de dimension 1)
compacte et connexe. On dira que deux courbes elliptiques sont isomorphes
si elles le sont en tant que surfaces de Riemann.

Théoréme 2.2. Deuz courbes elliptiques E(a,b) et E(a’, V') sont isomorphes
si et seulement si j(F(a,b)) = j(E(d',V)). Ainsi, la fonction j donne une
classification de l’ensemble de courbes elliptiques sur C.

Démonstration Soit ¢ : E(a,b) — E(a’,b) un isomorphisme de courbes
elliptiques. En comparant les degrés, on obtient ’existence de u,v,r,s € C
avec u, T non nuls tels que ¢(x) = uzx + v, ¢(y) = ry + s. Ici, z et y sont des
coordonées affines. On en déduit que (ry +s)? = (uz +v)3 +d'(ux +v) + V.
En comparant avec y? = 23 + az + b, on obtient &' /b = u?,d’/a = u®. Ainsi

. 1728(4a’3 1728(4u8a3 .
j(E(ala b/)) - 401/3_;'(_27[)/% == 4u6a3(—|—27u61))2 - (.E(a/7 b)).

Réciproquement, si j(E(a,b)) = j(E(da’,b'), alors soit a = a’ = 0, soit
a#0,d # 0etb?/a® = b?/a". Donc il existe toujours A € C tel que
b = A3 et @’ = A\2a. Le morphisme (z,y) — (A?z, A3y) est alors un isomor-
phisme entre E(a,b) et E(a,V). O

Remarque Ceci est vrai pour les courbes elliptiques sur tout corps algé-
briquement clos de caractéristique différente de 2, 3.

Dans la suite, on écrira j(FE) au lieu de j(E(a,b)) car j ne dépend pas
du choix des parametres (a,b).

2.2 Réseaux de C et courbes elliptiques associées

Définition 2.3. Un réseau dans C est un sous-groupe de C engendré par
deuzr mombres complexes linéairement indépendants sur R, c’est-a-dire un
sous-ensemble A de C de la forme Zz1 + Zzo, avec % ¢ R.

Remarque On munit C/A d’une stucture de surface de Riemann par la
stucture complexe de variété quotient.

On obtient une stucure de groupe sur C/A par la stucture de groupe
quotient. Alors C/A est un groupe de Lie complexe.
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Une fonction sur C/A se reléve en une fonction doublement périodique
sur C de périodes z1, zo.

Définition 2.4. Soit A, A" deux réseauzr de C. On note O (resp. O') le
point 0+ A (resp. 0+ A’) de C/A (resp. C/N') et on note Hom(C/A,C/N)
l’ensemble des fonctions holomorphes de C/A a C/A qui envoient O sur
O'. C’est un sous-groupe du groupe des holomorphismes entre groupes de
Lie complezes. Si A' = A, on note End(C/A) = Hom(C/A,C/A).

On dit C/A et C/A" sont isomorphes si il existe une application bijec-
tive dans Hom(C/A,C/A"). 1l est facile de voir que si f € Hom(C/A,C/A")
est bijective, alors f=' € Hom(C/A',C/A) et est bijective. Comme Id €
End(C/A), on sait que la relation d’isomorphisme est une relation équiva-
lente.

Proposition 2.5. Soit A, A’ deuz réseauz de C et soit ¢ une fonction ho-
lomorphe de C/A dans C/A' qui envoit O sur O'. Alors il existe un nombre
compleze « tel que aN C A et pour chaque z € C, ¢(z + A) = az + A.
C’est-a-dire que ¢ est induit par la multiplication par o.

c——cC
@

s 71'/

c/n -2 o

Démonstration

On note 7 (resp.n’) la projection canonique de C sur C/A (resp.C/A’).
Comme C est le revétement universel de C/A’, il existe une fonction holo-
morphe ¢~) de C a C qui releve ¢, c’est-a-dire que 7’ o 45 = ¢ o w. Quitte a
translater, on peut supposer ¢(0) = 0.

Pour w € A, comme 1’ application z — @(z + w) — ¢(z) est continue, et
que son image est contenue dans A’ (ensemble discret), elle est constante.
Dot Vw € A, Vz € C, ¢/ (2+w) = ¢/(2). Or ¢/ est holomorphe et doublement
périodique donc bornée, elle est donc constante par le théoreme de Liouville.
Donc il existe a € C tel que <Z~>’ = «. Alors qg(z) = qz car (;3 envoie 0 sur 0.
On a alors aA C A’ et ¢ est induit par la multiplication par «.

O

On peut déduire directement du théoreme précédent ces deux corollaires :

Corollaire 2.6. 1. Pour tout réseau A, End(C/A) est un anneau.

2. Pour deuz réseau A et A', C/A et C/A" sont isomorphes si et seulement
sl existe o € C tel que N = a.
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Soit A = Zz1 + Zzz est un réseau. On pose T = z1 /29 si Im(z1/2z2) > 0
ouT = z9/z1 st Im(z1/22) <0, et ' =Z+Zr. Alors C/A est isomorphique
a C/A’. Dans la suite on se rameéne donc au cas 21 = 1, 20 = 7, ou 7 € H,
H:={z € C:Im(z) > 0} désignant le demi-plan de Poincaré.

2.3 La fonction de Weierstrass P

Nous avons donc paramétré les courbes elliptiques et les réseaux par
classes d’isomorphisme ; nous allons & présent relier courbes elliptiques et
quotients de C par des réseaux; pour ce faire, on commence par construire
une fonction suffisamment réguliere sur C/A pour un réseau A quelconque.

Soit un réseau A = Z+Z7. On cherche & construire une courbe elliptique
isomorphe & C/A.On commence par construire une fonction méromorphe,
doublement périodique de périodes 1, 7.

Définition 2.7. L’application P : z — Z% + ZweA,w#O(ﬁ - ﬁ) est une
fonction méromorphe. En effet, la série converge absolutement dans C — A
et est clairement méromorphe en tout point de A. Il est facile de voir qu’elle
est doublement périodique par rapport au réseau A. On lappelle fonction
de Weierstrass.

Sa dérivée z — ZweA(ﬁ) est aussi une fonction méromorphe dou-
blement périodique par rapport a A. Dans la suite, on considérera P et P’
comme des fonctions méromorphes sur C/A.

Pour m € Nym > 2, on pose G, (A) = ZweA,wyéo(u%m)' Pour m impair,
Gm(A) = 0. Pour z € H, on pose G, (2) = G(Z+ 2Z). Gy, est holomorphe
sur H car la série converge absolutement. Ces fonctions sont les séries
d’Eisenstein qui seront a nouveau utilisées en §3.

Remarque La fonction P est paire et la fonction P’ est impaire.

Proposition 2.8. P vérifie l’équation différentielle
P'(2)? = 4P(2)° = g2(A)P(2) — g3(A)
ot QQ(A) = 60G4<A), gg(A) = 140G6(A).

Démonstration On considére le série de Laurent en O :
o0

1 1 _ n+1
Comme =it Z_: —hiam, on a alors

P(z) = %2 + > ((z_lw)z - ﬁ) = %2 + 2 (n+1)Gnia(A)2".
weA—0 n=1
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9G4 (A)
22

Donc la partie non entiere de la série de Laurent de P est Z% + +
15G¢(A).

De méme, on peut aussi écrire que la partie non entiere de P2 est ;% —
AR 80G(A).

Donc la fonction F(z) := P'(2)? — 4P(2) + g2P(z) + g3 est holomorphe
en 0 et de plus, s’annule en 0. Alors F' est une fonction holomorphe sur C et
doublement périodique, donc constante. On en déduit que F(z) = P'(2)? —
4P(2)3 + g2(A)P(2) + g3(A) = F(0) = 0 partout, ce que I'on cherchait.

O

oo
On note la série de Laurent de P en 0 par z% + > apz". Par la propo-
n=1

sition précédente, on a P”(z) = 6P(2)? — (1/2)ga. Donc pour n < 3, on a

n—2
2n(2n—1)a, = 6(2a,+ Y ajan—1—i). On peut alors montrer par récurrence
i=1

le corollaire suivant :

Corollaire 2.9. Tous les coefficient de la série de Fourier de P sont des
polynomes a coefficients rationnels en go, gs.

On va montrer que toutes les fonctions méromorphes doublement pério-
diques de périodes 1, 7 sont fonctions rationnelles de P et P’.

On note M le corps des fonctions méromorphes sur C/A. Cest aussi le
corps des fonctions méromorphes doublement périodiques sur C de périodes
1, 7.

Soit f € M non nulle, on note v;(f) lordre du zéro (ou l'opposé de
l'ordre du pole) de f en x.

On pose div(f) = > vz(f)(x). Comme C/A est compacte, le nombre

zeC/A
des poles et zéros de f dans C/A est fini. Donc il n’y a qu’un nombre fini de
x dans C/A tel que v, (f) est non nulle.

On note wy = 1/2,wy = 7/2, w3 = (1 + 7)/2 les trois points de C/A

d’ordre exactement 2.

Lemme 2.10. 1. Soit f € M non nulle, alors Y, wv,(f)=0.
zeC/A

2. Soit f et g deuz éléments non nuls de M tels que div(f) = div(g) ; il
existe ¢ € C non nul tel que f = cg.

Démonstration

1. Comme le nombre des poles et zéros de f est fini dans C/A, il existe
zg dans C, tel que f n’a pas de pdles ou zéros sur le bord de D :=
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{Zo+t1+t27’|0 <t1 <1,0<t < 1}
Doncona Y ve(f) = X va(f) = X resa(53)dz = 55 [ L
zeC/A xeD z€D

0 puisque ]} est doublement périodique.

Dans la figure ci-dessous est représenté le bord du domaine D, avec
les w; des zéros ou poéles de f.

20+ T zo+T7+1
/ Wn— 1/
2o+ 1

2. Comme div(f) = div(g) on a div(f/g) = 0, c’est-a-dire que f/g n’est
pas de poles ou zéros dans C/A. On prend z; € C/A tel que z; n’a pas
pole ou zéro de f ou g. On pose ¢ = f(z1)/g(21) qui est un nombre
complexe non nul. Alors f/g—c n’a pas de poles dans C/A et s’annule
en z1. Par 1, on a f/g — ¢ nulle partout. Donc f = cg.

O]

On étudie alors les poles et zéros de P et P’ :

Lemme 2.11. 1. Soit a € C/A non nul, alors div(P(z) —P(a)) = (a) +
(—a) = 2(0).
2. div(P'(2)) = (w1) + (w2) + (w3) — 3(0)
3. P'(2)* = 4(P(2) — P(w1))(P(2) — P(w2))(P(z) — P(ws))
4. P(wr), P(ws), P(ws) sont deuz a deuz distincts. Donc la courbe Y2Z =
4X3 — g2(N)X Z% — g3(A)Z? dans P?(C) est une courbe elliptique.

Démonstration

1. Le seul pole de P(z) — P(a) et un podle double en O. Si a # —a dans
C/A, alors a et —a sont deux zéros distincts de P(z) — P(a). Par la
premiere partie du lemme précedent, P(z) — P(a) a exactement deux
zéros simples a et —a. Si a = —a dans C/A, alors P'(a) = —=P'(—a) =
—P'(a) donc = 0. Alors a est un zéro de P(z) — P(a) d’ordre au moins
2. Par la premiere partie du lemme précedent, a est le seul zéro de
P(z) — P(a) donc d’ordre exactement 2.

2. Comme P’ est impaire, wq,wo, w3 sont trois zéros distincts de P’.
Comme le seul pole de P’ est 0, c’est un pole d’ordre 3. On a donc
div(P'(2)) = (w1) + (w2) + (w3) — 3(0).
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3. Par 1 et 2, on a divP'(2)? = div((P(z) —P(w1))(P(z) —P(w2))(P(z) —
P(w3))). Grace a la deuxieme partie du lemme précedent, il existe un
nombre complexe non nul ¢ tel que P’'(2)? = ¢(P(z) — P(w1))(P(z) —
P(w32))(P(z) — P(ws)). En considerant la série de Laurent en O, on a
c=4.

4. Par 1, div(P(z) — P(w1)) = 2(wy1) — 2(0), donc wy n’est pas un zéro
de P(z) — P(w1). Donc P(wq) # P(wz). De méme, P(w;) # P(w3) et
P(wz) # P(ws). En comparant 3 et la propsition 2.8, on obtient que la
courbe Y27 = 4X3 — go(A) X Z% — g3(A) Z3 dans P?(C) est une courbe
elliptique.

O]

Théoreme 2.12. 1. Soit f wune fonction méromorphe paire sur C/A,
alors f € C(P).

2. Le corps M est engendré par P et P’.

Démonstration

1. On peut supposer que f est non nulle. Comme f est paire, il existe
NeN,a, - ,an € C/A , aj # —aj,1 <j< Netmy, - ,my €Z,
ni,n9,n3 € Z tels que :

N 3
div(f) =Y mj((aj) + (—a;) = 2(0)) + Y ni((w;) = (0))
j=1 i=1

De plus, comme f(z) = f(—z), on a que la 2k + 1 dérivée de f est
impaire pour tout £ € N. Donc la 2k + 1 dérivée de f s’annule en
w;, 1 <1 < 3. Alors n; est pair pour tout 1 <14 < 3.

N 3
Donc div(f) = div( ][] (P(z) — P(a;))™ - [T (P(2) — P(w;))"/?) par le

j=1 i=1
lemme précedent. Grace au lemme 2.10, on a alors f € C(P).

2. Soit g € M, alors

o) = S92 o) al)

Comme 2 (ZHQg (=2) ot 9 (22)7;52(52) sont deux fonction méromorphe paires
de C/A, on a alors f € C(P,P’) par 1.

O]
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Remarque Le corps M est isomorphe & C(X,Y) /(Y2 —4X3+ g2 X + g3).

2.4 Classification des courbes elliptiques sur C

Munis de la fonction de Weierstrass, il nous est maintenant possible
d’expliciter une correspondence entre les classes d’isomorphisme des courbes
elliptiques et ’ensemble SLy(Z)\C.

Construction de E(A). Soit 7 € H et A = Z + Z7 comme précédent. On
définit une courbe dans P?(C) par E(A) : Y2Z = 4X3—go(A) X Z?—g3(N) Z3.
Par la section précédente, c’est une courbe elliptique sur C.

E(A)(C) est un sous-espace de P?(C), et est donc muni d’une structure
de variété complexe de dimension 1.

Proposition 2.13. L’application

C/A — E(A)
®:¢ 0—(0:1:0)
2+ (P(z): P'(2): 1)

est un isomorphisme de variétés complexes.

Ainsi, a tout réseau A de C on peut associer une courbe elliptique iso-
morphe en tant que variété complexe & C/A.

Démonstration 1l est clair que ® est holomorphe. Donc il suffit de mon-
trer que ® est bijective. On suppose par l'absurde qu’il existe z, 2z’ deux
éléments distincts de C/A tels que (P(z) : P'(z) : 1) = (P(¢/) : P'(¢) : 1).
Alors P(z) = P(2'), P'(z) = P'(2’). Donc 2z’ est un zéro de la fonction w —
P(w)—"P(z). Comme div(P(w) —P(z)) = (z)+ (—z) —2(0), on a forcément
2z = —z. Comme P’ est impair, on a P'(z) = P'(2') = P'(—z) = —P/(2).
Donc P’'(z) = 0. Alors il existe ¢ € {1,2,3} tel que z = w;. En particulier
2/ = —z =z, ce qui est absurde! Donc @ est injective. En particulier, ® est
non constante. Par le fait que ® est holomorphe, on a im(®) est ouverte.
De plus, comme C/A est compacte, im(®) est compacte. Par connexité
de E(A), ® est surjective donc bijective. O

Définition 2.14. On définit la fonction j sur H par j : 7 — j(E(A)) =
3
—92(/1\7)2%722§;\£(A)2 avec N = Z + 1Z. On notera parfois j(E(A)) = j(A) =

J(C/A).
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Soit v = <Z Z) € SL2(Z). On défint une action de SLa(Z) sur H par

yeT = g;ts Il est facile de voir que « - 7 est encore dans H.

On verra en §3 que j est invariante sous 'action du SLo(Z), c’est-a-dire
que j(E(Z+7Zt)) = j(E(Z + Z~7)). Donc on a E(Z + Z1) ~ E(Z + Z~T).

Ainsi, ® induit une application de SLo(Z)\H dans I'ensemble des classes
d’isomorphismes de courbes elliptiques.

On a vu que j classifie les courbes elliptiques et puisque, comme on le
verra en 3.6, j : SLo(Z)\H — C est bijective, on obtient :

Théoréme 2.15. L’application de SLa(Z)\H dans ’ensemble des classes
d’isomorphismes des courbes elliptiques définie par 7 — FE(Z + Z1) est bi-
jective.

Remarque On aalors que SLy(Z)\H parametre les classes d’isomorphisme
des courbes elliptiques sur C. Dans la suite, identifiera une courbe elliptique
avec un tore complexe C/A avec A = Z + Z7 pour un certain 7 € H.
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3 Fonctions modulaires

Dans cette section, nous allons étudier plus en détail la fonction j, qui
est le coeur de cet exposé.

3.1 Définition d’une fonction modulaire

Soit H := {z € C : Im(z) > 0} le demi-plan supérieur de Poincaré. On
va définir des fonctions sur H qui vérifient certaines propriétés automorphes
par rapport au groupe I' := SLy(Z).

Soient v = (Ccl Z) € SLa(Z) et z € H, on définit vz comme ZZH’. 11 est

z+d
facile de voir que 7z est encore dans H.

Soit f une fonction méromorphe sur H 1-périodique, on dit que f est
méromorphe en oo si sa série de Fourier

f(z) = Z anq"

n’a qu'un nombre fini de a, non nul avec n négatif. Ici, ¢ = exp(27iz).
Dans ce cas, on définit v (f) := inf{n € Z, a,, # 0}.

Définition 3.1. Soient f une fonction méromorphe sur H et k un entier. On
dit que f est une fonction modulaire pour I' (ou simplement fonction
modulaire) de poids k si elle est méromorphe sur H et vérifie :

1. f(v2) = (cz + d)* f(2) pour tout <CCL Z) € SLa(Z) et tout z € H.

2. Elle est méromorphe en oo.

On appelle sa série de Fourier son q-développement.

Remarque Soient f et g deux fontions modulaires de poids k et [ respec-
tivement. Alors :

1. Le produit fg est une fonction modulaire de poids k + .

2. Si g n’est pas identiquement nulle, alors le quotient f/g est une fonction
modulaire de poids k — .

3. Les fonctions modulaires de poids k forment un C-espace vectoriel et
les fonctions modulaires de poids 0 est un corps.
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Dans la suite, on note R la région {z € H : |z| > 1, |Re(2)| < 1/2}. C’est
le domaine fondamental de #H sous I'action de SLy(Z). On sait que chaque
point de H est équivalent a un point de R sous l'action du SLg(Z). Deux
points distincts z, 2z’ dans R sont équivalents par I'action du SLo(Z) si et
seulement si |Re(z)| = 1/2et|z — 2| =1ou |z| =1,z = —1/z.

Théoreme 3.2. Soit f une fonction modulaire non nulle de poids k. Pour
P € H, on note vp(f) lordre de zéro (ou moins l'ordre de pdle) de f en P.
Alors, on a

(D) 45+ N+ Y ) =5

2 3 A
PESLa(Z)\H, Piw

Schéma de démonstration Voir [6] Chapter III, §2, Propositon 8. Il
suffit d’intégrer fTI sur le chemin donné par H, qui suit a peu pres le bord

de R, comme dans I'image ci-dessous, tirée de [6, pp 115].

=12 1] 142
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O]

On peux aussi définir des fonction modulaires par rapport au sous-groupe

de T' défini par T'o(m) := {<CCL Z € SLo(Z) : ¢ = 0 mod m}. Dans cet

exposé, on s’intéresse seulement au cas des fonctions de poids 0.
Définition 3.3. Soient f une fonction méromorphe sur H et m un entier.

On dit que f est une fonction modulaire pour T'o(m) de poids 0 si elle
est méromorphe sur H et vérifie :

1. f(vz) = f(2) pour tout v € I'o(m) et tout z € H.

2. Elle est méromorphe en tous les cusps.

Expliquons la deuxieme condition. Soit f une fonction méromorphe sur
H vérifiant la premiere condition. Alors, pour chaque v € SLa(Z), fy(2) =

1
f(vz) est une fonction de z m-périodique. En effet, si 7 = (0 T), alors

fr(m+z2) = f(yrz) = fyry™v2) = f(v2) = f+(2). On dit que f, est
méromorphe en oo si sa série de Fourier

f'y(z) = Z anqn/m

n’a qu'un nombre fini de a,, non nuls avec n négatif. Ici, ¢ = exp(2miz). Et
on dit que f est méromorphe en tous les cusps si f, est méromorphe en oo
pour tous les v € SLa(Z).

3.2 Séries d’Eisenstein

On va maintenant expliquer pourquoi j est modulaire et calculer sa série
de Fourier.
Soit k un entier plus grand que 2. Pour z € H, on définit les séries

d’Eisenstein : )
Gi(2) == Z &
(70 M2 T

Alors G}, est une fonction modulaire de poids k.
En effet, il est clair que G, est holomorphe sur ‘H car la série converge

absolument sur H. De plus, soit v = <Z Z) € SLy(Z), alors
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L 1
R P k
(m,n)#(0,0) (myz +n) () Z(0.0) ((ma + nc)z + mb + nd)
1
— k S S .
= (cz+d) Z (mz + n)F (cz +d)*Gm(2)
(m,n)#(0,0)

Il reste a montrer que G}, est méromorphe en co. Calculons sa série de
Fourier dans le cas ou k est pair. (En effet, Gj est nulle si k est impair. )
Proposition 3.4. Soient k un entier pair et z € H, alors

e}

Gr(z) = 2¢(k)(1 = == > ok-1(n)g")

n=1

ot ( est la fonction ( de Riemann, By le k-me nombre de Bernoulli,
et ot op_1(n) =S dF 1,

dln
On rappelle que ((k) = _(iﬁi)k et que les By sont définis par %5 =
k:
> Brir
keZ
Démonstration Comme
o z z
sinmz =z H(l - E)(l + E)
n=1
On a -
cosmz 1 1 1
== 1
7Tsinwz z+nz<z—n z—i—n) (1)
Comme
1 —imz (2072 : 1 —imz (2072
cosmz = —e (e + 1), sinmz = —e (e — 1)
2 24
Ona: .
cosmz  _.q+1 . 2 ) v
Wsinwz_mq—l_m—i_ﬁ_m_%mzq (2)
v=0
oll ¢ = e,

En comparant (1) et (2), on en déduit que :
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1 < 1
S+ (=
n=1

On dérive cette equation k fois :

1 o
— y N v
+n) =i — 27Tzv§0q

(=1 (k1) i (z—n)" =~ i@m)k g
n=-—00 v=1

Comme k est pair, on a

o0

Z (mz + 71)4C = = —g;((k) anilqm”
n=—00 v=1
Alors
Gr(z) = ). (mz+n)™*
(m,n)#(0,0)
LS Y Y e
n=—oo m=1n=—oco
_ 2C( 1_722k1mv
m=1v=1
= 2((k) 1—72 >
n=1 dln
= 2(k)(1 - Z;akl(n)qn)

En particulier, on a

(27T)4 Z
(27)°
g3 := 140G¢ = o333 (1 —504Y), E os(n

Donc la fonction

(2m)°

5637 [(14240X)3 — (1 — 504Y)?]

A= g3 —27g3 =
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est une fonction modulaire de poids 12. On observe que [(1 + 240X)3 —
(1 — 504Y)?] = 322*(5X + 7Y) mod 2°33. Comme pour tous les entiers
n, o3(n) = os5(n) mod 12 (car d®> = d° mod 12 pour tout d), on a A =

o
(27)5q(1 + 21 Tn+14q") avec 7, € Z pour tout n.
n=

3
Comme j = 123% on obtient

1 oo
Jj(z) = p + 744 + Zanq”

n=1

avec tous les a, entiers. La fonction j est donc une fonction modulaire de
poids 0. Comme on a déja vu que J est non nulle dans H, on obtient alors :

Corollaire 3.5. La fonction j est une fonction modulaire de poids 0. De
plus, j est holomorphe sur H et son q-développement est donné par %+744+

oo
> anq™ avec les a,, entiers.
n=1

[3] donne les valeurs suivantes pour les premiers coefficients :

ay = 196884, ay = 21493760, az = 864299970, a4 = 20245856256,
as = 333202640600.

De plus, pour les petites valeurs de k € N, on a |ax| < (200 000)™.

Remarque Les coefficients du développement admettent 1’équivalent sui-
vant :

6471’\/5

Gp ~n—oo 3.

V2ni

On pourra voir [11] pour une preuve de cet équivalent.

3.3 La fonction j

La fonction j est exceptionnelle parmi les fonctions modulaires de poids
0. En effet, elle engendre le corps composé de ces fonctions. Plus générale-
ment, si on fixe un entier positif m, alors j(z) et j(mz) engendrent le corps
des fonctions modulaires pour I'g(m) de poids 0. On commence par établir
la bijectivité de j qu’on a utilisée en 2.15.

Proposition 3.6. La fonction j : SLo(Z)\H — C est bijective.
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Démonstration Pour chaque nombre complexe ¢, on définit j.(z) = j(z)—
c. Alors j. est une fonction modulaire de poids 0. De plus, voo(je.) = —1.
Donc par le théoreme 3.2, il existe un point P dans H, telle que vp(j.) > 0.
C’est-a-dire que j(P) = c.

Par ailleurs, le seul pole de j — ¢ est 0o et c’est un pole simple. Comme
f —c est encore une fonction modulaire de poids 0, on a Fv;(j —c) + %vw (j—
€) + X peSLy(z)\H,Piw UP(J — ¢) = 1. On en déduit sans difficulté que j —c
s’annule en exactement un point dans SLy(Z)\'H. Donc j est injective. [

Les théoremes fondamentaux de cette section sont les deux théoremes
suivants :

Théoréme 3.7. Soit f une fontion modulaire de poids 0.

1. Si on a de plus, f est holomorphe sur H, alors f € C[j]. Si de plus les
coefficients de la série de Fourier de f sont des entiers, alors f € Z[j].

2. Si f est méromorphe sur H, alors f € C(j).

Démonstration

1. On note n l'ordre du poéle de f en co; si f est holomorphe en oo, on

0 00
pose n = 0. On écrit la série de Fourier de f 3. cpg® + Y crg®. On
k=—n k=1
montre le résultat par récurrence sur n.

Sin = 0, alors f—cq est une fonction modulaire de poids 0 holomorphe
partout et s’annulant en co. Donc elle est nulle partout par le théoreme
3.2. Donc f = ¢ € C[j]. Si de plus ¢g € Z, alors f € Z[j].

Si ce théoreme est vrai pour un entier n, alors pour le cas n + 1, on
pose P(z) = cpi12™h, et g := f — P(j) est une fonction modulaire
de poids 0. Comme le g-développement de j commence par 1/q, on
a Uso(g) > —n. Par I'hypotheése de récurrence, on a alors g € CJj].
Si de plus les coefficients du g-développement de f sont dans Z, c’est
vrai aussi pour g. Donc par 'hypothese de récurrence, g € Z[j]. Donc
f e 21l

2. Maintenant soit f une fonction modulaire non nulle quelconque. Comme
les poles de f sont isolés et que oo est un pole de f, alors le nombre
de poles de f dans R est fini. On dénote les poles de f dans R par

Z1, 29, ,2N avec N un entier naturel, et on dénote leurs ordres par
mi,ma, - ,my. Donc la fonction g(z) := Hﬁil(j(z) —j(zi)™ f(z) est

une fonction modulaire de poids 0 holomorphe sur R. Comme tous les



3 FONCTIONS MODULAIRES 21

points de ‘H équivalent a un point de R et comme g est invariante par
SLa(Z), on en déduit que g est holomorphe sur H. Par 1, on a alors
g € C[j]. On en déduit f € C(j).

O

Plus généralement, on a :

Théoréme 3.8. Soit f une fonction modulaire pour I'o(m) de poids 0, alors
f est une fonction rationelle de j(z) et j(mz). De plus, si tous les coefficients
du q-développement de f sont rationnels, alors f(z) € Q(j(z),j(mz))

On montrera ce théoréme apres avoir construit les équations modulaires.
On explique tout d’abord pourquoi j(mz) est effectivement une fonction
modulaire pour I'g(m) de poids 0.

Lemme 3.9. La fonction z — j(mz) est une fonction modulaire pour T'o(m)
de poids 0.

Démonstration On montre d’abord que j(mz) est invariante par I'g(m).
En effet, soit v = (i Z) € Tg(m); on pose v/ = <c/am b?), alors 7/ €

SLa(Z). De plus,

jmyz) = j(ez 1)

cz+d

a(mz) +mb

m) = j(v(mz)) = j(mz)

) =(

Donc la fonction z — j(mz) est invariante par I'g(m).

On fixe 7 € SLy(Z). On sait qu’il existe 7/ € SLy(Z) tel que 7/ <Tg (1)> T=

<61 lB)> € M3(Z). On pose o := (13 g) Alors AD = det(o) = m.

Onaj(mrz) = j((%1 (1)> 72) = j('"loz) = j(0z). On pose ¢ = e2™i/™,

et alors q(oz) = e?milaz+b)/d — Qab(ql/m)‘IQ. On pose Q = ¢*/™ et on obtient
alors le g-développement de z — j(m7z) = j(oz) :

C_ab + 744 + ic CaanaQn
Q= "
n=1
ou les ¢, sont les coefficients du g-développement de j. Alors la fonction
z — j(m7z) est méromorphe & co. On en déduit que la fonction z — j(mz)

est une fonction modulaire pour I'g(m) de poids 0. O
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Les résultats des deux sections suivantes vont servir a démontrer 1’inté-
gralité du j-invariant puis 'intégralité de sa racine cubique dans certains cas;
on peut se reporter a 5.1 pour une définition de la multiplication complexe
et a §5 pour un apercu des enjeux de ce qui suit.

3.4 Equations modulaires

On en arrive & un des théoremes principaux de cet exposé :

Théoreme 3.10. Soit E une courbe elliptique a multiplication compleze.
Alors j(E) est un entier algébrique.

On définira la multiplication complexe en 5.1.
Dans cette section, on va constuire explicitement un polynéme unitaire
tel que j(E) en soit une des racines.

Définition 3.11. Soit n € N. On pose D,, = {M € Ms(Z) : det M = n},
Sp = {( 8 Z ) cab=n,b € N0 < d < b}. Il est facile de voir que
Sy = SLa(Z)\D,,. Comme S,, est fini, on peut définir Fj,(X) := ][] (X —

MeS,
joM)= > supX™.
meN
On verra que les coefficients s, sont dans Z[j]. Par le théoréme 3.7, il
suffit de montrer les deux lemmes suivantes :

Lemme 3.12. Les coefficents de F,, sont des fonctions modulaires de poids
0 et holomorphes sur H.

Lemme 3.13. Les séries de Fourier des coefficients de F, sont a coefficients
entiers.

Démonstration du lemme 3.12 Les coefficients s,, sont des fonctions
symétriques de I’ensemble {j o M|M € S, }, donc holomorphes sur H.

On montre d’abord que s,, est invariant par SLa(Z). On fixe v € SLa(Z).
Comme S,, = SLy(Z)\D,,, on a pour tout M € S, I'existence d’un unique
o dans SLo(Z), tel que y M~ € S,,. De plus, si M, M’ sont deux éléments
dans S, tels que dy M~y = dppM'y, on a M’ = §M avec § € SLa(Z), alors
on a forcément que M = M’. On en déduit que ensemble {5y M~} = S,,.
Donc {jo(M~y): M € Sp} = {jo(0,})o(6pMy) : M € Sy} = {jo(5pM7) :
MeS,} ={joM: M e S,}. La deuxime égalité vient du fait que j est
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invariant par SLa(Z).

Il reste de montrer que s,, est méromorphe a oco. Pour chaque M =

a b S | s k
0 d) € n,commej—g—i—kgoakq,ona

[e.9]
. _ caz+b -7.az+b
joM(z)=e?™"a + g ape?™*
k=0

Alors ¢"*1j o M(z) — 0 quand ¢ tend vers 0 car |a/d| < n. Par le fait que
S, est fini, il existe un entier N tel que ¢V $m(z) = 0 quand ¢ tend vers 0.
Ce qui revient a dire que s,, est méromorphe a oo.

O]

2im 2imz

Démonstration du lemme 3.13 On note { = en , Q = q% =en ;
G = Gal(Q[¢]/Q). On remarque que s, se développe en une série entiére en
Q@ ; comme elle est 1-périodique, c’est en fait une série en g. On va montrer
que les coefficients du développement en @) des s,, sont a la fois dans Z[(]
et dans Q.

SoitM:<g Z)GSn.

(o]
Alors go M(z) = ¢**Q®, puis jo M(z) = (T Q™% + Y ax¢?*Q™**, ot
k=0

les ay, sont les coefficients (entiers!) du développement de Fourier en q dej.
Les a;p(®* sont bien dans Z[¢]. Par définition, les coefficients des développe-
ments des s, sont bien dans Z[(].

De plus, si o € G, alors o(¢) = (P° pour un p, premier avec n. Alors

(jo M)? = (P Q=% 4 3~ a4 (PeP*Q¥’*. On a alors <] o ( g Z ) ) =
k=0

<j o ( g p?lb >> Or {p,b|0 < b < d} = Z/dZ car p, est premier avec

d, puisque ad = n. j étant invariant sous l'action de SLs(Z), on en déduit
{(GoM)?|M € Sp} ={(jo M)|M € S,}. Donc les s, sont invariants sous
I’action de G, donc leurs développements de Fourier en @) sont a coefficients
dans Q.
Ainsi les coefficients du développement en @ (donc en g) des s, sont
dans Z = Z[(] N Q.
[
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On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 3.14. [l existe F,, € Z[X,Y] tel que F,(j, X) = [[yes, (X —Jo

Pour la propriété d’intégralité, on a aussi besoin de la propriété unitaire
suivante :

Proposition 3.15. Soit n € N tel que n ¢ N2, Alors H,(X) = F,(X, X)
est non constant, de coefficient dominant dans {—1, 1}.

Démonstration On écrit le développement en série de Fourier en @ de
j—joM pour M € S, ; on obtient que le partie négative de la série de Fou-
rierde j—joM est Q7" — C“bQ*“Q, non nulle et de coefficient dominant une
racine n-éme de l'unité car n n’est pas un carré. On en déduit que F, (7, 7)
est non constant, de coefficient dominant une racine de I'unité. Comme on
a déja vu que F,(j,7) € Z[j], on en déduit que F,,(X, X) est non-constant
et de coefficient dominant —1 ou 1. O

3.5 Fonctions modulaires sur I';(m) de poids 0

On fixe m un entier positif. On montre maintenant le théoréeme 3.8 :

Soit f une fonction modulaire pour I'g(m) de poids 0; alors f est une
fonction rationnelle de j(z) et j(mz). De plus, si on a tous les coefficients
du g-développement de f rationnels, on a f(z) € Q(j(2),j(mz)).

Tout d’abord, construisons un nouveau type d’ équation modulaire.

Construction de ¢,,(X,Y) Dans la suite, on fixe {v;,7 € I} des éléments
de SLy(Z) qui représentent les classes & droite de I'g(m) dans SLa(Z) telles
que y1 = Id. Et on note gg := (Tg (1)) On pose T, = {< g Z ) cab =
n, b€ N*,0 <d < b, pged(a,b,d) = 1}. C’est un sous-ensemble de S,,.

Comme SLo(Z)\D,, = Sy, on a pour chaque i € I, I'existence d’un unique
o; € Sy, tel que yio; = o¢y; avec vy, € SLa(Z). Alors o; est dans T;, car le pged
des coefficients de o; est égal au pged des coefficients de g, donc 1. Pour i =

m 0 . . . .
l,onaoc| =09 = <0 1). De plus, j(0:2) = j(vjoz) = j(o0viz) = j(my;z).



3 FONCTIONS MODULAIRES 25

Par ailleurs, soit o = (8 Z) un élément de T, alors il existe a, 5 € Z

tels que pged(ad, fa — ab) = 1. En effet, on pose ¢ = (a,b) et a’ = a/c,
b =b/c. Alors, il existe u,v € Z\0 tels que va’ — ub’ = 1. En particulier, u
est premier avec a’. Donc pour tout nombre premier p, soit p ne divise pas
u, soit p ne divise pas u + a’. Par le théoréme chinois, il existe un entier k
tel que u + ka’ est premier avec c. On pose a = u + ka’, B = v + kb/, alors
pged(ad, Ba — ab) = pged(ad, ¢) = pged(a, ¢) = 1.

Manitenant posons z = ad, y = fa — ab. Comme pgcd(x,y) = 1, il

existe deux entiers z,w tels que la matrice 7/ := Z fi € SLy(Z), de
,_ (aad  Bad _ oo
plus ~'o = ( R wd>' Comme m = ad, il existe alors v € SLy(Z)

tel que v'o = mry. On écrit v 6v; avec un @ € I et 6 € To(m). Alors

jloz) = j(W'oz) = jlogviz) = j(mdy;z) = j(myz) car z — j(mz) est
invariante par T'g(m). Il est facile de voir que ce ; est unique.

On en déduit que le lemme suivant :

Lemme 3.16. II existe une correspondance entre T'o(m)\SLa(Z) = {v;,1 €
I} etTy, = {M;:iec I} tel que j(mr;z) = j(oiz). De plus, comme l’ensemble
T, est fini, I est fini. On peut donc supposer que I = {1,2,--- , N} avec un
entier positif N.

On peut maintenant définir une équation modulaire comme dans la sec-
tion précédente :

On pose ®,,(X) = [[2_,(X —j o 0;). Par le lemme précédent, &,,(X) =
[1,(X — j o (mm))-

Soit v un élément de SLy(Z). Comme ;7,7 € I représentent les classes
a droites de I'g(m) dans SLa(Z) et comme l'application z +— j(mz) est
invariante sous I'action de To(m), on a alors [, (X —jo(my:)) = [TX, (X —
jo(miy)). Donc les coéfficients de @ sont invariants sous 'action de SLa(Z).

On a vu dans la section précédent que ¢" 150 (M;)(z) — 0 quand ¢ — 0
pour tout ¢ € I. Les coéfficients de @ sont donc méromprphes en oo.

On en déduit que les coéfficients du ® sont des fonctions modulaires de
poids 0 holomorphes sur . Donc ils sont dans Cl[j].

Comme dans la section précédente, on peut en déduire que les coéfficients
du @ sont dans Z[j]. On obtient le théoréme suivant :

Théoréme 3.17. [ existe ®,, € Z[X,Y] tel que O, (j, X) = Hfil(X —jo
0i) = [TiL, (X = j o (m)).
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On peut alors démontrer le théoreme 3.8.

Démonstration du théoréme 3.8
Soit f une fonction modulaire pour I'g(m) de poids 0; on pose

N
G(X) = H = =Y (f(z) [ (X = d(m;2)))
X j mfy 2)

i=1 i

Comme on ’a fait pour ®,,, on montre que coéfficients de G sont des
fonction modulaires de poids 0, donc dans C(j) par le théoreme 3.7, c’est-
a~dire que G(j(2),X) € C(j(2))[X].

En remplagant X par j(o12), on a alors

G(j(2),4(mz)) = f(2) [[(G(m2) = j(my;2)) = f(2) [[(H(012) = j(o;2))
j#1 J#1

Comme o et o1 ne sont pas dans la méme orbite pour I'action de SLy(Z)
dans D,, pour tout j # 1, on a alors que j(o12) — j(0;2) est non nulle pour
tout j # 1. Donc

B [Liz1(G(012) = j(0;2)) € C(j(2),j(mz))

comime on veut.

Si de plus les coefficients du ¢-développement de f sont dans Q, comme
on a déja [[;,(j(o12) — j(oj2)) = @7, (j(mz)) € Z[j(2), j(m=2)], il suffit de
montrer que G(j(), j(m2)) € Q(j(x), j(mz2).

En effet, comme on a vu que G(j(z2),j(mz)) € C(j(z))[j(mz], il existe
deux polynémes P € C[X,Y] et Q € C[X],Q # 0 tels que G( (2),7(mz)) =

W On écrit P et @@ comme P(X,Y) = Zi:l Zk:l aszZYk ot

Q(X) =1 b X' Alors G = P/Q est équivalent &

N M A L
SN ani(2)(ma)t = F(2)®),(i(m2) (> bi(i(2))
=1 =1

En considérant les g-développements, on sait qu’il est équivalent a un
systeme linéaire homogene en les a;; et b;. Comme tous les coefficients des
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g-développements de j(z), j(mz), f(2) et ® (j(mz)) sont dans Q, les co-
efficients de ce systéme linéaire sont dans dans Q. De plus, il a une solu-
tion dans C tel que les b; ne sont pas tous nuls. Alors il existe une solu-
tion de ce systeme dans Q qui rendre les b; non tous nuls. C’est-a-dire que

G(j(2),5(mz)) € Q(j(2), j(mz)). O
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4 Groupe des classes d’un corps quadratique ima-
ginaire

On va donner une méthode de calcul du nombre de classes d’idéaux de
I’anneau des entiers d’un corps quadratique imaginaires. En particulier, on
montrera que 'anneau des entiers du corps Q[v/—163] est principal.

4.1 Corps de nombres quadratiques

Définition 4.1. On appelle corps de nombres toute extension finie de Q.
On dit que K est un corps de nombres quadratique si c’est une extension
algébrique finie de degré 2 de Q.

Il existe alors d € Z* tel que vVd ¢ K et K = Q[v/d]. En effet, si z € K\Q,
2 est élément primitif de K, et il existe a, b € Q tels que 22 4+ az + b = 0.
Alors Q[z] = Q[Va? — 4b]. Or a? — 4b = £ est un rationnel. On peut écrire

% = %, puis K = Q[/pq], ol pq est bien un entier relatif.

Sid> 0, K est dit réel; sinon, K est dit imaginaire.

K est donc le corps de décomposition du polynéme séparable X2 — d;
I'extension Q < K est galoisienne, et on a de plus Gal(K/Q) ~ Z/27Z. On

note o I'élément de Gal(K/Q) différent de l'identité.

Proposition 4.2. Pour deux entiers relatifs a et b, on a
Qva] =QVb © IreQ:a=r?

Démonstration Si on suppose Q[v/a] = Q[vb], alors Gal(Q[v/a]/Q) =
Gal(Q[V1]/Q) = G. On en déduit G = {id; o}, avec o = idjg, o(va) =
—v/a, o(v/b) = —v/b. Donc r = \/% est invariant sous 'action de G, puis
r e Q.

Le sens réciproque est clair.

O

On note A = Q*/Q*? I'ensemble des entiers sans carrés parmi leurs

facteurs entiers.

Proposition 4.3. L’ensemble des extensions quadratiques de Q est (Q[vd])gea.

O
On fixe d € A et on note K = Q[v/d].

Définition 4.4. On note Ok et on appelle anneau des entiers de K la
cloture intégrale de 7 dans K.
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Proposition 4.5. On a
O =Z[Vd] = d=2,3[4]

1+d

Ok = Z|—

|ed=1[4]

Démonstration Soit y € OF. Alors y s’écrit a+bv/d pour un couple (a, b)
de rationnels. On note G' = Gal(K/Q). G = {id, c}. On a o(y) = a — b\/d.
Comme Ok est un anneau, y + o(y) € Ok et yo(y) € Ok. Or ces deux
quantités sont stables sous I'action de G, donc sont dans Q. Ce sont donc
des entiers relatifs. Puis 2a € Z et a®> — b%d € Z.
On en déduit successivement 4a? € Z puis 4b*°d € Z. On a alors, comme
d n’a pas de diviseur carré, 2b € Z.

Sid=2[4], db € Z car alors d = 0 [2]. On en déduit que 2b x bd € Z,
puis 2a? € Z:; puisque 2a € Z et 2a®> = 2a X a, on a nécéssairement a € Z.
Alors b%d € Z puis comme bd € Z, b € Z. Donc y € Z[V/d).

Réciproquement, si z = p+qv/d,avec p, g € Z, P = X% — 2pX + p* — dg?
est un polynéme unitaire & coefficients entiers annulant z.

Donc O = Z[Vd].

Si d = 3 [4], on suppose que 2b est impair. Alors 4b> = 1 [4], donc
4(a® — db®) = 3[4], ce qui est absurde. Donc b € Z. Donc a? € Z, puis a € Z.
Donc y € Z[Vd).

Réciproquement, si z = p+ ¢qv/d,avec p, g € Z, P = X? — 2pX +p? — dg?
est un polyndme unitaire & coefficients entiers annulant z.

Donc Ok = Z[V/d).

Sid=1[4], on pose T = 1+—2\/E. On pose = 2b et « = a — b. Alors
y=a+ 7. On a alors B € Z et 2a € Z.

De plus 4(a?+aB+ %) € 7Z. Donc en développant, 402 +4a 8 = 0[4].
On en déduit que 2« est pair. Donc « € Z. Puis y € Z[7].
Réciproquement, si z = p+qr,avec p, ¢ € Z, P = X% — (2p+q) X +p? —
— w est un polyndéme unitaire & coefficients entiers annulant z.
Puis O = Z[15Y4],

pq

O]

Définition 4.6. On appelle discriminant de Q[\/d], noté D, le nombre défini
parD=4d sid=2,3[4] et D=d sid=1[4].
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Remarque On donne dans 'annexe des détails sur la signification de D
et sa valeur dans un corps de nombres quelconque.

4.2 Nombre des classes, triplet réduit

Soit A un anneau de Dedekind et F' son corps des fractions; on suppose
A#£F.

On peut munir I’ensemble des idéaux de A d’une relation d’équivalence
A : pour deux idéaux I, J de A, on a TAJ si et seulement s’il existe a, b € A
tels que (a)I = (b)J ou (c) dénote 'idéal engendré par c. A est clairement
une relation d’équivalence.

Les classes de A sont appelées les classes d’idéaux de A. On note CI(A)
I'ensemble des classes, h(A) le cardinal de Cl(A) quand il est fini.

Remarque A est principal si et seulement s’il n’a qu’une seule classe
d’idéaux.

Proposition 4.7. Si I,J sont des ideauz de A, et si on note [I], [J] leurs
classes respectives par A, alors on a [I]-[J] = [I - J]. CI(A) est donc un
monoide abélien d’élément neutre [A].

On note CI(K) = Cl(Ok) 'ensemble des classes d’équivalence de A pour
un corps quadratique K.

Proposition 4.8. L’ensemble C1(K) est un groupe abélien sous l’opération
-, et la classe de Ok en est l’élément neutre.

On montre d’abord un lemme.

Lemme 4.9. Soit I un élément de T. Alors il existe trois entiers m,a, b tels
que a > |b|, 4a | b* — D etI:m<a,% >.

Démonstration On sait que 'idéal I [ Z de Z est non-nul car pour chaque
élément non-nul x de I, entier x - T est un élément non-nul de /() Z. On
note n son générateur positif. Pour = un élément de I, il existe m,[ dans

Z tel que x = M. On choisit un = dans I'\Z tel que la valeur absolue

de m soit minimale. Il est clair que I =< n, W >. En remplacant [ par

[ + 2kn pour un certain entier k, on peut supposer que || < n.

Comme [ est un idéal de Ok, on a n# e<n, % >. En particu-

lier on a m divise n. De méme on a W# e<n, % >, et donc
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m divise %TH, donc divise I. On pose a = n/m et b = [/m. Alors on en

deéduit que I = m < a, % > et a > |b|. Comme m~'I =< a, % >
o _ 2_ _b1yD

est encore un idéal de Ok, on a ( bg\/ﬁ)(bg/ﬁ) =b 4D e< a7b+T >.

Alors on a bien 4a | b* — D. O

Démonstration de la proposition 4.8 Il suffit de montrer que tous les
idéaux sont inversible dans CI(K). Soit I un élément de Z. Par le lemme
4.9, il existe trois entiers m,a,b, tels que a > |b|, 4a | b>* —Det I = m <

a, % >. On pose J :=< a, b"’g/ﬁ >, c’est encore un idéal de Ok . De plus,

[I][J]: |:77’L<a7_b"57\/5 ><a’% >] — |:m<a2,_ab7a\/57172%D> _

[ma <a,—b,D, b24_aD >|. On pose g = pgcd(a, b, li;ap), alors g2 divise D.

Comme d est sans facteur carré, onag=1loug=2.Sig=2,onad=2,3
modulo 4 et 4 divise (4)? — d. C’est impossible. Donc on a g = 1. On en
déduit que [I] - [J] = [maOk] = [Ok]. O
On va donner un algorithme de calcul du nombre de classes d'un corps
quadratique imaginaire a l’aide de triplets réduits.
Soit K = Q[\/&] un corps quadratique de discriminant D et d’anneau
des entiers Ok. On note Z ’ensemble des idéaux de Ok

Définition 4.10. On dit un triplet d’entiers (a,b,c) est réduit si 4ac—b*> =
—D, ¢ > a > |b| ou les deuz égalités ne peuvent pas étre atteintes en méme
temps et si une des égalités est atteinte, on a b > 0.

On va montrer que le nombre de triplets réduits est égal au nombre de
classes.

Lemme 4.11. Le nombre des triplets réduits est fini.

Démonstration Comme ¢ > a > |b|, on a —D > 4a® — a? = 3a%. Donc le
nombre de a dans les triplets est fini. Comme a > [b| et ¢ est uniquement
déterminé par a, b, le nombre des triplets réduit est fini. O

Exemple 4.12. §i d = —163, alors D = —163. Le seule triplet réduit est
(1,1,41).

En effet, si (a, b, c) est un triplet réduit, alors 163 > 3a® > 3b%, donc
|b| < 7. Sib est pair, alors 4ac est impair, ce qui est absurde. Si |b| = 1, alors
164 = 4ac, donc ac = 41, puis a = 1, ¢ = 41, d’ou (a, b, ¢) = (1, 1, 41).
Sib? =9, ac = 43. Or 43 est premier, donc a = 1, ce qui est absurde car
b] < a. De méme, sib* = 25, ac = 47, qui est également premier. Si |b| = 7,
alors ac = 55, donc a =1 ou a =5, ce qui est impossible.
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Le seul triplet réduit est bien (1,1,41).

Proposition 4.13. On suppose que D < —4. Soit A une classe d’idéaux
de Og. Alors il existe un unique triplet réduit (a,b,c) tel que l'idéal <

a, _17‘;7‘/5 > est dans A. En particulier, le cardinal de CI(K) est égal au
nombre de triplets réduits, et donc le cardinal de CI(K) est fini.

Démonstration On montre d’abord 'existence d’un tel triplet. On choi-
sit un élément I dans A tel que la norme de I soit minimale dans A. Par
le lemme 4.9, il existe des entiers m,a,b tels que a > |b|, 4a | v¥* — D

et I = m < a,% >. Comme l'idéal m~'I est encore dans A et
N(m~I) = a, N(I) = m?a d’aprés 'exemple 7?7, on a [ = m~'I par le
choix de 1.

Maintenant on pose ¢ = I’Z;D Alors on a 4ac — b?> = —D. Comme 1'idéal

J = bJ”FI =<gc, b*‘r > est encore dans A et la norme de J est égale a ¢,

onacZa

On suppose par absurde que ¢ = a = |b|, alors on a —D = 3a%. Comme

d est sans facteur carré, onaa=1oua = 2. Alors D=-3 ouD = —12. IlIs
sont tous impossibles sous 'hypotheses D < —4 et d est sans facteur carré.
b+f

Si on a a = |b], alors 'idéal < a, > est le méme que l'idéal I. Donc on

peut supposer que b > 0. Si on a ¢ = a, on a l'idéal J =< a, b+[ > est
dans A. Donc on peut aussi supposer que b > 0.

Il reste & montrer que le triplet réduit est unique. En effet, si (a,b, c)
et (a/,b,c) sont deux triplets réduits tels que I =< a, M >et I' =

1=t **F > sont dans la méme classe, il existe A un element non-nul de K,

tel que I' = X\I. Comme (a,b,c) est réduit, il est facile de voir que +a ont
b+xf

a,

une norme minimale dans I et +—-Y=

On observe que \%] = /ac.

ont une norme minimale dans I\ Z.

Si ¢ > a, alors a sont les deux seuls éléments de I qui ont la plus petite
valeur absolue. Donc a’ = £\a. En remplacant A par —\, on peut supposer
que a’ = Aa. En particulier, A\ € R~. En considérant la partie imaginaire de
I' et \XI,on a A =1. Donc on a b—1b’ est un multiple de 2a. Par la définition
de triplet réduit, on a forcément que b = b'. Donc on a (a,b,c) = (a’, V', ).
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Sic = a, il y a exactement quatre éléments dans I qui ont la plus pe-
tite valeur absolue, c’est +a, i%. Comme I’ = \I, on a +a/, iw
sont les seuls quatres éléments dans I’ qui ont la plus petite valeur abso-
lue. Donc on a soit A\aZ=ad'Z, Asz\/ﬁZ = 4’/5@%, soit \aZ = wZ,
A%Z = d/Z. Dans le premier cas, on montre comme le cas précédent
que A = +1. Alors a = a’ et ¢ = ¢/. Donc b?> = b2, et donc b = V' car
—b'-‘r\/ﬁ - + 2a’

2a —b+v/D’
(=b+vVD)(—b' ++vD)) € R. Mais b > 0 et b’ > 0, on a forcément que b =0
et ¥’ = 0. Alors 4a®> = —D, c’est impossible car D < —4 et d est sans facteur
carré.

b>0etd > 0. Dans le deuxieme cas, on a et donc

On en déduit 'existence et I'unicité du triplet réduit voulu.
On a donc une bijection entre ’ensemble des triplets réduits et le groupe
des classes, d’ou la conclusion. ]

Corollaire 4.14. Si K = Q(v/—163), alors Ok est principal. O

4.3 Finitude du nombre des classes, formule du nombre de
classes

En fait, pour tout corps de nombres K, on peut définir la notion d’anneau
des entiers Ok comme cloture algébrique de Z.

Proposition 4.15. Cet anneau Ok est toujours de Dedekind.

Démonstration On le démontre d’abord pour K = Q[+v/d] un corps qua-
dratique.
Ok est intégralement clos par construction.

On a, selon le reste modulo 4 de d, O = Z[X]/(X? — d) ou O =
Z[X]/(X% - X + 134); Z étant noethérien car principal, O est noethérien
en tant que Z-algebre d’apres le théoreme de Hilbert.

Soit B un idéal premier non nul de Ok. Soit z € P\ {0}. On considére
p = X2+ a1 X + ag le polynéme minimal de = dans Z[X]. Alors ag # 0. On
a clairement ag € O NZ C PN Z.

Or pour x,y € Z,

zyePNZ=>oyeP=>cxcPouycP=xePnNZouycPLNZ.
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Donc 9 N Z est premier, donc maximal, car Z est de Dedekind puisque
principal. Ainsi Z/BNZ est un corps, isomorphe a un sous-anneau de O /B.
Comme tout élément de O est entier sur Z, tout élément de O /P est
entier sur Z/PNZ (on dit alors qu'un anneau est entier sur son sous-anneau).
Or si A C B sont deux anneaux intégres, avec B entier sur A, B est un
corps si et seulement si A en est un. (Démonstration aisée). Donc O /B est
un corps, puis P est maximal.

Donc Ok est de Dedekind.

On procede comme pour un corps quadratique. Le point difficile est le
fait que l'anneau soit noethérien. Pour cela, on pourra voir [12] ou le TD
d’algebre 2.

O

Soit A un anneau, F' son corps des fractions.

Définition 4.16. On appelle idéal fractionnaire sur A tout sous-A-module
I de F tel qu’il existe d € A\ {0} tel que dI C A. Quand d =1, on dit que
lidéal est entier (c’est alors un idéal de A au sens usuel).

L’ensemble I(A) des idéaux fractionnaires forme un monoide commuta-

tif.

Remarque En fait, on montre méme que I(A) \ {0} est un groupe com-
mutatif; voir [12] pages 60-61.

Définition 4.17. Alors, si on note D(A) =
un sous-groupe de I(A) et on a Cl(A) = I(A
groupe des classes de 'anneau A.

{zAlx € F*}, alors D(A) est
)/D(A). On appelle CI(A) le

Soit K un corps de nombres, Ok son anneau des entiers, hx = card(Cl(Ok)).
On a alors un théoreme fondamental :

Théoreme 4.18. hi est fini.

Démonstration Ceci est démontré en 7.25.
O
Par ailleurs, il existe une formule donnant directement le nombre de
classes pour un corps quadratique imaginaire. Si Q[\/&] est un corps qua-
dratique imaginaire de nombre de classes h et de déterminant D < —4,
alors
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. P
h = D Z x(z)x
z=1,z€Pp

ou Pp est ’ensemble des entiers premiers avec D et ol x est une fonction
valant 1 ou —1 selon le reste de = modulo |d|.
On l'explique dans "annexe en 7.6.

Remarque Il en existe une généralisation a tout corps de nombres, mais
ceci dépasse largement le cadre de ’exposé. On pourra voir par exemple [2]
a ce sujet.
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5 Courbes elliptiques a multiplication complexe

5.1 Endomorphismes d’une courbe elliptique sur C

Les propriétés démontrées en §3 concernent particulierement un certain
type de courbes elliptiques, dites a multiplication complexe, que nous allons
enfin définir.

Soient 7 € ‘H et A = 7Z + Z7 comme précédent. On pose E = C/A.

D’apres la proposition 2.5, tout endomorphisme de variété complexe de
C/A est de la forme z — oz pour un certain o € C.

On s’identifie Z & un sous-anneau de End(C/A) via n+— (z — nz).

De plus, End(C/A) s’identifie & un sous-anneau de Q[7] contenant Z via
(p: 2z az) — a.

Définition 5.1. On dit que C/A est @ multiplication complexe si End(C/A) #
Z. On dit que le réseau A est a multiplication complexe si C/A [’est.

Définition 5.2. Soit K un corps quadratique imaginaire. On appelle ordre
de K tout sous-anneau unitaire de K qui est un réseau de C.

Théoreme 5.3. Le réseau A est a multiplication complexe si et seulement

st Q(7) est un corps quadratique imaginaire.
Dans ce cas, End(C/A) est un ordre de K.

Démonstration Sens direct

a=ar+b
ar=ct+d

ElaE(C\Z:aACA:EIa,b,c,dGZ,a#O:{

=ar’+(b—c)r+d=0
= [Q(r): Q=2
Sens réciproque
Si [Q[7] : Q] = 2, alors il existe A, B,C € Z, A # 0 tels que At?> + Bt +
C:Sgit x € Z;alors x ¢ —TA+Z. On pose o = AT + x. Soit ar + b € A.

Alors
alar +b) = a(AT% + z7) + b(AT + )

=a(—C+ (z — B)T) + bAT + zb
= (zb —aC) + 7(ax — aB + bA).
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Alors oA C A, et o ¢ Z.

Dans ce cas, End(C/A) C A est un sous-groupe discret de C. Alors
on peut prendre o € End(C/A) \ Z, tel que pour tout o € End(C/A),
Im(a’) D Im(«). On peut vérifier sans probleme que End(C/A) = Z + Za
est un réseau, donc un ordre.

O]

Définition 5.4. Soit K un corps quadratique, soit O un ordre de K. On dit
qu’un idéal fractionnaire I de O est propre si O = {a € K : ol C I}.

Théoréme 5.5. Soit 7 € H ; on pose A = Z + 7Z. Soit « € C\ Z. Alors
al C A si et seulement s’il existe un corps quadratique (imaginaire) K et

un ordre O de K tel que o € O et tel que A soit un idéal fractionnaire propre
de O.

Démonstration

<« C(Clair.

a=ar+b
ar=cr+d

= On suppose aA C A. Alors da,b,c,d € Z,a # 0 : { On

en déduit ar? + (b—c)T +d = 0.

On pose K = Q|[7], puis O = { € K : A C A}, qui est un ordre de
K. Or A est un idéal fractionnaire propre de O (en effet, %A C O, et A est
clairement propre), et o € O, d’ou la conclusion.

O]

5.2 Le j-invariant est un nombre algébrique

On va montrer j((1+:v/163)/2) € Q. Plus généralement :

Théoréme 5.6. Soit K un corps quadratique, O son anneau des entiers,
et I un idéal fractionnaire non nul de Og. Alors j(C/I) est un nombre
algébrique de degré au plus hy .

Corollaire 5.7. On pose T = (1 +iv/163)/2. Alors j(1) € Q.
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Démonstration On applique le théoreme précédent & K = Q[iv/163],
qui d’apres le corollaire 4.14 est d’anneau des entiers principal O = Z|[7];
Jj(1) = j(C/Ok) est algébrique de degré au plus 1, donc dans Q. O

On définit 'action de Aut(C) sur les courbe elliptiques. Soit o € Aut(C).
Si une courbe E est donnée par les zéros d’un polyndéme P, alors E? est
donnée par les zéros du polynome P? dont les coefficients sont les images de
ceux de P par o. Ainsi, on obtient j(E?) = o(j(E)).

L’idée de la démonstration est que pour tout o € Aut(C), j7 est le j-
invariant d’une courbe elliptique & multiplication complexe pour laquelle O
est 'anneau des endomorphismes. On va montrer d’abord que cette courbe
elliptique est isomorphe & C/I pour un certain I idéal de Ok. Donc il y a
au plus hg possibilités de classes d’isomorphismes de C/I, et j7 prend au
plus hx valeurs quand o varie, d’ou la conclusion.

o

Lemme 5.8. Soit K un corps quadratique. Alors on a une bijection entre
le groupe des classes Cl(Ok) et les classes d’isomorphismes des réseaus a
multiplication compleze pour lesquels Ok est 'anneau des endomorphismes.

Démonstration On montre d’abord que tous les réseaux a multiplica-
tion complexe pour lesquels Ok est 'anneau des endomorphismes sont iso-
morphes & un idéal de Ok . En notant 0 le générateur de Ok, on a O =
Z +70. Soit A = Z + Zz un réseau de C tel que End(C/A) = Og. Comme
d € A, on a forcément z € Q[6]. Donc il existe un entier n tel que nA C Ok.
Alors nA est un idéal de O.

Réciproquement, soit I un idéal non nul de Q. Par le lemme 4.9, il
existe m,a,b € Z, m,a non nuls tels que I = m < a, 4’27‘/5 >. Donc I est

vraiment un réseau de C et O C End(C/I). De plus, soit A € End(C/I),

on a M\a €< aq, w > pour tous les entiers k. Donc on a forcément

A € Ok.Alors End(C/I) = Ok.

Comme deux idéaux I et J sont isomorphes comme réseaux si et seule-
ment s’ils sont dans la méme classe d’équivalence d’idéaux. On obtient alors
la bijection voulue.

O

Démonstration du théoreme 5.6 Par le corollaire 2.9 on peut écrire
ainsi le développement de Laurent de la fonction de Weierstrass :

1 [eS)
P(:) = 5+ 3 aulgn. )™
n=1
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ou pour tout n € N* a,, € Q[X,Y].

Soit a € End(C/I) = Ok. Alors af C I, donc ¢ : z — P(az) est
méromorphe, paire, doublement périodiquepar rapport a I. D’apres 2.12,
¢ € C(P). Donc on peut écrire

A(P(2;92,93))
B(P(2;92,93))
pour un certain couple (4, B) € C[X].

Soit 0 € Aut(C). On note A, B? I'image des polynémes sous I’action
de o qui consiste a appliquer o a leurs coefficients. Cette action se prolonge
au corps des fractions de séries formelles C((X)), et donc ¢ y induit un
automorphisme. En appliquant ¢ a 1’égalité précédente, on obtient :

_ A7(P(z0(92),9(93)))
P(O’(O[)Z,O'(g2),0'(g3)) BJ(’P(Z;U(QQ),O'(QS)))'

On a g3 —27g2 # 0, donc o(g2)3 — 270(g3)? # 0; par surjectivité de j, il
existe A un réseau tel que g2(A) = 0(g2); 93(A) = o(g3). En particulier, on
a j(A) = o(j(I)).

Alors P(z, A) = P2 o(g2); o(gs))

On montre que A est a multiplication complexe par o(«a). En effet,

P(o(a)z, A) = foimzt. Done A7(P(2)) = P(o(a)2)B? (P(2)).
z = P(o(a)z) a un pdle double en 0, donc deg(A?) = deg(B?) + 1. Si
w € A, alors comme P a un podle en w, d’apres les deux formules précé-
dentes, z — P(o(a)z) aussi. Dons P a un pole en o(a)w, alors o(a)w € A.
Donc A est a multiplication complexe par o(«).

On déduit de ce qui précéde o(End(C/I)) C End(C/A). En considérant
o1, on obtient que End(C/A) = o(End(C/I)) = 0(Ok) = Ok comme
I’extension Q — K est normale.

Or par 5.8, il existe au plus hx valeurs possibles de j(A), donc de
o(j(C/I)). Ainsi, j(C/I) est un nombre algébrique de degré au plus hx. [

P(az; g2, 93) =

Remarque En fait, et c’est démontré dans [3], le degré de j(C/Ok) est
exactement hy. De plus, K(j(C/Of)) est le corps de classe de Hilbert du
corps K, c’est-a-dire ’extension non-ramifiée maximale de K. On sait que
le corps de Hilbert du corps K est abelien sur K.

Plus généralement, soient O un ordre dans un corps quadratique imagi-
naire K et I un idéal fractionnaire de O. Alors K (j(C/I)) est le "ring class
field” de O. En particulier, par le théoréme 5.5, on a j(F) est un nombre
algébrique pour tout les courbes elliptiques a multiplication complexe.
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5.3 Intégralité du j-invariant
On montre ensuite que j est un entier algebrique.

Théoreme 5.9. Soit E une courbe elliptique o multiplication compleze.
Alors j(E) est un entier algébrique.

Démonstration Soit £ = C/A une courbe elliptique a multiplication
complexe. On pose A = w1iZ + woZ.
On pose K = Q(gL). Alors il existe un entier négatif sans facteur carré

d tel que K = Q(v/d). On peut supposer A C Ok.

On suppose le résultat vrai quand A = O ; Ox = Z[7] pour un certain
7 € H. j(7) est donc entier sur Z par hypothése. Alors, quite & permu-

ter wy et wo, il existe n € N, M = (a b) GDntelsque(wl) =
c d w2

c d
notations du théoreme, jo PM annule F,(j, X); or joPM = jo M par inva-
riance de j sous l'action de SLa(Z). On en déduit que F,[j(7),joM(7)] = 0.
Alors j(M(71)) = j(FE) est intégre sur Z[M (7)] donc sur Z.

< a b > ( I > On peut trouver P € SLy(Z) tel que PM € S,,. Avec les

On se ramene donc & A = Ok.

On pose a = v/d et n = |a/?. Alors n n’est pas un carré.

a

De plus, comme oZ[7] € Z[7], il existe alors M = ( - Z ) telle que

a( ; ) = < CCL Z ) ( 71— ) En considérant le conjugué complexe, on a
5 T\ _ [(a b T
1) \e¢ d 1
DoncaoT%—abT%CommedetT%——
0 a\t 1)~ \e ¢)J\1 1) 1 1)~ 7
_ 2 a 0\ a b
7T # 0, on a alors n = |a|* = det 0 & = det e d)
Comme M1 = (at+b)/(ct+d) = (ar)/(a)), on a j(MT1) = j(1) = j(E).
On obtient avec les notations du théoreme H,(j(E)) = Fo(j(E),j(E)) =
F,(j(1),7(M(7))) = 0 car My(Z) € D,,. Comme n n’est pas un carré, par

le proposition 3.15, j(E) est un entier algébrique.
[
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Remarque Comme on ’a vu dans la démonstration précedente, si f : F —
E’ est une isogénie de degré n (c¢’est-a-dire un morphisme surjectif de courbes
elliptiques avec un noyau fini de cardinal n), alors F},(j(E),j(E’)) = 0. Une
courbe elliptique F est a multiplication complexe si et seulement s’il existe
une isogénie £ — E de degré non carré.

Corollaire 5.10. Soient K est un corps quadratique imaginaire tel que
hix =1 et I un idéal non nul de Ok. On pose E = C/I. Alors j(E) € Z.

Démonstration Par 5.7, on a j(E) € Q, et par 5.9, on a que j(F) est un
entier algébrique. Donc j(E) € Z. O

Corollaire 5.11. e™V163 ¢st presque un entier.

Démonstration On pose 7 = H’f V163 et on consideére le réseau A =
Z + 77 et la courbe elliptique E = C/A. Par le lemme précédent, j(F) € Z.

2irT _ _ ,—7V163

Or par 3.5, on a en posant ¢ = e e

1 o0
J(E) == +T744+ ) ang".
q n=1

On en déduit e™V163 ~ —j(E) 4 744 + 8 x 10713,

5.4 Racine cubique du j-invariant

On va montrer que les racines cubiques de j(O ) sont encores des entiers
algébriques de degré au plus hx pour un corps quadratique imaginaire K.
Voici quelques exemples sans calcul ; pour les détails, on pourra voir [3].

Exemple 5.12. [ est connu que les 9 corps quadratiques imaginaires de
nombre des classes 1 sont les Q(v/d) avecd = —1, -2, =3, =7, —11, —19, —43, —67
et —163. Leurs valeurs pour j sont :

J+V/—1) =123
j(14v=2) =20°
J50+V=3) =0
J5 0+ V1) = (-15)°
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j5(1+ V=) = (-32)°
j(50+V719))

(—96)°
j(%(l +v/—43)) = (—960)*
j(%(l +v/=67)) = (—5280)*

j(%(l +/~163)) = (—640320)*
Fixons d un entier negatif sans facteur carré et K = Q(\/d), 1o = 3+2‘/‘7
sid=1[4] our =+Vdsid=2, 3[4]. Alors on a Og = Z + Zr. Donc
J(Ok) = j(10).

On suppose de plus que 3 ne divise pas d. Pour le cas général, on peut
voir [13].

On note que pour 7 € iR, on a ¢(1) = €™ € R, et donc A(z) €
Q[[¢]] € R. Puisque A est une fonction holomorphe non nulle sur H qui est
simplement connexe, il existe © une fonction holomorphe sur H qui est réelle
sur iR tel que ©3 = A.

On pose alors yo(7) = 12 962((:)) , puis 73 = j. On montre maintenant que

~2 est une fonction modulaire pour I'g(9) de poids 0 et que les coefficients
de son g-développement sont dans Q.

Proposition 5.13. La fonction v est une fonction modulaire pour T'x(9) de
poids 0. De plus, les coefficients de son q-développement sont des nombres
rationnels.

Démonstration On sait que le g-développement de j est ¢~ * +d 0 g eng"
avec les coefficients ¢, entiers. On pose f(q) := 1+ > o0 ; c,q™ ™! qui est une
fonction holomorphe sur la boule unité de valeur 1 en 0. Donc il existe une
fonction g holomorphe dans un voisinage de 0, telle que g3 = f et g(0) = 0.
On écrit g = 1+ 7 | ang™. Pour tout n entier positif, en considerant le co-
efficient de ¢" dans ¢?, on a alors 3a, + P(ai,as, - ,an_1) = ¢p_1 € Z avec
P un polynome a coefficients entiers. Donc on peut déduire par récurrence
que tous les a, sont dans Q. Comme le cube de ¢~/3
est réel quand ¢ est réel, alors par construction du 72, on a vy2(q) = ¢~

g est j etque qil/gg
/3.
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Maintenant on considere I'action de SLg(Z) sur 72. Soient z € H et

- <CCL fl) € SLy(Z). On pose ( = e*™/3. On vérifie que yo(y2) =

Cacfab+a2 cdfcd,.y2 (Z) )

En effet, y2(—1/z) = 72(2) car —1/z € iRsi z € R. 7a(z2+ 1) = q(z +
D~Y3g(q(z+1)) = ¢ 1q(2)g(q(2)) = ¢ 1y2(2). Donc 'égalité est vraie pour
<_01 é) et ((1) 1) De plus, il est facile de vérifier que si v et 7/ sont
deux matrices dans SLa(Z) tel que cette égalité est vraie, alors on a la méme
pour 7v". Comme (_01 (1)> et <(1] i) engendrent SLy(Z), cette égalité est
toujours vraie.

. a b 0z a(32
Sty = ( d) € To(9), on a 12(372) = (%) = 1 (fxihra) =

72((0?3 Z?) (32)) = 12(3z) car 3 divise ¢/3.

Il reste & voir que 72(32) est méromorphe en tous les cusps. En effet, soit
v € SLa(Z), comme j(3z) est une fonction modulaire pour I'g(3), on a que
(7(3v2)) est méromorphe en oco. Donc c¢’est aussi vrai pour sa racine cubique
Y2(372).

On a déja vu dans le premier paragraphe que tous les coefficients du
g-développement du 5 sont dans Q. On a alors fini la démonstration. [

Par le théoréme 3.8, on a v2(32z) € Q(j(92),j(z)). Soit zg comme précé-
demment, on a de plus :

Corollaire 5.14. Le nombre v2(zo) est dans Q(j(320),5(z0/3)).

Démonstration Comme on’a vu dans la démonstration du théoreme 3.8,
12(20) TTpp1 (G (01(20/3)) =i (o (20/3)) = G(j(20/3),3(320)) € Q(i(320),4(20/3))
et [T1(3(01(20/3)) — j(ok(20/3)) € Z[j(320), j(20/3)], il suflit de montrer
8 i) €Ty, 0#0pouoy= (g (1)>, on a j(o(z0/3)) #
j(00(20/3)). On suppose par 1'absurde que j(o(z9/3)) = j(00(20/3)). Alors
il existe 6 € SLa(Z) tel que op(z0/3) = do(z0/3). On peut écrire do comme

A B z
(C’ D) € M3(Z). Donc on a 3zp = ézgig’g.

-~ Sid=1[4],onaz = %. Alors A3+T\/E—|—SB = 309+D4M+
9D3+yYd
Ainsi 34/2 + 3B = 3C(9 + d)/4 + 27D/2 et A/2 = 9C/2 + 9D/2.
Donc A = 9C + 9D et B = £2C. Comme det(é0) = 9, on a alors

que pour tout o =
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AD — BC = 9CD +9D? — 222C? = 9(D + C/2)? + F2C? = 9. En
particulier, comme d est premier avec 3, on a que 3 divise C'. Comme
deplusd=1[4], ona —d > 7. On a alors C' = 0 car 72C? < 9. Donc
D=1ouD=-1.
On a alors 0 = <8 i) =51 (3 (1)> oud~! <_09 _01> On a forcé-
ment 9 divise a. Alors a = 9, b = 1. Comme 0 < ¢ < b, on a ¢ = 0.
Donc 0 = g, ce qui est absurde.
~Sid=2,3[4], onaz = +Vd De méme,ona A=9D et B = dC.

Donc 9D? — dC? = 9.Comme —d > 0 et comme 3 ne divise pas —d,
on a forcément C =0, D = 9 ou —9. De méme, on a o = og, ce qui
est absurde.

On en déduit que y2(z0) € Q(j(320),7(20/3))- O

On pose O = Z+ Z(3z) ; c’est un ordre dans K. Il est facile de voir que
O’ := 7 + Z(z/3) est un idéal fractionnaire propre de @. On a remarqué
dans la section 5.2 que K(j(2o) est le corps de classe de Hilbert de K et
Q(j(320)) = Q(j(20/3)) est le "ring class field” du O. On ne définit pas le
"ring class field” ici. On utilisera un corollaire de la théorie des corps de
classes sans démonstration. On peut voir [3] pour les détails.

Proposition 5.15. On utilise les notations précédentes. Alors I’extension
K (j(20)) = K(j(320)) = K(j(20/3)) est de degré

o010 (3)2

ou D est le discriminant de Ok, OF, (resp. O*) est l'ensemble des éléments
inversibles dans O (resp. O) et (%) est le symbol de Legendre : il est égal
a1 si 3 ne divise pas D et D est congru a un carré modulo 3 ; il est égal a
0 si 3 divise D ; il est égal a —1 sinon.

Enfin, on montre le théoreme suivant :
Théoréme 5.16. Soit K et zg comme précédemment. Alors v2(zo) € Q(j(20))-
Lemme 5.17. L’extension Q(j(zo)) < K(j(z0)) est de degré 2.

Démonstration On montre d’abord que j(zp € R. En effet, ¢(zo) est égal
a—e™dsid=1[4] et eV sid =2, 3[4]. Dans tout les cas, on a ¢(z) € R.
Donc par 'expression du g-développement de j on a j(z9) € R.

Maitenant comme l'extension Q — K est de degré 2, on sait que le
degré du Q(j(20)) — K (j(z0)) est d’au plus 2. Mais comme Q(j(zp)) C R
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et K(j(20)) € R, on sait alors que le degré n’est pas 1, donc qu'’il est égal a
2 comme on veut. ]

Démonstration du théoreme 5.16

On a déja vu que y2(20) € Q(j(320),5(20/3)) C K(j(320)). De plus, par la
proposition et le lemme précédents, on sait que le degré de K (j(3zp)) sur
Q(j(20)) est 2[(9;(37:0*}(1 - (%) %) qui divise 2(3 — (%)) Comme 3 ne divise
pas d et donc ne divise pas D, ce dernier nombre est égal & 2 ou 4. Ainsi le
degré de K(j(3z2p)) sur Q(j(zo)) divise 8. En particulier, le degré de v2(zo)
sur le corps Q(j(z0)) divise 8.

Comme q(z) = €*™* € R, par le ¢g-développement de v on a y2(2g) € R,
et donc 72(z) est la racine cubique réelle d’équation X3 — j(zg). Donc le
degré de v2(zp) sur le corps Q(j(20)) est 1 ou 3. Mais ce degré divise 8, donc
est égal & 1. On en déduit que v2(zp) € Q(j(20)-

O

Corollaire 5.18. Soit K est un corps quadratique imaginaire de nombre de
classes 1. Alors j(C/Ok) est un cube d’un entier.

Démonstration On pose zg et y9 comme précédemment. Par le corollaire
7?7 et le lemme précédent, v2(zp) est dans Q. Par ailleurs, v2(zp) est la
racine cubique d’un entier, donc v2(zp) est un entier algébrique. Alors v2(zp)
est un entier rationnel . Donc j(C/Ok) = 72(20)* est le cube d'un entier
rationnel. O
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6 Conclusion

Nous avons donc démontré les théoremes suivants :

— Soit E une courbe elliptique & multiplication complexe. Alors j(E) est
un entier algébrique.

— Soit K un corps quadratique, Ok son anneau des entiers, et I un idéal
fractionnaire non nul de Og. Alors j(C/I) est un nombre algébrique
de degré au plus hy.

— Soit K un corps quadratique imaginaire. Alors j(C/Of) est réel et la
racine cubique réelle de j(C/Of) est dans Q(j(C/Ok).

Par la théorie des courbes elliptiques, en utilisant la paramétrisation
par la fonction j sur SLy(Z)\C, et la théorie des fonctions modulaires pour
arriver au g-développement de j et construire des polynémes annulant j, on
établit donc un lien entre ces différents théoremes et le nombre ™V 163,

Ainsi, en notant F la courbe elliptique isomorphe & C/(Z + %Z),
ona j(E) € Z3 et j(F) ~ —e™163 4 744 48 x 10713 par le g-développement
de j.

Ceci explique pourquoi €™
744 pres.

Cette jolie propriété connue depuis le dix-neuvieme siecle a d’ailleurs
fait 'objet d’un célebre canular de Martin Gardner qui prétendit en guise
de poisson d’Avril dans le journal de vulgarisation Scientific American que
e™V163 ¢tait effectivement un entier.

163 est un entier & 1072 pres et un cube &
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7 Annexe A : Compléments sur le nombre de classe

7.1 La formule des classes pour les corps quadratique

Les énoncés de cette section sont prouvés dans [2]; il existe une formule
plus générale pour tout corps de nombres.
On notera P 'ensemble des entiers naturels premiers.

7.1.1 Décomposition d’idéaux

Soit d € Q/Q*2. On considere le corps K = Q[V/d]

O est un anneau de Dedekind ; ainsi tout idéal s’y décompose en produit
fini d’idéaux premiers. Si p € B, on a pOg = szl P;* ou les Py sont des
idéaux premiers non nuls, et les e des entiers.

On appelle degré de ramification de I'idéal Pj, V'entier eg.

Z/pZ et Ok /Py, sont des corps, et Ok /Py, est un Fp-espace vectoriel, de
dimension fx, appelée degré résiduel de 3.

Proposition 7.1. On a avec ces notations
q
Y erfr=[K:Q] =2
k=1

On a donc les possibilités suivantes pour 'idéal (p), en notant I,.J des
idéaux premiers de O :

(p) = 1J; (p) est alors décomposé.

(p) = I?;(p) est alors ramifié.

(p) = I;(p) est alors inerte.

Définition 7.2. Soit p € B. On dit que d est résidu quadratique (respective-
ment non résidu quadratique) modulo p si d € F;‘,Q (respectivement d ¢ FIQ,)
On note (%) =1 (respectivement (%) = —1). On note (g) =0 si p|d. Cette
notation est le symbole de Legendre.

Théoreme 7.3. On obtient les types des idéauzx en fonctions de p, d :

pF2:
=1< (p) se décompose

)= —1< (p) est inerte
pld & (p) se ramifie
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=2:
d=1[8] < (2) se décompose
d=5[8] & (2) est inerte

d=2,3[4] < (2) se ramifie

7.1.2 Caractére quadratique de Q[/d]

On note D le discriminant du corps Q[v/d], et Pp = {x € Z: zAD = 1}.
On note Gp le groupe des éléments de Pp quotienté par la relation de
congruence modulo D.

On introduit le symbole de Jacobi, extension du symbole de Legendre a
des entiers n impairs non premiers. Si la décomposition de n € N impair en
produit de facteurs premiers s’écrit n = [[7_; p{, alors, pour tout = € Z, on
note () =T, ().

On peut alors définir le caractére quadratique de Q[v/d] :

PD — {_171}

(-1)" s Q(l)sid52[4];d:2d’

Proposition 7.4. x(z) dépend uniquement de la classe de x modulo D ; x
induit un homomorphisme de Gp sur {—1,1} ~7Z/2Z.

Remarque On peut poser x(x) =0 pour z € Z \ Pp.

Théoréme 7.5. On a pour p € P

x(p) =1« (p) se décompose
X(p) = —1< (p) est inerte
X(p) =0 < (p) se ramifie
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7.1.3 Formule des classes

On note h le nombre de classes d’idéaux de Q[v/d].
Théoréme 7.6. Si D < —4, alors

_ |D|-1
= D] Laet, sepp X(@)T

Proposition 7.7. On a pour p € B :

1

VI'GFP,J‘EIF;2<:>$%:1

Pour d = —163, on a D = —163.
Ainsi, |D| est premier.
d=11[4], donc Vx € Pp,x(x)
x € ]F"{%3 & ac 1= 1[163]

z ¢ Figy & 28 = —1[163]
On peut aussi calculer & la main les carrés de F1g3 pour pouvoir obtenir

les valeurs de .

1 162
Puis h = == 3% x(z)x.

On obtient .

Théoréme 7.8. L’anneau des entiers de Q[\/—163] est principal.

I
—~
—
oo
~—

7.2 Finitude du groupe des classes d’un corps de nombres

On montre dans cette section que pour tout corps de nombre K, son
nombre de classe hy est fini.

La preuve est celle donnée dans [12]. Elle consiste a montrer que le
nombre d’idéaux de O de norme bornée par un certain réel My déter-
miné par K est fini, puis a prouver que toute classe d’idéaux contient un
idéal de norme inférieure & M.

7.2.1 Quelques calculs sur les réseaux

Définition 7.9. On appelle réseau de R™ tout sous groupe discret L de rang
n de R™. C’est un Z-module engendré par une base de R™.

Etant donnée une Z-base (e1,..., e,) de L, P ={aje1 + ...+ apeyla; €
R, 0 < a; < 1} est appelé un domaine fondamental de L.

Le volume v(L) d’un réseau est la mesure de Lebesgue sur R™ d’un do-
maine fondamental P.
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Exemple 7.10. L’anneau des entiers d’un corps de nombres, ainst que ses
idéauz, sont des réseaur de R™.

Démonstration On montre que v(L) ne dépend pas de la base choisie et
donc du domaine fondamental associé. Si (fi)1<i<n est une deuxiéme base
de L, avec A la matrice de changement de base, on a, avec des notations
explicites, A\(Py,) = [det(A)|A(P,); or det(A) est nécessairement inversible
dans Z car A lest, d’ou |det(A)| = 1. O

Exemple 7.11. On va calculer v(Of) pour K = Q[Vd] avec d € AN —N.

Sid=2,3[4], une Z-base de Ok réseau de R? ~ C est (1, 0), (0, ).
Dot v(Ok) = v—d = 1vVD.

Sid =11[4], une Z-base de O réseau de R?> ~ C est (1, 0), (3,
D'ouv(Ok) = 3v—d = 3V/D.

Donc sid <0, v(Ok) = 2vD.

SN

Si I est un idéal de Ok, alors I est un réseau et un domaine fondamental
de I correspond a N(I) domaines fondamentaux de O par définition de la
norme. Donc v(I) = %\/T)N(I)

Théoréme 7.12. (Minkowski) Soit L un réseau de R™ et S un sous-ensemble
intégrable de R™ tels que A(S) > v(L). Alors il existe z,y € S tels que x # y
etx—y € H.

Démonstration Soit e = (eq,...,e,) une Z-base de L . On note P, =
{a1e1 + ... + apepla; € R, 0 < a; < 1}

Alors S = | |, SN (h+ P) car P, est un domaine fondamental. Puis
AS) = her MSN (R + Fe)).

La mesure de Lebesgue est invariante par translation, donc pour tout
he L, A\(SN(h+ FP.) = AX(—h+ S)N P,.). Si les ensembles (—h + S)N P,
étaient deux a deux disjoints, on aurait

AS) =D ASN(h+P)) =) M(=h+S)NP) < A(P) =v(L)
heL hel

ce qui est contradictoire.
Donc il existe h # h’ € L tels que (—h+S)N(—=h' +S5) #,donc z,y € S
tels que x —y =h' —h € L\ {0}.
0
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Corollaire 7.13. Si S est de plus symétrique par rapport a 0, conveze, et
que A(S) > 2™v(L), alors S N L n'est pas réduit a {0}. St S est de plus
compact, on peut se contenter de l'inégalité A\(S) > 2"v(L).

Démonstration Dans le premier cas, on consideére S’ = %S , qui est inté-
grable de mesure de Lebesgue strictement supérieure a v(L). On applique le
théoréme précédent : il existe x # y dans S’ tels que x —y € L. Alors 2z et
2y sont dans S; comme S est symétrique et convexe, 1(2z —2y) € S\ {0};
c’est aussi un élément de L.

Si S est compact avec A(S) > 2"v(L) , en posant H = L\ 0, ce qui
précede appliqué a (1 + €)S donne Ve > 0, H N (1 +¢€)S # 0. Or cette
intersection est compacte et discrete, donc finie.

Par ailleurs, Ve; > €3 >0, HN(1+¢€2)S C HN (1 +€1)S. On en déduit
que (Vs HN(1+€)S=HN(so(l+€)S=HNS est non-vide. En effet,
dans le cas contraire, comme c’est une intersection infinie d’ensembles finis
emboités, il existerait g > 0 tel que Ve < g, H N (1 +¢€)S = 0.

O

7.2.2 Le Théoréeme de finitude du groupe des classes

Définition 7.14. Soient A, B deux anneauz tels que B soit un A-module
de rang n.

La trace de x € B relativement a B et A, notée Tra/p(x), est la trace
de l’endomorphisme de multiplication par x sur B.

La norme de x € B relativement a B et A, notée Ny g(x), est le déter-
minant de l’endomorphisme de multiplication par x sur B.

Définition 7.15. Soit K un corps de nombres d’anneau des entiers O . Soit
I un idéal de Ok . On appelle norme de I la quantité N(I) = card(Ok/I).

Remarque Cette quantité est bien définie, car pour tout x € I,z # 0,
Ok /I est a isomorphisme prés un quotient de O /(x), qui est de norme
finie par ce qui précéde.

Remarque Pour les idéaux principaux, cette définition se confond avec
celle de la norme du générateur.

Proposition 7.16. La norme est multiplicative.



7 ANNEXE A : COMPLEMENTS SUR LE NOMBRE DE CLASSE 52

Définition 7.17. Si B = (e1,...,e,) est une Z-base de Ok, on appelle
discriminant de B le nombre D(B) = det (T'r(e;e;))1<ij<n-

Définition 7.18. On appelle discriminant d’un corps de nombres K la
valeur commune, notée D, des discriminants des Z-bases de Og. Si B =
Tr(erer) --- Tr(eien)

(é1,...,en) est une telle base, on a D = D(B) = : :
Tr(eper) -+ Tr(epen)

Proposition 7.19. Pour tout corps de nombres K, Ok est de Dedekind.
En particulier, Ok a la propriété de factorisation unique en produit d’idéauz
Premiers.

Démonstration On peut voir par exemple [12]. O

Proposition 7.20. Soit K un corps de nombres de degré n. Alors il existe
n plongements 7 : K — C.
Il en exister, notés p1, ..., py tels que p;(K) C R, et2s, notésoy,01,...,05,0s
tels que leur image n’est pas dans R, ou ~ dénote la conjugaison complexe.
Onan=r+2s.

Démonstration C est une cloture algebrique de Q, et Q <— K est sépa-
rable, donc [K : Q]; = [K : Q] = n.
O
On fixe les notations de cette proposition.

Définition 7.21. Le plongement canonique I1 d’un corps de nombres K est
lapplication

] K—=R"xC*
I { 25 (p1(2), - po(@), o1 (), - .- 05(x)

Exemple 7.22. Soit d € ANN. On pose K = Q[vd]. Alors TI(Ok) est un
réseau de R?. Sid = 2,3[4], il est de Z-base (par exemple) (1, 1), (vVd, —V/d).
Donc v(II(Ok)) = 2v/d = V/D. Sid = 11[4], il est de Z-base (par exemple)
(1, 1), (574, 1I5¥9). Done v(T(Ok)) = vd = VD.

De méme que pour d < 0, si on prend I un idéal de Ok, II(I) est un
réseau de R? de volume v(II(I)) = vVDN(I).

Proposition 7.23. Soit K un corps de nombres, et I un idéal de Ok.
Alors TI(Ok) et II(I) sont des réseauz de R™ de volumes respectifs 5+/|D|

et 5:\/|DIN(I).



7 ANNEXE A : COMPLEMENTS SUR LE NOMBRE DE CLASSE 53

Démonstration Si B = (z1,...,2,) est une Q-base de K, alors un calcul
simple donne le discriminant de B, en notant 7; les plongements K — C :
D(B) = det(7i(z;)1<i,j<n)*.

Or Ok est un Z-module libre de rang n. On en fixe une base (eq, ..., ey,).
Les coordonnées dans la base canonique de R™ de II(e;) sont

(p1(ei), ..., pr(ei),Re(o1(ei)), Im(o1(e;i)), ..., Re(os(e;)), Im(os(e;))).

On en déduit le déterminant D dont les colonnes sont les coordonnées
dans R™ des II(e;) : on obtient D = ﬁdet(q (z;)) = ﬁ\/ﬁ, qui est non
nul ; donc II(Of) est bien un Z-module libre de rang n, donc un réseau, et
son volume est v(II(Ok)) = |D| = £+/[D].

En appliquant le méme raisonnement a I, on obtient que II(/) est un
réseau de R". Un domaine fondamental de I correspond a N(I) domaines
fondamentaux de O par définition de la norme. Donc v(I) = 5-vVDN(I).

O

Proposition 7.24. Soit K un corps de nombres. On note D le discriminant
de K, Il : K — C® x R" son plongement canonique. En conservant les
notations de la partie précédente, toute classe d’idéauxr de K contient un

idéal I tel que N(I) < (2)*2\/|D|.

Démonstration Il suffit de montrer que pour tout idéal I de Ok, il
existe ¥ € I tel que |Ng/g(z)| < (%)S%‘ |D|N(I). En effet, si on choi-
sit alors une classe d’idéaux C et un idéal J € C, alors on peut considérer
son inverse J'. J' est un idéal fractionnaire; quitte & multiplier J par un
idéal principal, on peut supposer J' entier. Si on choisit z € J’ tel que

|No/k ()] < (%)s@ |D|N(J'), alors I = xJ convient. On a bien I € C.

n

On montre donc que pour tout idéal I de Ok, il existe x € I tel que
|No/k ()] < (%)5%‘ |D|N(I). On choisit un tel idéal I.

Soit t > 0. Alors By = {z = (yi,2;) € R"xC*: 370 ;i +23 70 25 < th.

C’est un ensemble compact, convexe, symetrique par rapport a 0 et de
mesure A(B;) = 27(%)*L;. Ce volume se calcule en utilisant une double
récurrence sur r et s et une intégration par “tranches” d’incrémentation en
r ou s. On pourra voir [12, pg 79,80] pour le détail du calcul.

On pose t = (£"nl \D\N(I))% de maniere a avoir A(By) = v(II(1)).

D’apres 7.13, il existe x € I, x # 0 tel que II(x) € B;.

Alors [N (x)| = [Ty ()| = Ty |oi(@) T, [o;(x)[% On en déduit
par I'inégalité arithmético-géométrique (qui donne my; < m,, pour un en-
semble fini de n réels positifs de moyennes arithmétique et géomftrique my,
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et myg) :

n 21177"

V@I (33 @]+ 2 Yloyl) < & =2 Vi
i=1 j=1

Ce qui conclut car n = 2s + 7.
O

Théoréme 7.25. (Théoréme de Dirichlet) Pour tout corps de nombre K,
hx est fini.

Démonstration On note D le discriminant de K, IT : K — C® x R" son
plongement canonique.

Soit ¢ € N, soit [ un idéal de Ok de norme q. Alors par définition
q = card(Og/I). Ok /I est un groupe abélien additif de la forme Z/c1Z x
-+ ZL[cpZ, avec c1---c, = q par le théoreme de Lagrange; on en déduit
q € I. Donc (q) C I. Or N(q) = card(A/(q)) est fini; le nombre d’idéaux
contenant (q) est donc fini.

On en déduit que pour tout M € R, il n’existe qu'un nombre fini
d’idéaux de Ok de norme inférieure & M.

On pose Mg = (%)5%'\/@ . I1 suffit pour conclure de montrer que pour
toute classe d’idéaux, il existe un représentant de la classe de norme majorée

par Mg, ce qui est vrai par 7.24.
O
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8 Annexe B : Compléments sur j et A

8.1 Jungendtraum de Kronecker

Soient K un corps des nombres fixé et L une extension finie de K. On
dit que l'extension K < L est abélienne si elle est Galoisienne de groupe
de Galois abélien.

Définition 8.1. On note K% l’extension abélienne maximale de K.
C’est la composée de toutes les extensions abéliennes finies de K.

On s’intéresse a la détermination de ce corps K. Plus précisément,
notant £(K') 'ensemble des extensions abéliennes de K, on veut en trouver
une base de voisinages, c¢’est-a-dire un sous-ensemble B de £ tel que tous les
éléments de £(K) soient inclus dans un élément de 5.

La théorie des corps de classes permet de résoudre ce probleme dans le
cas K = Q. On note dans ce qui suit ¢, = e2™/™ pour tout n entier positif.

Théoréme 8.2. (Kronecker-Weber) Soit L une extension abélienne de Q.
Alors il existe un entier positif n, tel que L C Q(¢,). De plus, le corps Q®
est engendré sur Q par les racines de l'unité.

Q% est en fait engendré par les valeurs sur Q de la fonction z — 2™,
On note e cette fonction.

Kronecker s’est intéressé a ce résultat et s’est en particulier posé la ques-
tion suivante :

Jungendtraum de Kronecker Pour K un corps de nombre quelconque,
'extension K < K% est-elle engendrée par les valeurs d’une fonction trans-
cendante sur K ?

C’est le réve de jeunesse ("Jugendtraum”) de Kronecker. Ce probleme
n’est pas encore résolu dans le cas général ; il ’est pour les corps quadratiques
imaginaires. En effet, dans ces cas, la fonction j convient.

Fixons K un corps quadratique imaginaire. Par la théorie des corps de
classes, on sait que K est le composé des "ring class field” de tous les ordres
de K et Q. On a remarqué dans la section 5.2 que pour @ un ordre de K,
K(j(O)) est exactement le "ring class field” de O.

Par ailleurs, soit z un élément de K NH. Le réseau Z + Zz est un idéal
fractionnaire propre d’un ordre de K par le théoreme 5.5. Alors K(j(z)) =
K (j(0)) est le "ring class field” de O.
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Donc le corps K est engendré par les valeurs de j sur K NH et Q2.
De plus, {Q(j(O)) - K(¢n) : O est un ordre de K,n € N*} est une base de
voisinages de £(K). On dit la partie {Q((,,)} est cyclotomique et la partie
{K(j(O))} est anti-cyclotomique. Il est facile de voir que les j(A) pour
un réseau A de K engendrent aussi la partie anti-cyclotomique.

On a des correspondances suivantes :

Le corps Q | Le corps K

La fonction transcendante e | La fonction transcendante j
e(Og) €Z | j(OkNH)EZ
fo(X) = X" -1 Fn(KX)GZ[)QY}
=[[L (X — ) € Z[X] | avee Fo(4, X) = [Tares, (X —jo M)
on(X) € Z[X] | 2n(Y,X) € Z[X,Y]
an(X) = H ( -

X =) | @m(j, X) =[lyer,(X —joo)
i=1,ppem(i,n)=1

Le polynome cyclotomique | (Y, X) est irréductible
¢n, est irréductible | par rapport a X
Eg/p = {Réseaux de R dans Q} | E¢/x = {Réseaux de C dans K}

Q™ =Q(e(Egyg)) | K =Q% - K(j(Ec/k))

mn

Les réseaux de R dans QQ sont simplement les groupes de la forme Zqg
avec ¢ € Q

8.2 Les coefficients du g-développement de j et A
8.2.1 Les coefficients du ¢-développement de j

On a vu que le g-développement de j est ¢~ ! + Y om0 @nq" avec les ay
entiers. Peterson ([11]) montre que a, ~ e*™V"/(v/2n%/*) quand n — oo en
utilisant la méthode du cercle de Hardy, Ramanujan et Littlewood.

Des propriétés de congruences sur les coefficients ont également été dé-
montrées :

Théoréme 8.3. Soient k et n deux entiers positifs. Les coefficients du q-
développement de j vérifient :

¢(2"n) =0 mod 2°K+8

¢(3*n) =0 mod 3%+3
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¢(5*n) =0 mod 5%
¢(™*n) =0 mod 7"
¢(11*n) =0 mod 11*

Pour les détails, on pourra voir [8], [9].
Les coefficients des g-développements d’autres fonctions modulaires commes
g2 et gs présentent aussi un grand intérét ; on pourra voir a ce sujet [1],[7].

8.2.2 L’opérateurs de Hecke et application sur les coefficients du
g-développement de A

Les coefficients du g-développement de A sont aussi trés importants ; on
les appelle les nombres de Ramanujan et les note 7(n).

Dans la section 3.2, on a vu que A(z) = g+ >, ~;7(n)¢". Donc A
s’annule en oco. Or on a vu que c’est une fonction modulaire de poids 12
holomorphe sur H ; on appelle forme parabolique une telle fonction (mo-
dulaire holomorphe sur #H est s’annulant en o).

En utilisant les opérateurs de Hecke, on peut montrer que 7 est multi-
plicative :

Proposition 8.4. — Soient m et n deux entiers positifs premiers entre
euz, alors T(mn) = 7(n)7(m).
— Soient p un entier premier et | un entier positif, alors T(p”l) =
()7 (p) — P ().

Cette proposition a été conjecturée par Ramanujan et démontrée par
Mordell.

Suivent quelques mots sur les opérateurs de Hecke.

On fixe 2k un entier pair positif dans la suite.

Définition 8.5. Soient n un entier positif, f un fonction parabolique de
poids 2k et z un nombre dans H. On définit une fonction Fy sur ’ensemble
des réseauzr de C par Fy(Zz + Lzo) := 25 f(21/29). Il est facile de voir
que Fy ne dépend pas le choix de la base de A sur Z.

Et on définit le n'*™ opérateur de Hecke par

(T(n)f)(2) = > Fp(N)=n" 3" foM

N CZAZz, 247z N]=n MeS,

On rappelle que S, est l’ensemble des matrices de la forme (g 2) € My(Z)

tel que ad =n,0 <b < d.
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Il n’est pas difficile de voir que :

Théoreme 8.6. — Soient m et n deux entiers positifs premier entre eut,
alors T(mn) =T (n)T (m).

— Soient p un entier premier et | un entier positif, alors T(p+!) =
T()T(p) —p* T ().

En effet, 'opérateur de Hecke envoit une forme parabolique de poids 2k
sur une forme parabolique de poids 2k :

Proposition 8.7. Soient f une forme parabolique de poids 2k et n un entier,
alors T(n)f est aussi une forme parabolique de poids 2k.

Cette proposition vient du fait que l'application de {f : fonctions mo-
dulaires de poids 2k} dans {F : fonctions sur les réseaux tel que F(AA) =
A2 F(A) pour tout les réseaux A et complexes A} définie par f Fy est
bijective.

Par le théoreme 3.2, on peut en déduire que toutes les formes para-
boliques de poids 12 sont multiples de A. La démonstration fonctionne
comme celle montrant que toutes les fonctions modulaires de poids 0 ho-
lomorphes sur H sont dans C[j]. En particulier, A est une fonction propre
pour tous les T},. En calculant le coefficient initial du g-développement, on
a T(n)A =7,A. A l'aide du théoréme 8.6, on en déduit la proposition 8.4.

8.2.3 Bornes des coefficients du ¢-développement de A

Ramanujan a conjecturé que 7, < 2p™/2 pour tout p € P. Deligne a

indiqué que la conjecture de Weil implique cette conjecture de Ramanujan, et
il a ensuite donné une démonstration de la conjecture de Weil par la théorie
de cohomology d’étale. La démonstration pour la conjecture de Weil inclus
les travaux remarquables de Grothendieck et Serre, elle est tres importante
dans la théorie moderne de la geométrie algébrique.

Théoréme 8.8. (Deligne) Pour tout les n € N, |7(n)| < go(n)n'/? ot oy
est le nombre de diviseurs de n. On remarque que st n est premier, alors
oo(n) = 2.

On pourra voir [4], [5].
Plus généralement, on a une conjecture pour tous les formes parabo-
liques :

Conjecture 8.9. (Ramanujan-Petersson) Soit f = -, cnq" une forme
parabolique de poids k ou k > 1 est un entier, alors pour tout € > 0, il existe
un nombre Ce, tel que |a,| < Cenk=D/2%€ pour tout entier positif n.
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Deligne et Serre ont prouvé cette conjecture pour tous les k > 2. C’est
une conséquence de la conjecture de Weil.
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