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Introduction

Le but de cet exposé est d’étudier la définition des solutions des équations de Hamilton-
Jacobi. On montre d’abord que la notion classique de solution est insuffisante, en utilisant la
méthode des caractéristiques qui met en évidence I’apparition des singularités. On s’intéresse
ensuite a la définition de solutions généralisées. On introduit la notion de solutions de viscosité, et
on étudie leurs propriétés (existence et unicité). Pour prouver ’existence des solutions de viscosité
on passe par 'intermédiaire de la théorie du controle des équations différentielles ordinaires qui
fournit une solution pour un Hamiltonien convexe.

Référence : le texte de cet exposé s’appuie essentiellement sur [5].

1 Meéthode des caractéristiques

On étudie le probleme de Dirichlet pour ’équation de Hamilton-Jacobi :

H(Vu(z),u(x),z) =0 dans U
{u:g sur I' C oU (1)

ot U est un ouvert de R*, H : R” x R x R®* — R est une fonction donnée (le Hamiltonien),
et w: U — R est la fonction inconnue. On impose une condition au bord sur une partie de
OU. On note : H(p,z,z), avec p = (p1,...,Pn), €t & = (T1,...,%n); VpH = (Hp,,...,Hp,),
V.H =(H,,,...,H,,). On supposera en outre que toutes les données sont des fonctions régu-
lieres.

1.1 Equations caractéristiques

La méthode des caractéristiques consiste a introduire des chemins dans U (appelés caracté-
ristiques) le long desquels on va résoudre I’équation. Plus précisément, on va écrire I’équation
vérifiée par u le long du chemin, et on prendra des chemins qui partent d’un point frontiere ou on
connait la valeur de u grace & g pour avoir une condition initiale. Toutefois, comme 1’équation
(1) fait intervenir Vu, on sera contraint de rajouter une équation pour pouvoir calculer non
seulement u le long du chemin, mais aussi son gradient.

Considérons donc une solution réguliere u de ’équation, et un chemin Z : I — U (I intervalle
de R). On note
#(s) = (z%(s),...,2"(s)),
z(s) = u(i(s)),
#(s) = Vu(Z(s)) = (p'(5),- .., 0" (),

et les dérivées par rapport a s seront notées avec un point. On a

Or dim(H(Vu,u,J;)) =0, ie.

n

o u OH ou  OH
Z @(Vu,u,x)m + g(Vu,u,m)a—xi + 6—M(Vu,u’m) =0

i=1
On obtient donc un systeme fermé d’équations sur z, p, £ en imposant

. j oH _,
Z’](S) = %(I%Z:x)
J



En effet, on déduit de ces égalités le systeme des 2n + 1 équations caractéristiques de 'EDP (1) :

; oH , . L
(a‘) p:_g(pazax)p_vzﬂ—(pazam)
(b) =75 V,H(fz7) 2)
(c) &=V,H(p,z2,7)

En résumé :

Proposition 1.1 Si H est de classe C' et u est une solution de classe C* de ’EDP (1) sur U
et si & est un chemin dans U satisfaisant (2¢) alors (2a) et (2b) sont vérifiés.

1.2 Cas du probleme de Cauchy — Lien avec la mécanique

Voyons la forme des équations caractéristiques dans le cas du probleme de Cauchy :

% + H(Vgyu,z) =0 dans U x R (3)

U est un ouvert de R*, H : R* xR — R est donnée (on notera respectivement p et  ses variables)
et u: U xR — R est la fonction inconnue (de variables z et ¢). On ajoute une condition initiale :

u(z,0) = g(z) sur U.
C’est un cas particulier du probléme de Dirichlet en dimension n+1, en effet ’équation se réécrit
H(Vu,u,y)=0

avec

H(q>z>y) :pn+1+H(p>x)>
y=(r,t) ER" xR, ¢ = (p,pny1) ER" xR

Les équations caractéristiques s’écrivent donc :
p=-V.H(p,7) (4)

pn+1 =0
Z=q- V.H =p- VpH + ppt1

Z=V,H (5)

et { = 1 ce qui permet d’identifier le temps ¢ et la variable s. Les équations (4) et (5) sont appelées
les équations de Hamilton. En mécanique analytique le chemin Z(t) représente la trajectoire, pf

I'impulsion et H I’'Hamiltonien est ’énergie : H = % + V(Z). Les équations de Hamilton ne
sont autres que p = m¥ et f = —VV. On a p,41 = —H(P,Z) et ppr1 = 0, ce qui traduit
la conservation de I’énergie. Enfin, z représente 'action, on a 2 = p- 0 — H = % -V =L1le

Lagrangien, et on retrouve bien que l’action z est I'intégrale du Lagrangien (pour plus de détails,
cf. [1]).

1.3 Conditions au bord

On revient au cas du probléeme de Dirichlet. On veut résoudre I’équation en construisant la
solution wu le long des chemins # vérifiant les équations caractéristiques, en partant du bord de
U. On va donc étudier la construction de u au voisinage d’un point z° de OU. Pour simplifier, on
suppose qu’au voisinage de ce point, la frontiere de U est “droite”, i.e. incluse dans R* ! x {0},
et que U est “au dessus” de U i.e. localement contenu dans R* ! x R’ . On peut toujours, si
U est suffisamment régulier, se ramener a ce cas par un difféomorphisme local qui “aplatit” la
frontieére de U, car un tel difféomorphisme ne modifie pas la forme de 1’équation (1).



On cherche des conditions initiales pour les équations caractéristiques : (0) = p°, 2(0) = 2°,

et 7(0) = 2°. Nécessairement, z° = g(z°). On veut avoir
u(zy,...,%n-1,0) =g(z1,...,2,-1,0) (condition de Dirichlet)
0 0
) = 5
ox; ox;

et de plus il faut H(p°, 2°,2%) = 0 pour réaliser I’équation. Ceci fournit n équations pour
0 0
pl: e 7pn :

(%) 1<i<n-1,

2% = g(2?)
Wog  1<isno1
H(p® 2% 2% =0
Si le triplet (p°,2°, 2°) vérifie ces conditions, il est dit admissible. Remarquons que z° est donné,

20 et les n — 1 premieres composantes de p° sont déterminés de fagon unique, mais pour p? il
peut y avoir zéro, une ou plusieurs solutions.

On suppose dans la suite que (p°, 2°, z%) est admissible. Cependant on a besoin de conditions
initiales pour les équations caractéristiques non seulement pour le chemin partant de z°, mais
aussi pour tous les points frontiere au voisinage de 2°. On recherche donc, pour y = (y',0) € OU
au voisinage de x°, un triplet (¢(y), g(y),y) admissible : la fonction g doit vérifier les équations

¢ (y) =ga.(y) 1<i<n-—1),
H(q(y),9(y),y) = 0.

Proposition 1.2 Soit (p°,2°,2°) un triplet tel que H(p°,2° 2°) = 0. On suppose que
H,, (p°,20,2%) # 0. Alors il existe une fonction q réguliére, définie au voisinage de z° dans
OU telle que pour tout y proche de x°, le triplet (q(y),g(y),y) soit admissible.

Démonstration. On applique le théoreme des fonctions implicites a la fonction G(p,y) définie au
voisinage de (p°,2°) et & valeurs dans R™ par

Gi(pla"'apnayb'":yn) = pi_gzi(yly---;ynflyo) (].SZSH—].)
Gn(pla"'apnayb'":yn) = H(pag(yb'":ynfl;o):y)'

On a G(p°,2°) = 0; la matrice

1 0 0
G (1, 2%) = 5
0 1 0

le (pO,ZO,mO) Hpn—1(p0>zoax0) Hpn (pO,ZO,Z’O)

est inversible si et seulement si H,, (p°, 2% 2°%) # 0. Alors au voisinage de z° on tire p fonction
(réguliere) de y (de facon unique). En se restreignant aux y = (y’,0), on obtient la fonction ¢
cherchée.

1.4 Construction de la solution au voisinage de la frontiere

Soit (p°,2% 2°) un triplet admissible tel que H,, (p°, 2%, 2°) # 0. D’aprés le théoreme de
Cauchy-Lischitz, on peut résoudre les équations caractéristiques (2) pour chaque y = (y',0) au
voisinage de x° avec comme donnée initiale (¢(y), g(y),y). On obtient donc des fonctions p(y, s),
z(y, s) et ©(y, s).

Lemme 1.3 L application (y,s) — #(y,s) est inversible au voisinage de (z°,0) : Il existe un
intervalle ouvert I contenant 0, un voisinage ouvert W de x° dans R* 1 et un voisinage ouvert
V de x° dans R™ vérifiant : pour tout x dans V, il eviste un unique (y,s) € W x I tel que
x = Z(y,s) ; de plus les applications © — s et x — y sont réguliéres.



Démonstration. Il suffit de prouver que la différentielle de ' en (x°,0) est inversible, et le théoréme

d’inversion locale fournit le résultat. On a gg (2°,0) = &;; car #(y,0) = (y,0), et par (2c),

@' = Hp,(p°,2°,2%) donc

1 0 le (poazoaxo)
D#(2°,0) =

0 1 :

0 ... 0 H, (»°2°29

est inversible.
On peut maintenant construire la solution u de ’équation (1), en posant

u(@) = 2(y(x), 5(z)) = 2(Z* (x))
(z) = ply(2), s(2)) = p@" ().

Théoréme 1.4 Sous les hypothéses suivantes :
(i) (p°,2°%, 2°) est admissible,
(i) Hp, (p°,2°,2°) # 0,

(iii) Les fonctions p, z,
tiales ply, 0) = q(y), 2(y,0) = g(v), #(y,0) = v,

la fonction u définie ci-dessus est réguliére et vérifie

Z sont solutions des équations caractéristiques avec les conditions ini-

H(Vu,u,z) =0 dansV
u=gqg sur'NV.

Démonstration. 1. Posons

fy,s) = H(ply,s),s(y,s), %y, s)).

La fonction f est nulle au voisinage de (z°,0) en effet f(y,0) = H(q(y),9(y),y) = 0 et par (2) :

of  op 0z0H 0%
. OH
= V,H- <p+ Ep-f-vzH)
= 0.

Donc H(9(z),u(z),z) = 0.

2. Montrons que ¥(z) = Vu(z) sur V. On a

u N~ 020y 020
or; — Oy; Oxj = 0sOx;

En utilisant les équations caractéristiques (2b) et (2c) et en admettant que —yz D z: (voir

étape 3. de la preuve), on en déduit que

% R Z o0z Oyt Bfﬁ
ox; b 0y; Oz 88 Oz
L (93: o
- dx; — b

Pour ce falre on note

3. Montrons le résultat admis en 2. : g; =p- Byl

0z oz

—

(yv ) 5_yz_p5_yz



Onari(y,0) =22 —fy)-e; = g—?i_ —qi(y) = 0. Il reste & prouver que 7 = 0. On a

— Oy:
ort _ 0% _op 0% . O°F
ds  0s0y;  0s oy L 9soy

orz=p- # donc
8%z op o6z . O°%
—_ —_— . — +p [
Oy;0s  Oy; Os 0y;0s

On en déduit que

o' _ Op 0F_ 0p 0%
ds  Oy; Os Os Oy
op OH _, 0% oz
= XV H+ g JH =
Ay; Vol + 52 P Ay; +V y;
Comme H(p,z,#) = 0, on a également
op 0z O0H OF
P gy LY g H=
oy, M By s Ty V0

et il vient '
or* OH (_, 0¥ 0z 0H ;
—=—\|p -5 )=—FT"
0s 8z \F dy;  Oy; 0z
Ainsi pour tout y, r’ est solution d’'une équation différentielle linéaire et s’annule en s = 0, d’out
rt =0.
4. Enfin, u = g sur I' : ceci est évident par construction de w. O

Remarque : régularité des fonctions : dans tous les calculs précédents, il suffit de supposer H et
g de classe C2, et on obtient alors des solutions Z, P, z, u, etc, de classe C? grice aux propriétés
de régularité dans les théorémes d’inversion locale et de Cauchy-Lipschitz (voir [5]).

Cas du probleme de Cauchy :
ut + H(Vyu,z) = 0.

Un triplet (p°,p,,2°% 2°) est admissible si 2 = g(a°), p® = Vg(z°) et p),, = —H(p°,2°).
La condition Hy,,,, # 0 est toujours vérifiée. Ainsi pour construire u, il reste & résoudre les

équations de Hamilton (4) et (5) et a intégrer I’équation

2=p-VpH + ppi1.

1.5 Singularité au bout d’un temps fini

La construction précédente, faite au voisinage de tout point z° de AU (les recollements des
voisinages des différents points de QU se font bien), donne une solution u définie au voisinage de
la frontiere de U. Dans le cas du probleme de Cauchy, on obtient une solution u définie pour ¢
proche de 0. Cependant, en général, on ne peut prolonger cette solution a tout I’ouvert U. Plus
précisément, les singularités se produisent lorsque des caractéristiques s — Z(s) issues de points
20 distincts se croisent (cf. fig. 1); on a alors “2 valeurs” pour le gradient de u.

fig. 1 : intersection des caractéristiques



Donnons un exemple : U = B(0,1) dans R?,
H(p,Z,.’L') = |p|2 - 1
i.e. I’équation s’écrit
|Vul> =1,

avec la condition au bord u = 0 sur C(0,1). On a p=0, 2 = 2|§]? et & = 255 Soit 2° € C(0,1),
onazl=0etp’ =—2° d’ou

ﬁ: _Z,(),
7= -2tz + 20,
z =2t

donc les caractéristiques sont les rayons orientés vers lorigine, et u = 1 — |z|. On voit que Vu a
une singularité a l'origine.

Dans le cas du probleme de Cauchy, on considere par exemple I’équation
ug + |Veul> =0 (z € R?),

avec la condition initiale

1

On trouve alors
L o —2z9
R ENIEIE

2z =204 tp° et ¥ = 20 + 2¢p°. Ainsi, on voit que les caractéristiques se croisent en un temps fini,
d’ott une discontinuité de Vu.

2 Solutions de viscosité — Probleme d’unicité

Dans cette partie on étudie ’existence, 'unicité et quelques propriétés pour un type de
solutions généralisées (faibles) du probleme de Cauchy pour I’équation de Hamilton-Jacobi :

Gt + H(Vou,2) =0 dans Q = R"x]0, o0 (8)
u=yg SuraQ:RnX{tZO}

Ici les données sont les fonctions continues H : R* x R® — R et g : R* — R et on cherche
u: R" x [0, +00[—= R, u = u(z,t). Par la méthode des caractéristiques, on a vu qu’en général,
il n’existe pas de solution réguliere définie pour tout ¢ > 0. Pour éliminer cet inconvénient,
M. Crandall et P.-L. Lions ont introduit la notion de solution de viscosité. Notons que ’on peut
traiter aussi le probleme de Dirichlet associé a I’equation de Hamilton-Jacobi (cf. [3], [4]), mais
pour simplifier I’étude, on se restreint ici au probleme de Cauchy.

2.1 Introduction aux solutions généralisées

La premiere idée est de régulariser (8) (qui est une EDP non linéaire du premier ordre)
pour avoir un nouveau probléme qui posseéde une solution réguliere (cette méthode s’appelle la
viscosité évanescente). On considere donc, pour € > 0, le probléme suivant :

du® e ) e _
o + H(V,u®,2) —eA,u® =0 dans Q )
ut =g sur Q)

On admet que (2), qui est une EDP quasilinéaire parabolique du second ordre, a une solution
réguliere u® sur Q. De plus, on trouve des estimations uniformes pour ses solutions i.e. pour tout
K compact de @, il existe ¢ > 0 tel que

<c

Lo (K)

lu® (Lo (k) [IVat® || Lo (k)

ou
ot




pour tout € > 0 suffisamment petit (ici on a supposé que H et g sont régulieres) (cf. [7]). Donc
la famille {u®}. est localement bornée et équicontinue, d’out par le théoréme d’Ascoli, 'existence
d’une sous-suite €; — 0 telle que u®9 — u localement uniformément sur Q, et la limite u est
dans C'(R™ x [0,+o0[). Bien évidemment, on s’attend & ce que w soit une solution “faible” du
probléme (8) ; mais on sait seulement que u est continue dans @ et on n’a pas d’information sur
V,u et 2% (dans quel sens ces dérivées existent-elles ?).

Dans les années 1960, plusieurs auteurs ont montré ’existence d’une fonction w continue et
localement lipschitzienne sur @ qui satisfait

{ %—‘; + H(Vu,z) =0 p.p. dans @ (10)

u=g sur Q)

Malheureusement, ce type de solution généralisée est trop faible pour qu’on ait 'unicité et la
stabilité par passage a la limite dans L*°. En effet, considerons le probleme

u 4 9u1® — 0 pp. dans Rx]0, 400
w=0 sur R x {t =0}

Il existe au moins deux solutions : la solution nulle, mais aussi la fonction

[0 siJz| >t
”(”C’t)—{ b4z si Jo] <t

Un autre exemple dans ce sens est le premier exemple du paragraphe 1.5 :

lu'| =1 .p. dans 0, 1]
{ O =u()=0 (1)

Ici on peut construire une infinité des solutions généralisées : pour n > 1,

r—=L: si ze€
un(m):{ 2j+_112—:1: si xe%

2j 2+ .
n s n—
122j+2] )y J _0717"'72 -1

2" ) 2"

.

o
<3
+-

On remarque que 0 < u, () < 2% sur [0, 1]. Donc u,, — 0 uniformément sur [0, 1], mais 0 n’est
pas solution de (11).

Pour avoir 'unicité, on va introduire une nouvelle notion de solution appelée solution de
ViSCositeé.

2.2 Solutions de viscosité

L’idée qui est apparue au début des années 1980 consiste a fixer une fonction test réguliere
¢ et de passer de (9) a (8) quand ¢ tend vers 0, en mettant les dérivées sur ¢ et en utilisant le
principe du maximum pour u — .

Définition 2.1 Une fonction u : R* x [0,00[— R est appelée sous-solution de viscosité
(resp. sur-solution de viscosité) du probléme (8) si :
i. u est bornée et uniformement continue,
. u=g sur R* x {t =0},
i4i. pour tout p € C°(R™x]0,00[), si u — ¢ a un mazimum local en (xg,ty) € R x]0, c0[,
alors
¢t(zo,t0) + H (Vup(z0,t0),20) < 0;

(resp. si u — @ a un minimum local en (xg,ty) € R™ x]0, 00|, alors

wt(zo,t0) + H (Vap(wo,t0), z0) > 0).

Si u est a la fois sous-solution et sur-solution alors on dit que u est une solution de viscosité de

(8).



Motivation : On va montrer que la solution u construite avec la méthode de la viscosité éva-
nescente est en fait une solution de viscosité. On va vérifier la condition iii. (la condition ii.
est bien sur satisfaite, mais pour avoir i. on doit demander des hypotheses supplémentaires sur
H, voir [7]). Soit ¢ € C*(R™x]0,00[), on suppose que u — ¢ a un maximum local strict en
(x0,t0) € R*x]0,00[. On montre que pour ¢; > 0 assez petit, u*9 — ¢ a un maximum local en
(wc;,t;) € R"x]0, 00[ et

hm (2135]. 5 tg]-) = (J,'o, to).

J—00

En effet, il existe r > 0 tel que

max(u = ¢) < (u = ¢)(zo, to),

ot B = B((wo,t0),7) C R"*1. Or 4% — u uniformement sur B d’olt
mazap(u” — @) < (u7 —@)(zo, to)

pour €; assez petit. Donc u®/ — ¢ atteint un maximum local en un point de B noté (z.;,t.;);
en faisant tendre r vers 0, on obtient le résultat. On a de plus

Veu®i (xsj ) tsj) = vaﬂp(xsj ) tfj )7

ou’i Oy
W(msptsj) - ot (x5j7t5j)7

Aui(z.,t;) < Ap(z,te;).
On en déduit que

dp

E(xsj,tsj) +H (wa(xsj,tsj),:vgj) = Au (z.;,t.;) < g;Ap(x.;, te;).

Comme ¢ réguliere et H continue, en faisant tendre €; vers 0, il vient

0
S (@0, t0) + H (Vaip(eo, o) x0) < 0.

Pour le cas général, i.e. lorsque u — ¢ a un maximum local en (zg, tp), on prend
@(x,t) = p(z,t) + |z — z0|* + (t — to)?

de sorte que u — @ ait un maximum local strict en (zg, ), d’ou

0 B
a—f(iﬂo,to) + H(V,¢(zo,t0),z0) <0.

Comme les dérivées du premier ordre de ¢ et ¢ coincident en (zg,tp), on obtient iii. (pour le
minimum local, on applique la méme technique).

2.3 Cohérence avec les solutions classiques
Ici on va vérifier que la notion de solution de viscosité est cohérente avec celle de solution
classique de (8).

D’abord, on remarque que toute solution u € C*(R" x [0,00[) qui satisfait (8) et qui est
bornée et uniformement continue, est une solution de viscosité.

On montre maintenant la réciproque i.e. toute solution de viscosité réguliere est une solution

classique.

Lemme 2.2 Soit u : R* — R une fonction continue et soit o € R" tel que u est differentiable
en xo. Alors il existe v € C1(R") telle que u(zo) = v(xo) et u — v a un mazimum strict en g.



Preuve. On se ramene au cas g = 0, u(0) =0, V,u(0) = 0 en considérant
(z) = u(x + o) — u(zo) — Vyu(zo) - .
Puis on écrit u(z) = |z|p1(x), avec p; : R* — R continue et p;(0) = 0. On pose pour r > 0

m&ﬁng%mm%

La fonction ps : [0, 00[ — [0, 0o[ est continue, croissante et p2(0) = 0. Finalement on considere

2|z |

v(z) = / pa(r)dr + |z|?.
|z

Cette fonction satisfait les conditions demandées : v(0) = u(0), V,v(0) = V,u(0) et Vo # 0,

u(z) — v(z) < u(0) —v(0).

Théoreme 2.3 Soit u une solution de viscosité de (8) et (xo,tp) € R™x]0,00[ un point ot u
est différentiable. Alors ui(zo,to) + H (Vzu(xo,t0),z0) = 0.

Preuve. En appliquant le lemme précédent, on trouve v € C! telle que 4 — v a un maximum
strict en (xg,to). Soit (1:). la suite usuelle régularisante de R™™*. On pose ¢° = 1. * v. Alors
©° € C°(Q) et ° — v, Vop° — Vv, ¢f —> v uniformement au voisinage de (o, o).
On déduit que u — ¢° a un maximum local en un point (z.,t.), avec (z,t.) — (zo, o) quand
e — 0. Par suite,

0p° R

ot (ze,te) + H (Vap® (e, t:), ) < 0.

En faisant tendre € vers 0, comme les dérivées de u et v coincident en (xzg, %), on obtient :

ou

E(JJ(), to) + H (qu(l'o, to), .7,'0) S 0.

Pour l'inégalité inverse, on raisonne de méme & I’aide d’une fonction o € C! telle que v — @ a un
minimum strict en (zg, tp).

2.4 Unicité

Le but de cette section est de montrer 'unicité de la solution de viscosité pour le probleme
(8). On va traiter un cas plus général : pour T' > 0, on consideére le probleme

{ 5+ H(Vou,2) =0 sur R*x]0, T (12)

u=g sur R” x {t =0}

On dit que u est une solution de viscosité de (12) si u est bornée et uniformément continue,
u = g sur R* x {t = 0} et u vérifie les inégalités de la définition 2.1 quand u — ¢ a un maximum
ou un minimum local en (zg, ty) € R x]0,T. En fait, grace au lemme suivant, on peut admettre
que to = T sans rien changer.

Lemme 2.4 Soit u une solution de viscosité de (12) et ¢ telle que u— ¢ ait un mazimum (resp.
minimum) local en (zo,ty) € R™x]0,T]. Alors pi(zo,to) + H (Vap(zo,to), zo) < 0 (resp. > 0).

Preuve. Supposons que u — ¢ ait un maximum local en (zg,T"). Comme précédemment, on peut
supposer qu’il s’agit d’un maximum local strict. Pour z € R" et 0 < ¢t < T', posons

)
T—t

¢ (z,1) = p(x,t) +

Alors pour ¢ > 0 suffisamment petit, © — ¢° a un maximum local en (z.,t.) ou 0 < t. < T, et
(z:,te) — (x0,T). Par définition,

0p°
ot

(Te,te) + H (Vyp® (2e,te), ) <0

10



d’ou 3
© €
a, E)t[:‘ ) H T E)tE y e S .
B (verte) + g ym + H (Vaplas, 1), 22) <O
Si e tend vers 0, on obtient
dp
(zo0,T) + H (Vyp(xo,T),z0) <O0.

ot
On montre maintenant 'unicité des solutions de viscosité :

Théoreme 2.5 Si H satisfait les hypothése de type Lipschitz suivantes :
H(p,x) — H(q,z)| < clp — ¢

Je > 0, Vz,y,p,q € R?, | ’ S

. {|H@wy—H@wnsdx—mu+mn

alors il eziste au plus une solution de viscosité de (12).
Preuve. 1. Supposons qu’il existe deux solutions de viscosité u et @ de (12) telles que
(u—1a)=0>0.

sup
R™x[0,T]

On fixe €, A € ]0, 1] et on considére pour z,y € R”, ¢, s € [0, 7] la fonction

¢(@,y,t,5) = u(z,t) —ay,s) = A(t + ) - 6% (le =y + (t = 5)*) —e (]o]* + [y[*) -

Alors il existe (o, Yo, So,t0) € R?™ x [0,T)? tel que

Qs(l’g, Yo, So, tO) = R2"H>}?(J)>,(T]2 ¢($, Y, S, t)

2. On peut choisir ¢, A € |0, 1] petits pour que

¢($07y07807t0) Z sup ¢("I’.7"I’.7t7t) Z E
R x[0,T] 2

Comme u et @ sont bornées et que ¢(xg, Yo, to, So) > ¢(0,0,0,0), 0n a : |zo — yol, [to — so| = O(¢)
quand e — 0 et & (|xo| + |yo]) = O(s%). En utilisant ¢(xo, yo, to, s0) > &(xo, To, to,to) et les

estimations précédentes, on obtient |zg — yol, |to — so| = o(€).
3. On note w(.) (resp @(.)) le module d’uniforme continuité de w (resp. @), i.e.

lu(z,t) —u(y,s)| <w(lz -yl +]t —s]),
pour z,y € R"* et t,s € [0,T], avec w(r) — 0 quand r — 0. En utilisant les conditions initiales,

on déduit des majorations précédentes que
< u(zo, to) — @(yo, s0) < w(to) +w(to) + @ (0(e)) -

[CIRS

Si e > 0 est assez petit, on aura § < w(to) + @(to), d’olt ¢y > 0. Pareillement so > 0.

4. On prend
. 1
(x,t) = u(yo, s0) + A(t + so) + = (Jz = yol* + (t — s0)*) + & (|2 + |yol?) -

Alors la fonction (z,t) — ¢(x,yo,t,50) = (u — ¢)(x,t) a un maximum en (zo,tp), d’ou

0
o (@0, to) + H (Vaip(ao, to), 70) <0

et par suite
2(tg — s 2
A+ % + H (8—2(330 — ) + 253}0,3:()) <0.

11



De méme si on prend

Plu>5) = uwo,t0) = Mo +5) = 5 (Jo = ol + (o = 8)7) =& (lzol? +1uP).

alors la fonction (y, s) — —¢(xo,y,to,s) = (@ — @)(y, s) a un minimum en (yo, o) d’ou

0 .
a—f(yoaso) + H (V¢ (Yo, 50),Y0) > 0,
2(t0 — So)

A =

2
+H (8_2(330 — o) — 2€y0;y0> > 0.
5. On déduit de 4. que

2 2
2\ < H (E—2(x0 —Y0) — 25y0,y0> -H (8—2(330 —y0) + 263}0,3:0) .

En utilisant les hypotheses sur H, il vient
Lo — Y
A < ce (|o] + |yol) + clzo — yol (1 + % + e (Jzo] + Iyo|)> )

Lorsque ¢ tend vers 0, comme |zo — yo| = o(g) et (|zo| + |yo|) = O(e'/?), on arrive & une
contradiction : 0 < A <0. -

Références : on trouvera des théorémes d’unicité plus élaborés dans [3], [4], [7].

3 Théorie du controle — Programmation dynamique

On a vu qu'une méthode pour montrer ’existence d’une solution de viscosité est de régulariser
(8) par(9), de prouver l'existence d’une solution réguliére u® pour (9) et ensuite de faire de bonnes
estimations uniformes sur u®. Cependant cette méthode nécessite des connaissances technique
sur les bornes de la solution de I’équation de la chaleur, ce qui n’est pas le but de cet exposé.
On va montrer — dans un cas moins général — l’existence d’une solution viscosité pour (8)
a laide de la théorie du contrdle pour les équations différentielles ordinaires et de la méthode
de programmation dynamique. Une chose remarquable est que la définition de la solution de
viscosité est une conséquence des conditions optimales de la théorie du controle.

3.1 Introduction a la théorie du controle

Dans cette section, on va étudier la controlabilité de la solution x de PEDO :

{ %(s) = f (x(s),a(s)) ~ dans J0,¢[ (13)

Ici, € R™ est le point terminal de la solution x(-) a linstant terminal ¢t < T, ou T > 0 est
fixé; f : R® x A — R" est une fonction donnée qui est bornée, continue et lipschitzienne par
rapport a la premieére variable et A est un sous-ensemble compact de R™. La fonction a est le
controle, i.e. une facon d’ajuster les parametres de A quand le temps décroit (dans notre cas) et
qui affecte la dynamique du systéme donnée par (13). On note

A={a:[0,T] - A | a est mesurable}

I’ensemble des controles admissibles. Il résulte des hypotheses ci-dessus que pour tout controle
a € A, PEDO (13) a une solution unique, lipschitzienne sur intervalle [0,¢] et qui vérifie
Péquation presque partout sur ]0,¢[. On dit que cette solution x = x* est la réponse du systéme
au controle « et x(s) est I'état du systeme & U'instant s.

12



Notre but est de trouver le controle a* qui rend le systeme optimal. Pour définir le sens du
mot “optimal”, on doit introduire un critére de codt. Pour z € R® et 0 < t < T', on considere
pour chaque controle a € A le coiit :

Cy i) = / h(x(s), a(s)) ds + g (x(0))

o x = x® la solution de (13) et h: R* x A — R, g : R* — R sont des fonctions données qui
vérifient pour un C' > 0 les conditions :

|h(z,a)| < C, |g(z)] < C
|h(m,a)—h(y,a)| §O|l'—y|, Vm,yE]R”,VaEA
lg(z) — g(y)| < Clz —yl.

De plus, on suppose que h est continue sur R” x A. Maintenant on veut trouver (si c¢’est possible)
un controle a* qui minimise la fonction de cout parmi les controles admissibles, pour chaque
donnée z € R, ¢t € [0, T.

3.2 Programmation dynamique

La méthode de la programmation dynamique consiste a résoudre le probleme précédent en
considérant la fonction

u(z,t) = inaC’m(a) (xeR*,0<t<T).
aec
L’idée est de montrer que cette fonction est solution d’une EDP du type de (12) et ensuite de

prouver la réciproque, c’est & dire, & 1’aide d’une solution de 'EDP (12), trouver le contrdle
optimal.

Soitz e R" et 0 <t <T.

Théoréeme 3.1 Soit 0 < 7 < t; on definit la fonction

¢
() = inf (/ h(x(s), a(s)) ds + u(x(T),T)>
ot x = x% est la solution de ’EDO (18) pour le contréle a. Alors 4 = u.

Preuve. 1. On montre I'inégalité u < 4. Soit a; € A et soit x; la solution de P'EDO

{ x1(s) = £ (x1(s),ai1(s)) sur]0,¢[

X1 (t) =XZ.
On fixe € > 0 et on choisit as € A tel que

u(xi(7),7) +& 2 /OT h (x2(s), 2(s)) ds + g ((x2(0))

ou
(x2(8),2(s)) sur ]0,7[

—N
el
o
2L
[
)
i
\]
N

On définit le controle
as(s) si0<s<T

aa(S)Z{ ai(s) sitT<s<t,

et soit x3 la solution de
{ x3(s) = f (x3(s),as(s)) sur]0,¢]

X3(t) =XZ.

Par unicité des solutions pour 'EDO (13), on déduit :

x5 (s) = xa(s) si0<s<T
BT xu(s) siT<s <t

13



Par définition, on obtient :
u(z,t) < Cpi(as) :/0 h(xs(s),as(s)) ds + g(x3(0))
< /0 h(x2(s),as(s)) ds +/T h(x1(s),a1(s)) ds + g(x2(0))
< wu(xy(7),7T) +¢ +/ h(x1(s),a1(s)) ds.

Comme «y était arbitraire, on déduit

<£a</h ds+u(()r)>+5

ol x est solution de (13). En faisant tendre € vers 0, il en résulte que u(z,t) < a(z,t).

2. Pour l'inégalité inverse, on fixe £ > 0 et on choisit ay € A tel que

u(a, ) +e > / h(x4(5), @4 (5)) ds + g(x4(0))

o { x4(s) = £ (x4(s),a4(s)) pour0<s<t
X4(t) =X.
Or .
uCxa(r).) < [ hxa(s),04(9) ds + 91 0),
donc on a
u(w,t) +2 > inf (/h ds+u(()r)>
ol x = x? est solution de (13). Ainsi u(z,t) > a(z,t).

3.3 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

On va montrer a ’aide du théoréme précédent que la fonction u donnée par la méthode de
la programmation dynamique est une solution de viscosité de PEDP (12). Pour cela, on doit
vérifier d’abord que u est bornée et uniformement continue.

Lemme 3.2 II existe C > 0 tel que |u(z,t)| < C et
|U,(:E,t) - U,(:f?,??)

pour tous x,& € R", et tous 0 < t,t < T.

<C(lz—z|+t-1),

Preuve. 1. Des hypothéses faites sur h et g, on déduit que u est bornée sur R” x [0, T7.

2. Montrons le caractere lipschitzien en x. Soit z,Z € R"® et 0 < ¢ < T'. Soit € > 0 fixé. Alors
il existe & € A tel que

u(#,t) +£>/ h(x ) ds + g (%(0))

ou X est la solution de ’EDO
k(s) = £ (%(s),a(s) sur ],
b'q z.

On déduit que

w(z, t) — u(i, 1) /h ) ds + g (x /h a(s)) ds — g (%(0)) + ¢



ou x est la solution de
{ x(s) = f(x(s),a(s)) sur]0,¢[
x(t) = x.

Comme f est lipschitzienne, par 'inégalité de Gronwall on obtient
[x(s) — %(s)] < Cla — i,
pour tout s € [0,¢]. De la, comme g et h sont lipchitziennes, on déduit que
uw(z,t) —u(z,t) < Clz — %] +e.
Le méme raisonnement avec les roles de z et & inversés implique
lu(z,t) —u(z,t)| < Cle — 2|,

pour tous =,z € R", et tout 0 <t < T.

3. Montrons le caractére lipschitzien en t. Soit z € R” et 0 < ¢ < ¢ < T. On fixe € > 0 et on
choisit a € A tel que

u(z,t) +£>/ h(x ) ds + g (x(0))

ot x est la solution de (13). On prend &(s) = a(s +t —t) pour 0 < s < £ et on considere la

solution X du probleme .
k(s) = £ (%(5),a(s)) sur ]0, [
x.
Ceci implique %(s) = x(s + ¢ — £). On obtient alors :

uw(z,t) —u(z,t) < /h ) ds + g(X /h ))ds — g(x(0)) + ¢

IN

- / (), (s)) ds + g (x(t — ) — g(x(0)) + ¢
Clt —t| +e.

IN

On prend maintenant & tel que

x®+a</hf< (s)) ds + g (%(0))

ou

On définit .
a(s) = &(0) si0<s<t—t
Tl a(s+t—t) sit—t<s<t,

et on prend pour x la solution de (13). Alors x(s) = %(s + ¢ — t) sur |t — £, ¢[. Par conséquent,
t 2
uwd) < [ h(x(s)al)ds +9(x(0) - [ h(x(s),a(5)ds - g((0)) + 2
0 0

= [ hlxte),ao)ds + gx(0)  gloxlt = ) + =
< Ot —t] +e.

On a obtenu que
|U(l’,t) - U(Z’,t)| < C|t - t|>

~

pour tous 0 <t <t <T, et tout z € R".
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Théoréme 3.3 La fonction u est la solution de viscosité de ’EDP suivante :

ug(x,t) + max (f(z,a) - Vu(z,t) — h(z,a)) =0  dans R"x]0,T]
u=g sur R™ x {0}.

L’équation (14) est appelée équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. Son Hamiltonien est

H(p,z)= max (f(z,a) - p— h(z,a)).

S
Notons qu’il est convexe par rapport a p et vérifie les hypotheses du théoreme d’unicité 2.5.

Démonstration. 1. Soit v € C*°(R™x]0,T[) une fonction telle que u — v ait un maximum local
en un point (zo,tp) € R"x]0,7[. On va montrer par ’absurde que

ve(xo,t0) + max (f(z0,0a) - Vu(zo,to) — h(zo,a)) <O0.

Si ce n’était pas le cas, il existerait a € A et 8 > 0 tels que, pour tout (z,¢) au voisinage de
(zo,t0), on ait
ve(z, t) + f(z,a) - Vo(z,t) — h(z,a) > 0.

On prend « constant égal & a. Soit x la solution de

{ x(s) = f(x(s),a) 0<s <ty

Soit 7 < tg, suffisamment proche de ¢y de sorte que pout tout s € [, ] on ait
ve(x(s), 8) + £(x(s),a) - Vo(x(s),s) — h(x(s),a) > 0

et
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Or on a, d’apres le théoreme 3.1,

to

u(zg, to) S/ h(x(s),a)ds + u(x(r), 1),

et on obtient une contradiction :

0<B(tyg—1) < / ' (ve(x,8) + £(x,a) - Vo(x, s) — h(x,a)) ds < 0.

T

2. Soit v € C*°(R" x]0,T[) une fonction telle que v — v ait un minimum local en un point
(x0,t0) € R*x]0,T[. On va montrer par ’absurde que

ve(xo,t0) + max (f(z0,a) - Vu(zo,to) — h(zo,a)) > 0.

Si ce n’était pas le cas, il existerait 8 > 0 tel que pout tout a € A et tout (z,t) au voisinage de
(zo,t0), on ait
ve(z, t) + f(z,a) - Vo(z,t) — h(z,a) < —6.

Soit T < tg, suffisamment proche de ¢y de sorte que pour tout a € A et tout s € [1,%p] on ait
ve(x(s),s) + £(x(s),a) - Vu(x(s),s) — h(x(s),a) < -0,

u(zo, to) — u(x(7),7) < v(wo,to) — v(x(7),7)
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ol x est solution de

x(s) = f(x(s),a(s)) 0<s <t

X(to) = Zp-
C’est possible car f et par suite X sont bornés donc x(s) tend vers zp quand s tend vers to,
uniformément par rapport a a. On a alors

to

u(zo, to) — u(x(1),7) < / (vt(x(s),s) + f(x(s), a(s)) -Vv(x(s),s)) ds.

T

En choisissant « dans le théoreme 3.1 tel que

u(zo, to) 2 u(x(r),7) + 0 h(x(s), a(s)ds — 6(25072_T),

T

on obtient une contradiction :

_Ltoz_ 7) < /T ’ (ve(x,8) + £(x, ) - Vo(x, s) — h(x,a)) ds < —0(tg — 7).

3. Le fait que v = g sur R"” x {0} est une conséquence immédiate de la définition de w. 0

Remarque : On a montré ainsi que la fonction u, qui minimise le cotit, est 'unique solution de
viscosité du probleme (14) pour I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. On s’intéresse main-
tenant & la réciproque : comment peut-on trouver le contréle optimal & partir de cette EDP ?
Voici 'idée de la construction du contréle optimal. Etant donnés une date finale 0 < t < T et
un état final € R™, on considere ’EDO optimale

x*(s) = f(x*(s),a"(s)) sur]0,¢
{ x*(t) = z. (15)
ou pour tout temps s, on choisit a*(s) € A tel que

f(x"(s),a"(s)) - Vu(x™(s),5) — h(x*(s),a"(s)) = H(Vu(x"(s),5),x"(s)).

Autrement dit, quand le systéme est dans I’état x*(s) a I'instant s, on choisit la valeur du controle
optimal a*(s) qui atteint le maximum dans la définition du hamiltonian H de 'EDP (14). On
dit que a* est le contréle rétroactif (feedback control). On vérifie aisément que cette méthode
génere la trajectoire de coit minimal, au moins dans les régions ou u et a* sont régulieres (pour
que ’équation ci-dessus ait bien un sens); mais I'interprétation de cette équation quand Vu
n’existe pas est problématique (cf. [2]).

3.4 Existence d’une solution pour un Hamiltonien convexe

En s’inspirant de ce qui précede, on va montrer ’existence d’une solution de viscosité dans
le cas ou le Hamiltonien ne dépend que de p et est convexe :

{ u + H(Vu) =0 dans R* x]0, 00] (16)

u(t=0)=g sur R* x {0}

Pour cela on va se ramener a une équation de Hamilton-Jacobi-Bellman grace a la transformation
de Legendre.

On suppose que H : R* — R est convexe (donc continu) et tel que

H(p)

17
Il Ipl—oo ()
et que g est lipschitzienne.
On appelle transformée de Legendre de H la fonction suivante, appelé Lagrangien :
L(g) = H"(g) = sup (¢-p—H(p)) (q€R"), (18)

pER™
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Exemple : reprenons le Hamiltonien de la mécanique H (p,z) = % + V(x). Sa transformée de

2
Legendre par rapport a p est

2 %2

L(a.a) = sup (¢-p = 3= V(@) = gme® = V(a) = 5~ V(o).

Le maximum est atteint pour p* = mgq. Ainsi ¢ est la vitesse.

Proposition 3.4 Le Lagrangien est conveze et vérifie aussi la propriété (17). De plus H est la
transformée de Legendre de L : H = L*.

Les fonctions H et L sont dites fonctions convexes duales.

Démonstration. Pour tout p, Papplication ¢ — ¢-p— H (p) est linéaire ce qui entraine la convexité
de L. Soit C >0et ¢ #0. On a

L(g) = sup (¢-p—H(p)
pER™
p p
> Clgf-H({C=) (=Ci-)
lp| lp|
> Clq| — max H
B(0,0)
donc liminf)y o % > C pour tout C € R. Montrons maintenant que H = L*. On a
L(q) + H(p) > p-q d’ou H(p) > L*(p). Par ailleurs, on a
L*(p) = sup (q-p— sup (q-r—H(T)))
¢€R™ rer»
= sup inf (¢-(p—r)+H(r)).
geRn reR™

H étant convexe, il existe s € R" tel que pour tout r,
H(r) 2 H(p) +s-(r —p)

11 vient donc

L*(p) > inf (s-(p—r)+H(r)) = H(p)-

On est ainsi ramené & une équation du type Hamilton-Jacobi-Bellman. On pose donc

ue,t) =int { [ L((e) ds + 9(w(0) | w € €' (0.8, w(t) =z
Proposition 3.5 Sit #0, on a

u(z,t) = min {tL (m—;y> +g(y)}. (19)

yER™

L’expression au second membre de (19) s’appelle la formule de Hopf-Lax.

Démonstration. Pour y € R" et w(s) =y + 7(z —y) on trouve

T —
u(z,t) < tL (Ty> +9(y),
donc on a
(z,t) < inf {¢tL(Z=2) +g()
u(z in — .
1) < inf, ; 9(y
Réciproquement, si w est C', on a, par l'inégalité de Jensen
1 t
L <—/ w(s) ds> <
t Jo
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t

inf {tL (g) +g(y)} < wu(z,t).

yeER™

oL (M) T g(w(0) < /0 L(i(s)) ds + g(w(0)),

d’ou l’on tire

Lemme 3.6 Pour tout x et tout s <t on a

u(z,t) = min {(t—s)L (m_y> +u(y,s)}.

yER™ t—s

Démonstration. Fixons y € R” et s € |0, [, et soit z € R" tel que

o) = o (152) + 2.

Par convexité, on a

et par suite

)
) < (¢ =L (722 +ulreo)

Comme ceci est valable pour tout y, on obtient

u(z,t) < min {(t—s)L (”;_y> +u(y,s)}.

yeR™ — S

Pour prouver I'inégalité inverse, considérons w € R” tel que
T —w
u(z,t) =tL (T) + g(w).

Soityz%m%—(l—%)w. On a

=90 (S20) vut) < -9n (T70) 4 en (50 +gtw)

— S

et on obtient 'inégalité cherchée.
Lemme 3.7 La fonction u est lipschitzienne sur R x [0, 4o00[ et u = g sur R" x {0}.

Démonstration. On fixe t > 0, z, 2’ € R™. Soit y € R™ tel que
tL <¥> +g(y) = u(z,t).

On a alors, en notant k, le rapport de Lipschitz de g,

tL (x’_(m’_m+y)> +g(@ —z+y) —tL (ﬂ> —9(y)

u(z',t) — u(z,t)

IN

t t

IN

kglz' — x|

Montrons maintenant que u est lipschitzienne en t. On commence par traiter le point ¢t = 0. Soit
z€ R'ett>0.0na

u(z, t) min {tL (g) +g(y)}

> glw) +t min{-kyl2| + L(2)}
> —t z—L

> g(z) ponax max{w -z — L(z)}
> g(z) —t max H;

B(0,kg)
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par ailleurs u(z,t) < tL(0) + g(z), d’ou
lu(z,t) — g(x)| < Ct.

Par un calcul analogue, on prouve que u est lipschitzienne en ¢t pour ¢t >0 :sit' <¢, on a

w(z,t) —u(z, ') = min {(t L <‘” - y) +Fuly,t') — u(;z:,t')}

t—t

, z—y\ _lz—vyl
L -
yeRn{ <t——ﬂ> t—t’kg}
max max{w- z— L(z)}

weB(0,k,) zER™

-C(t—1t').

v IV
| =
<* |
[ <t
o~ N’
g

=

\Y

et d’autre part,

w(z,t) —u(z, ') = min {(t L <‘” - y) +Fuly,t') — u(;z:,t')}

yER™ t—t
(t —t')L(0),

IA

ce qui acheve la démonstration. 0

Théoréme 3.8 On suppose que H ne dépend que de p, est conveze et que H(p)/|p| tend vers
+oo lorsque |p| tend vers 400 On suppose de plus que g est bornée et lipschitzienne. Alors
l’équation

ui(z,t) + H(Vu(z,t)) =0  dans R*x]0, T (20)
u=g sur R™ x {0}
admet comme solution de viscosité la solution donnée par la formule de Hopf-Laz (19).
Démonstration. 1. Soit L la fonction duale de H. L vérifie les mémes propriétés que H :
L
(9) (21)
lg|  lal—o0

On a vu que u est lipschitzienne et qu’elle vérifie la condition initiale. Elle est de plus bornée
car g ’est.

2. Soit v € C®(R" x]0, 0o[) telle que la fonction u — v ait un maximum local en un point
(x0,1t0) € R™x]0, 00[. Par le lemme 3.6, on a pour t < tg et (z,t) au voisinage de (zo, to),

o — T

) sun)

U(l’o,to) S (t() — t)L ( to —

v(zo,to) — v(a,t) < (to — t)L (”CO _ ”C) .
to —t
Pour z — ¢y = (¢t — t9)q, on obtient
ve(2o,t0) + Vev(wo,to) - g < L(q),

et ceci pour tout ¢ € R”?, d’ou

vt(To,to) + H(Vz(20,t0)) < 0.

3. Supposons que v — v ait un minimum local en (zg, tp). Par 'absurde, s’il existe § > 0 tel
qu’au voisinage de (zg,tp) on ait

ve(x,t) + H(Vo(z,t)) < -0 <0,
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alors on a, toujours au voisinage de (zo, to), par dualité de H et L,
'Ut(m>t) + V’U(l’,t) “q— L(q) <8
pour tout ¢ € R™. Par le lemme 3.6 on a, pour h assez petit et pour un certain x1,

o — T1
h

u(wo, to) :hL( >+u(x1,t0—h).

Ensuite on calcule...

'U(to,l’o) — 'U(Z’l,t() — h)

/0 d (v(szo + (1 — s)z1,to + (s — 1)h)) ds

ds
1
/ (Vo(szo + (1 = s)a1,to + (s — 1)h) - (w0 — 1)
0
+vi(swo + (1 — s)zy,to + (s — 1)h)h) ds.
, on obtient pour h assez petit

o —IT1
L —
h < h ) 0h

S U,(t(),iﬂo) - 'U/(.'L'l,t() - h) - eha

En posant ¢ =

Zo—T1
h

U(to,xo) — U(J,'l,to — h)

IN

ce qui est impossible. Ainsi on a prouvé que

ve(wo, to) + H(Vu(zo,t)) > 0.

Conclusion

Les théoremes précédents montrent que les solutions de viscosité constituent la notion adaptée
de solution faible des équations de Hamilton-Jacobi. Cette méthode peut s’appliquer & une classe
plus générale d’équations que celles étudiées ici, notamment on peut traiter certaines équations
du second ordre et obtenir des résultats similaires (cf. [3]). En ce qui concerne les applications
des équations de Hamilton-Jacobi, citons la mécanique, comme on ’a vu plus haut, mais aussi
Poptique (équation eikonale), les probabilités (cf. [6]) et la géometrie (par exemple 1’étude des
mouvements de surface) (cf. [3]).
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