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L'objet de ce mémoire est un résultat de Hermann Minkowski datant de 1887
qui majore la taille des sous-groupes �nis de GLn(Q). Nous suivons principale�
ment la présentation faite par Jean-Pierre Serre dans un exposé récent [Ser07],
puis celle de R. M. Guralnick et M. Lorenz [GL06].

Dans une première partie, nous énonçons et prouvons ledit théorème ; les
outils utilisés dans la démonstration sont pour la plupart élémentaires, à l'ex�
ception d'un résultat général de théorie des caractères.

La deuxième partie donne une généralisation simple du théorème de Min�
kowski, découverte par Issai Schur en 1905 [Sch73]. Sa démonstration fait inter�
venir la théorie des caractères et des représentations des groupes �nis.

En troisième partie, on explicite rapidement, à isomorphisme près, les sous-
groupes �nis de GL2(Q), en véri�ant au passage un cas très particulier des
théorèmes vus auparavant.

En�n, la quatrième et dernière partie présente une généralisation de ces deux
théorèmes, elle aussi démontrée par Schur en 1905 : le corps initial Q est alors
remplacé par un corps de nombres quelconque. La preuve utilise la théorie des
anneaux d'entiers de ces corps de nombres.
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1 Théorème de Minkowski

1.1 Notations

Dans tout cet exposé, ` désigne un nombre premier, [x] la partie entière du
réel x, v`(n) la valuation `-adique de l'entier n. Pour un ensemble �ni A, v`(A)
désigne la valuation `-adique du cardinal de A. La notation G 6 H, si H est un
groupe, signi�e que G est un sous-groupe de H. Le symbole ∧ désigne le pgcd.

1.2 Énoncé

Théorème 1. Pour tout entier n et tout nombre premier `, posons

M(n, `) = r + v`(r!) =
∞∑
i=0

[
n

`i(`− 1)

]

avec r = [ n
`−1 ]. Dé�nissons de plus M(n) =

∏
` `
M(n,`).

(i) Si G est un sous-groupe �ni de GLn(Q), alors |G| divise M(n).
(ii) Les `-sous-groupes de GLn(Q) maximaux pour l'inclusion sont conjugués
deux à deux et d'ordre `M(n,`).

Commençons par quelques remarques. Ce théorème n'est pas valable pour
un corps quelconque, puisqu'il existe par exemple des matrices d'ordre arbitrai�
rement grand à coe�cients dans C ou même dans R. Cependant, on verra qu'une
majoration existe toujours lorsqu'on remplace Q par un corps de nombres.

De plus, le point (ii) du théorème est à rapprocher des théorèmes de Sylow
pour les groupes �nis. En e�et, les deux premiers théorèmes de Sylow peuvent
s'exprimer ainsi :

Si G est un groupe �ni et ` un nombre premier, alors tous les `-sous-
-groupes maximaux de G sont conjugués et d'ordre `v`(G).

La démonstration de Minkowski se développe en trois parties :

� On montre que tout G 6 GLn(Q) �ni est isomorphe à un sous-groupe de
GLn(Fp) ou d'un groupe orthogonal On(Fp). Un p bien choisi prouvera le
point (i).

� On exhibe ensuite un `-sous-groupe de GLn(Q) de cardinal `M(n,`).
� Pour voir que les `-sous-groupes maximaux de GLn(Q) sont conjugués
deux à deux, on se ramène en�n à un problème de Sylow dans GLn(Fp).

1.3 Borne multiplicative

1.3.1 Quelques isomorphismes

La première étape de la démonstration consiste à se ramener à l'étude de
matrices à coe�cients entiers. On introduit pour cela la notion de réseau de Qn.

Proposition - dé�nition 2. Soit R un sous-Z-module de Qn. Les deux asser�
tions suivantes sont équivalentes :

(i) R est de type �ni, et engendre le Q-espace vectoriel Qn ;
(ii) R est libre de rang n.

Dans l'un ou l'autre cas, on dit que c'est un réseau de Qn.
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Corollaire 3. Une somme �nie de réseaux (en tant que Z-modules) est encore
un réseau.

Démonstration. C'est immédiat en utilisant la première caractérisation : une
somme �nie de modules de type �ni est encore de type �ni.

Démonstration (de la proposition 2). Prouvons l'équivalence annoncée.

(i) =⇒ (ii) : soit F une famille génératrice �nie du Z-module R ; on peut donc
écrire R =

∑
e∈F Ze. On en déduit que Qn = VectQ

∑
e∈F Ze =

∑
e∈F Qe : en

particulier, F engendre Qn, et on peut en extraire une Q-base B = (ei)i∈[[1,n]].
Par suite, tout élément x de F se décompose sous la forme x =

∑
qiei, où les qi

sont rationnels ; en notant d un dénominateur commun des qi, on trouve par
conséquent

n⊕
i=1

Zei ⊂ R ⊂
1
d

n⊕
i=1

Zei

ce qui prouve d'une part que R est libre comme sous-module d'un module libre
sur un anneau principal, et d'autre part qu'il est de rang n.

(ii) =⇒ (i) : soit B une Z-base de R. Il s'agit en particulier d'une famille
Q-libre : en chassant les dénominateurs, on voit qu'une relation de liaison à
coe�cients rationnels impliquerait une relation de liaison à coe�cients entiers.
On en déduit donc que B est une Q-base de Qn, et le résultat.

Remarque. Faisons une remarque d'apparence triviale mais qui sera utile par la
suite : dans la démonstration de la proposition, on a en fait utilisé le fait que Z
est principal, en particulier factoriel, et que Q est son corps des fractions.

Dans la suite de ce paragraphe, on désigne par G un sous-groupe �ni de GLn(Q).

Lemme 1. Le groupe G est conjugué à un sous-groupe de GLn(Z).

Démonstration. L'idée est de montrer que G stabilise un réseau de Qn. Posons
R =

∑
g∈G gZn, qui est un réseau par le corollaire 3. De plus, il est bien stable

par G. Ainsi, dans une Z-base de R, les matrices de G sont à coe�cients entiers,
ce qui prouve le lemme.

Lemme 2. Il existe une forme quadratique q sur Qn dé�nie positive et à coef�
�cients entiers telle que G 6 O(q), où O(q) est l'ensemble des matrices de
GLn(Q) orthogonales pour la forme q.

Démonstration. Le procédé est assez semblable à celui du lemme précédent.
Posons q(x) =

∑n
i=1 x

2
i pour des x ∈ Qn ; c'est une forme quadratique dé�nie

positive sur Qn. Quitte à la multiplier par un entier,
∑
g∈G q ◦ g convient.

1.3.2 Réduction dans Fp

Lemme 3 (Minkowski). Soit m > 3. Alors le noyau du morphisme canonique
ϕ : GLn(Z) −→ GLn(Z/mZ) est sans torsion. En d'autres termes, l'identité est
le seul élément d'ordre �ni de Kerϕ.

Démonstration. Supposons au contraire qu'il existe g ∈ Kerϕ, g 6= 1 et q entier
tels que gq = 1. Quitte à élever g à une certaine puissance, on peut supposer
que q est premier.
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Il existe h ∈ Mn(Z) non nulle à coe�cients premiers entre eux dans leur
ensemble et d > 0 tels que g = 1 +mdh. En écrivant gq = 1, on obtient

q∑
k=1

(
q

k

)
(md)khk = 0.

En particulier, m divise les coe�cients de qh car

qh+
(
q

2

)
mdh2 + · · ·︸︷︷︸

multiple de m

= 0.

Par hypothèse sur les coe�cients de h, on en déduit que m divise q, et donc par
primalité que q = m. Comme q est impair (car m > 3), il divise

(
q
2
)
. Puisque

h+
(
q

2

)
dh2 + · · ·︸︷︷︸

multiple de q

= 0,

l'entier q divise tous les coe�cients de h : c'est absurde.

Corollaire 4. Si G est un sous-groupe �ni de GLn(Z), G ∩Kerϕ = {1}.

Remarque. En fait, seul le corollaire servira, et même une forme plus faible et
évidente : pour m assez grand, ϕ�G est une injection.

1.3.3 Lemmes calculatoires

Nous allons calculer explicitement la valuation de l'ordre de certains groupes de
matrices, ce qui nous permettra de conclure quant au premier point du théorème.

Lemme 4. Pour ` > 2, et p premier générateur de (Z/`2Z)×,

v`(GLn(Fpr )) = (1 + v`(r))
[
n
τ

]
+ v`

([
n
τ

]
!
)

avec τ = `−1
r∧(`−1) .

Remarque. Le théorème de la progression arithmétique de Dirichlet (voir par
exemple [Hin08], théorème 1.4) assure l'existence d'une in�nité de tels p. De
plus, pour r = 1, le membre de droite est précisément la borne M(n, `).

Démonstration. Montrons que pour i > 0,

v`(pi − 1) =

{
1 + v`(i) si `− 1 divise i

0 sinon.

D'abord, p est premier avec `2, donc avec `. De plus, si pi ≡ 1 (mod `), alors
p`i ≡ 1 (mod `2) et ϕ(`2) = `(` − 1) | `i, d'où ` − 1 | i. La réciproque étant
facile, on en déduit que pi ≡ 1 (mod `) si et seulement si `− 1 | i.

Supposons maintenant que i est de la formem(`−1)`k avecm premier avec `
et raisonnons par récurrence sur k. Notons s = pm(`−1).

Si k = 0, alors ` | pi − 1, mais `2 - pi − 1 car `(`− 1) - m(`− 1). Pour k > 0,
posons par hypothèse de récurrence s`

k−1 − 1 = u`k, avec ` - u. Alors

s`
k

=
(
1 + u`k

)` = 1 + u`k+1 +
∑̀
j=2

(
`

j

)
uj`jk︸ ︷︷ ︸

multiple de `k+2 car ` > 2

5



et donc v`(s`
k − 1) = 1 + k.

Notons à présent q = pr. Alors, si `− 1 divise i, c'est que τ divise i. Comme

v` (GLn(Fq)) = v`

(
q
n(n−1)

2
n∏
i=1

(qi − 1)
)
et p 6= `, on a �nalement

v`(GLn(Fq)) =
∑

16i6n
τ |i

(1 + v`(ri)) =
[
n
τ

]
(1 + v`(r)) +

∑
16j6[nτ ]

v`(j)

=
[
n
τ

]
(1 + v`(r)) + v`

([
n
τ

]
!
)

qui est l'identité annoncée.

Lemme 5. Soit p premier congru à ±3 modulo 8. Soit q une forme quadratique
sur Fp non dégénérée. Notons On(Fp) le groupe des matrices orthogonales pour q.
Alors v2(On(Fp)) 6 M(n, 2), et on a même égalité pour n impair.

Démonstration. Notons ∆ le discriminant de q et ε le symbole de Legendre(
(−1)k∆

p

)
. On montre par récurrence (voir par exemple [Gro02]) que

|O2k(Fp)| = 2pk(k−1)(pk − ε)
k−1∏
i=1

(p2i − 1)

et |O2k+1(Fp)| = 2pk
2
k∏
i=1

(p2i − 1).

Un calcul direct mène alors au résultat, en remarquant que p2k−1
pk−ε = pk + ε est

pair et en véri�ant par récurrence sur i que, si p ≡ ±3 (mod 8), v2(p2i − 1) =
3 + v2(i), de la même manière que dans la preuve du lemme 4.

1.3.4 Preuve du premier point

Soient G un sous-groupe �ni de GLn(Q) et ` un nombre premier. Montrons
que v`(G) 6 M(n, `). Par le lemme 1, on peut supposer que G 6 GLn(Z).

• Cas ` > 2.
Choisissons p un nombre premier impair générateur de (Z/`2Z)×. Le corol�

laire du lemme 3 indique que la réduction ϕ : G −→ GLn(Fp) est une injection.
Comme |G| = |ϕ(G)| divise |GLn(Fp)|, le lemme 4 assure que v`(G) 6 M(n, `).

• Cas ` = 2.
Soit q une forme quadratique donnée par le lemme 2. En choisissant p premier

congru à ±3 modulo 8 et strictement plus grand que le discriminant de q, la
réduction de q dans Fp donne une forme quadratique non dégénérée. L'injection
ϕ : G −→ GLn(Fp) est donc à valeurs dans On(Fp), relativement à q. Le lemme 5
assure que v`(G) 6 M(n, `).

1.4 Optimalité de la borne

Théorème 1'. Soit ` premier. Il existe un sous-groupe �ni G de GLn(Q) tel
que v`(G) = M(n, `).

Démonstration. On utilise la représentation standard de S` dans un Q-espace
vectoriel V0 de dimension ` − 1. Soient r = [ n

`−1 ] et V = V r0 . Soit ensuite
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G = S` oSr = Sr
` o Sr le produit en couronne obtenu grâce à l'action de Sr

par permutation des r-uplets de Sr
` . Ce groupe agit de façon naturelle sur V , et

l'action est �dèle. Par conséquent, G s'injecte dans GLr(`−1)(Q), et donc dans
GLn(Q). De plus, v`(G) = r + v` (r!) = M(n, `), ce que l'on cherchait.

1.5 Les `-sous-groupes maximaux de GLn(Q)
Théorème 1�. Soient G et H des `-sous-groupes de GLn(Q). Si v`(G) =
M(n, `), alors H est conjugué à un sous-groupe de G.

Remarque. Les théorèmes 1' et 1� montrent bien le second point du théorème 1.
En e�et, le théorème 1' assure l'existence d'un sous-groupe G de GLn(Q) de
cardinal `M(n,`). Notons H un `-sous-groupe maximal de GLn(Q) pour l'inclu�
sion. Le théorème 1� assure que H est conjugué à un sous-groupe de G, et donc,
en inversant la conjugaison, que H est contenu dans un `-sous-groupe de cardi�
nal `M(n,`). Par maximalité de H, son cardinal est égal à `M(n,`) et il est donc
conjugué à G.

Démonstration du théorème. Commençons par remarquer qu'un tel G existe, il
su�t de prendre un `-Sylow du groupe construit en 1.4.

• Cas ` > 2.
On suppose que G et H sont dans GLn(Z). Soit p premier, supérieur à 2n+1

et générateur de (Z/`2Z)×. Notons G et H les images respectives de G et de H
dans GLn(Fp). Par le lemme 3, la réduction modulo p est injective, donc G ' G
et H ' H.

Par ailleurs, le lemme 4 et l'hypothèse v`(G) = M(n, `) impliquent que G
est un `-Sylow de GLn(Fp). Comme H est un `-sous-groupe de GLn(Fp), les
théorèmes de Sylow assurent l'existence de g ∈ GLn(Fp) tel que gHg−1 ⊂ G.
En relevant la conjugaison par g dans GLn(Z), on obtient un morphisme injectif
ρ : H → G, qui n'est a priori pas intérieur.

Ceci permet de construire deux représentations di�érentes de H dans Qn :

H ↪−→ GLn(Q)

et H
ρ

↪−→ G ↪−→ GLn(Q).

Notons χ0 et χρ les caractères respectifs de ces deux représentations. Il sont à
valeurs dans Z. Notons χ0 et χρ leurs réductions modulo p. Comme ρ est une
conjugaison dans GLn(Fp) et que les caractères sont invariants par conjugaison,
χ0 = χρ. Puisque χ0 et χρ sont bornés par n et que p > 2n, l'égalité χ0 = χρ
dans Fp implique l'égalité χ0 = χρ dans Z.

Comme Q est de caractéristique nulle, les représentations sont déterminées
à isomorphisme près par leur caractère ; voir [Lan02], chapitre xviii, théorème
2.3. Donc les deux représentations de H sont isomorphes, c'est-à-dire que ρ est
une conjugaison dans GLn(Q).
• Cas ` = 2.
Contentons-nous de donner une ébauche de démonstration. Si n est impair,

on se sert de groupes orthogonaux de façon similaire à ce qui a été fait au
paragraphe 1.3.4. Si n est pair, on se ramène au cas où n est impair en plongeant
G 6 GLn(Q) dansG×{±1} 6 GLn+1(Q), et en utilisant le fait queM(n+1, 2) =
1 +M(n, 2).
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2 Traces et représentations

En 1905, Schur a donné une généralisation du théorème de Minkowski, dont
la preuve s'appuie plutôt sur la théorie des caractères de groupes �nis :

Théorème 5. Soit G un sous-groupe �ni de GLn(C) dont la trace de chaque
élément soit rationnelle. Alors v`(G) 6 M(n, `).

Nous commencerons par montrer que ce résultat est plus fort que celui de
Minkowski si n = 2, puis nous verrons comment Schur l'a prouvé.

2.1 Domaine d'application

Il est clair que le théorème 1 est une conséquence du théorème 5. D'autre
part, il existe des cas où l'on peut dans un certain sens appliquer le second, mais
pas le premier. Voici un exemple emprunté à [GL06].

Considérons les deux matrices complexes

g =
(

0 −1
1 0

)
et h =

(
i 0
0 −i

)
.

Ces matrices engendrent un sous-groupe à huit éléments de GL2(C), isomorphe
au groupe des quaternions, que nous noterons encore H8. La trace de chaque
élément de H8 est rationnelle, valant en fait 0, 2 ou −2. Le théorème de Schur
s'applique donc, même s'il n'est pas d'un grand intérêt ici. Cependant, il se�
rait di�cile d'utiliser le théorème de Minkowski : en e�et, il est impossible de
conjuguer H8 à un sous-groupe de GL2(R).

Supposons par l'absurde qu'il existe a ∈ GL2(C) telle que aH8a
−1 6 GL2(R).

Notons x = aga−1, y = aha−1 et z = xy. On doit encore avoir detx = det y = 1
et Trx = Tr y = 0. En utilisant ces informations, et le fait que Tr z est elle
aussi nulle, on trouve que x2

12 + y2
12 + z2

12 = −x12y12 Tr z = 0, et donc, x, y
et z étant à coe�cients réels, x12 = 0. Par conséquent detx = −x2

11 fournit une
contradiction.

2.2 Démonstration du théorème

2.2.1 Lemme de Blichfeldt

Commençons par énoncer un lemme arithmétique qui nous donne un contrôle
de l'ordre d'un groupe de matrices en fonction des traces de ses éléments.

Proposition 6 (lemme de Blichfeldt). Soient G un sous-groupe �ni de GLn(C)
et Ξ = {Tr g | g ∈ G, g 6= 1}. Alors N =

∏
x∈Ξ(n − x) est un entier non nul

divisible par |G|.

Démonstration. Notons P le polynôme à coe�cients complexes
∏
x∈Ξ(X − x).

Montrons que P est en fait à coe�cients entiers.

Posons m = |G|, prenons z une racine primitive m-ième de l'unité et notons
K = Q(z). En diagonalisant dans C les éléments de G, on voit que leurs traces
sont des sommes de puissances de z, et donc sont des entiers algébriques. Comme
les coe�cients de P sont des polynômes en les éléments de Ξ, ce sont aussi des
entiers algébriques.
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Chaque élément σ de Gal(K/Q) envoie z sur za pour un certain entier a in�
versible modulo m. Par conséquent, pour g ∈ G, σ(Tr g) = Tr(ga). On en déduit
que σ est une permutation de Ξ, car, l'entier a étant premier à m, l'élévation à
la puissance a est une permutation de G\{1}. Comme les coe�cients de P sont
des polynômes symétriques en les éléments de Ξ, ils sont �xés par Gal(K/Q), et
donc rationnels. Ce sont dès lors des entiers algébriques rationnels, donc entiers.

En particulier, N = P (n) est donc entier. De plus, si g ∈ G \ {1}, Tr g est
somme de n complexes de module 1, et Tr g ne peut valoir n que si tous ces
complexes valent 1, ce qui est exclu. Donc N 6= 0.

Rappelons que, si (ρ, V ) est une représentation de G, l'application linéaire
1
|G|
∑
g∈G ρ(g) est un projecteur sur V G, donc en particulier sa trace est entière.

Par conséquent, si χ est un caractère (ou une combinaison linéaire à coe�cients
entiers de caractères),

∑
g∈G χ(g) est un entier divisible parm. En posant χ(g) =

P (Tr g), on voit que χ est une combinaison linéaire à coe�cients entiers de
caractères de la forme g 7→ Tr(g)k. Comme χ vaut N sur l'identité et zéro
ailleurs,

∑
g∈G χ(g) = N , et N est bien divisible par m.

2.2.2 Localisation des traces

À présent, il nous faut des informations sur les Tr g. Elles nous sont fournies
par le fait suivant :

Lemme 6. Soit G un `-sous-groupe �ni de GLn(C) dont la trace de chaque
élément est rationnelle. Alors, si g ∈ G, on peut écrire Tr(g) = n− `y pour un
certain entier y véri�ant 0 6 y 6 n

`−1 .

Démonstration. L'élément g étant d'ordre �ni, toutes ses valeurs propres sont
des racines de l'unité. De plus, les coe�cients du polynôme caractéristique χg
de g sont des fonctions symétriques élémentaires de ces valeurs propres, donc
peuvent être écrits comme des polynômes rationnels en les Tr(gk), qui sont
rationnelles : χg est donc dans Q[X].

Il est en outre divisible par le polynôme minimal sur Q de chacune de ses
racines, et peut donc s'écrire comme produit de polynômes cyclotomiques. On
regroupe alors les valeurs propres en fonction du polynôme cyclotomique où elles
apparaissent, et on étudie séparément les blocs, ce qui conduira au résultat, la
formule annoncée étant additive vis-à-vis de n.

On a donc des blocs de taille ϕ(`α) contenant les racines primitives `α-ièmes
de l'unité. En prenant z une telle racine, la trace du bloc correspondant vaut∑
a∈(Z/`αZ)× z

a. En distinguant les cas, on trouve que :
� si α = 0, la trace vaut 1, la dimension 1, et on peut prendre y = 0 ;
� si α = 1, la trace vaut −1, la dimension `− 1, et on peut prendre y = 1 ;
� si α > 2, la trace vaut

∑
a∈Z/`αZ z

a −
∑
a∈Z/`α−1Z z

`a = 0, la dimension
`α−1(`− 1), et on peut prendre y = `α−2(`− 1) 6 `α−1.

2.2.3 Preuve du théorème de Schur

Munis de ces deux résultats préliminaires, nous sommes maintenant en me�
sure de démontrer rapidement le théorème 5. Soit G un groupe véri�ant les
hypothèses mentionnées. Grâce aux théorèmes de Sylow, on peut sans restric�
tion demander que l'ordre de G soit une puissance de `.
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Par la proposition 6 et le lemme 6, l'ordre de G divise N , dont chaque facteur
est de la forme `y avec 1 6 y 6 d = [ n

`−1 ], et les y sont distincts puisque les
facteurs le sont. Donc l'ordre de G divise `dd! ; puisque v`(`dd!) est exactement
M(n, `), on trouve le résultat escompté.

2.2.4 Conjugaison de sous-groupes

Que peut-on ajouter quant à l'existence et à la conjugaison d'éventuels
`-sous-groupes de matrices de trace rationnelle atteignant la borne M(n, `) ?

La construction explicite e�ectuée dans la démonstration du théorème 1'
reste valide, et on pourrait réutiliser la démonstration du 1� dans le cas ` > 2,
en admettant qu'alors un `-sous-groupe �ni de GLn(C) dont les traces sont
rationnelles est conjugué à un sous-groupe de GLn(Q). Cependant, le cas ` = 2
pose problème. Ainsi, le groupe H8 mentionné plus haut et le groupe diédral D4
engendré par les matrices

g′ =
(

0 1
−1 0

)
et h′ =

(
1 0
0 −1

)
atteignent tous deux la plus grande valuation 2-adique possible, sans pour autant
être isomorphes.

3 Intermède : sous-groupes �nis de GL2(Q)
Le théorème 1 nous fournit une majoration de l'ordre d'un sous-groupe �ni

quelconque de GL2(Q) : ce cardinal divise en e�et M(2) = 23 · 3 = 24. À titre
d'exemple, nous allons déterminer explicitement la forme des sous-groupes �nis
de GL2(Q), et on véri�era sans peine que le plus petit multiple commun de leurs
ordres est bien 24. Cet exemple est adapté de [New72].

Proposition 7. À isomorphisme près, les sous-groupes �nis de GL2(Q) sont
C1, C2, C3, C4, C6, D3, D4 et D6, où Cn est le groupe cyclique d'ordre n et Dn

le groupe diédral d'ordre 2n.
Démonstration. Soit G un sous-groupe �ni de GL2(Q) ; commençons par regar�
der G+ = G∩ SL2(Q). Par un argument similaire à ceux utilisés dans la preuve
du lemme 2, G+ peut être vu comme un sous-groupe de SO(2), et donc, étant
�ni, comme un sous-groupe discret de R/Z. Par conséquent, G+ est cyclique.

Soit par ailleurs x d'ordre �ni n dans SL2(Q). La matrice x est diagonalisable
dans C, et ses valeurs propres λ et λ̄ sont des racines primitives n-ièmes de
l'unité. Leur polynôme minimal est donc de degré ϕ(n). Comme λ et λ̄ sont
les racines du polynôme caractéristique de x, c'est donc que ϕ(n) 6 2, ce qui
conduit � puisque ϕ(n) =

∏
p|n p

vp(n)−1(p− 1) � à n ∈ {1, 2, 3, 4, 6}.

Passons maintenant à G. Si G = G+, c'est terminé ; sinon, soit x ∈ G \G+.
Tous les éléments de xG+ sont de déterminant −1. Comme une matrice de
taille 2 et de déterminant −1 a des valeurs propres réelles, elle ne peut être que
d'ordre 2. Par conséquent, chaque élément de xG+ est d'ordre 2. Si l'on prend y
un générateur du groupe cyclique G+, on a x2 = 1 = (xy)2, et donc G est un
groupe diédral. Les groupes D4 et D6 pouvant être vus (géométriquement ou en
utilisant la matrice-compagnon du sixième polynôme cyclotomique Φ6) comme
des sous-groupes de GL2(Q), on obtient bien les groupes annoncés, qui sont des
sous-groupes de ces derniers.
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4 Vers les corps de nombres

Dans toute cette partie, K désigne un corps de nombres, c'est-à-dire une
extension �nie de Q.

Le but est d'étendre le théorème 5 à des groupes de matrices dont les traces
sont dans K et non plus dans Q. Après avoir dé�ni la borne recherchée et mis
en place quelques résultats auxiliaires, on prouve le théorème dans le cas des
nombres premiers ` impairs.

4.1 Théorème de Schur

4.1.1 Borne de Schur

Nous allons dé�nir des bornes analogues aux M(n) du théorème 1. On note,
pour tout entier a, ζa une racine primitive a-ième de l'unité. Le symbole µ`∞
désignera l'ensemble de toutes les racines `k-ièmes de l'unité.

Fixons ` un nombre premier et K un corps de nombres. Les K∩Q(ζ`k), pour
k > 1, donnent une suite croissante de sous-extensions de K ; comme K est de
dimension �nie sur Q, cette suite stationne. On pose alors

m(K, `) = min{k > 1 | K ∩Q(ζ`k) = K ∩Q(ζ`k+1)}
et t(K, `) = [Q(ζ`m(K,`)) : K ∩Q(ζ`m(K,`))].

On notera éventuellement m et t quand il n'y aura aucune ambiguïté sur le
corps et le nombre premier considérés.

On dé�nit ensuite, pour tout entier n et tout nombre premier ` impair

SK(n, `) = m(K, `)
[

n

t(K, `)

]
+
∞∑
k=1

[
n

`kt(K, `)

]

et SK(n, 2) = n+ (m(K, 2)− 1)
[

n

t(K, 2)

]
+
∞∑
k=1

[
n

2kt(K, 2)

]
·

Finalement, on pose
SK(n) =

∏
`

`SK(n,`)

où le produit est fait sur tous les nombres premiers. Les SK(n) vont jouer un
rôle analogue à celui des M(n) dé�nis en 1.2.

Remarques. Comme t(K, `)[K : Q] > ` − 1 par le théorème de la base télesco�
pique, il n'y a à n �xé qu'un nombre �ni de nombres premiers ` tels que SK(n, `)
ne soit pas nul, ce qui assure que SK(n) est bien dé�ni.

De plus, par dé�nition, K ∩Q(ζ`m) = K ∩Q(µ`∞).
En�n, pour K = Q, on a m` = 1 et t` = ϕ(`) = `− 1 ; donc

SQ(n, `) =
∞∑
i=0

[
n

`i(`− 1)

]
= M(n, `)

et les bornes coïncident dans le cas rationnel.
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Pour ` impair, les nombres t et m peuvent être décrits di�éremment, comme
le montre la proposition que voici.

Proposition 8. Pour ` impair, on a les égalités

m = 1 + v`[K ∩Q(µ`∞) : Q]

et t = `− 1
(`− 1) ∧ [K ∩Q(µ`∞) : Q]

·

Démonstration. Le groupe de Galois Gal(Q(ζ`k)/Q) est isomorphe à
(
Z/`kZ

)×
.

Soit σ l'élément de ce groupe qui envoie ζ`k sur ζ`+1
`k

, qui correspond dans
(Z/`kZ)× à ` + 1, et qui est d'ordre `k−1. On véri�e que Q(ζ`) est égal au
sous-corps de Q(ζ`k) �xé par σ. En e�et, ζ` est �xé par σ, donc Q(ζ`) est
inclus dans Q(ζ`k)σ ; puis on compare les degrés [Q(ζ`k) : Q(ζ`k)σ] = |〈σ〉| et
[Q(ζ`k) : Q(ζ`)] = [Q(ζ`k) : Q]/[Q(ζ`) : Q].

Comme Q(ζ`k)/Q est une extension abélienne � c'est-à-dire de groupe de
Galois abélien �, toutes ses sous-extensions sont normales, donc stables par σ.
Il est alors clair que K ∩Q(ζ`) = (K ∩Q(ζ`k))

σ. Donc [K ∩Q(ζ`k) : K ∩Q(ζ`)]
est l'ordre de la restriction de σ à K ∩Q(ζ`k), qui divise l'ordre `k−1 de σ.

On a donc une suite ([K ∩ Q(ζ`k) : K ∩ Q(ζ`)])k>1 de puissances de ` qui
croît strictement jusqu'à stationner à partir du rang m. Notons ik la valuation
`-adique du k-ième terme de cette suite. La suite (ik)k>1 est donc strictement
croissante jusqu'au rang m, et on a vu que ik 6 k − 1 pour tout k. Par une
récurrence facile, c'est donc que ik = k − 1 pour k ∈ [[1,m]]. Par conséquent
`m−1 = [K ∩ Q(µ`∞) : K ∩ Q(ζ`)]. Comme [K ∩ Q(ζ`) : Q] divise ` − 1 qui est
premier à `, on a bien m = 1 + v`[K ∩Q(µ`∞) : Q].

En�n, on véri�e les égalités suivantes :

t = [Q(ζ`m) : K ∩Q(µ`∞)]

= [Q(ζ`m) : Q]
[K ∩Q(µ`∞) : Q]

= `m−1(`− 1)
`m−1[K ∩Q(ζ`) : Q]

= `− 1
(`− 1) ∧ [K ∩Q(µ`∞) : Q]

,

où la dernière égalité est justi�ée car [K ∩ Q(µ`∞) : Q] = `m−1[K ∩ Q(ζ`) : Q]
et que [K ∩Q(ζ`) : Q] divise `− 1 = [Q(ζ`) : Q].

4.1.2 Énoncé du théorème

Avec les outils dé�nis au paragraphe précédent, on peut à présent énoncer
une dernière généralisation du théorème 1 :

Théorème 9. Si G est un sous-groupe �ni de GLn(C) dont la trace de chaque
élément appartient à K, alors |G| divise SK(n).

4.1.3 Remarque sur une borne naïve

Le théorème 1 permet déjà de montrer que les sous-groupes �nis de GLn(K)
ont un ordre majoré par un nombre ne dépendant que de n et de K. La borne
multiplicative obtenue est explicite, mais loin d'être optimale.
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Proposition 10. Soit G un sous-groupe �ni de GLn(K). Alors l'ordre de G
divise M(n[K : Q]).

Démonstration. Soit d = [K : Q]. Choisissons une Q-base de Kn. On injecte
alorsMn(K) dansMnd(Q) par la �èche d'oubli

EndK(Kn) −→ EndQ(Kn)

qui est un morphisme d'anneaux, et qui induit par conséquent une injection
GLn(K) −→ GLnd(Q). Par le théorème 1, |G| divise alors M(nd).

Remarque. Les bornes SK(n) que l'on vient de dé�nir sont dans de nombreux
cas strictement meilleures que la borne M(nd) obtenue à la proposition pré�
cédente. Pour le voir, considérons un corps de nombres qui soit une extension
cyclotomique, c'est-à-dire K = Q(ζ`s) pour un certain nombre premier ` et un
certain entier s, et regardons les valuations `-adiques des deux bornes. On trouve
facilement que d = ϕ(`s) = `s−1(`− 1), m = s et t = 1. Alors

SK(n, `) = sn+ v`(n!)
et M(nd, `) = n`s−1 + v`((n`s−1)!).

En choisissant ` et s su�samment grands pour que s < `s−1, on voit alors
immédiatement que SK(n, `) < M(nd, `).

4.1.4 Schéma de la démonstration

Dans le cas des corps de nombres, on voudrait adapter l'idée de Minkowski,
qui consiste à se ramener à un groupe de matrices sur un corps �ni, dont on
peut calculer le cardinal par le lemme 4. Pour ce faire, on a besoin de la notion
de localisation d'un anneau. Ceci fait l'objet du paragraphe 4.3.

En�n, on établit le résultat au paragraphe 4.5 dans le cas de la valuation
pour un nombre premier impair `, le cas ` = 2 étant admis.

4.2 Préliminaires algébriques

Nous allons prochainement avoir besoin de deux lemmes de conjugaison. La
démonstration du premier est inspirée du chapitre 9 de [Isa76].

Lemme 7. Soit G un sous-groupe �ni de GLn(C). Alors il existe un corps de
nombres K tel que G soit conjugué à un sous-groupe de GLn(K).

Démonstration. Nous allons utiliser de la théorie des représentations. Soient K
un corps et L/K une extension. Pour toute K-représentation ρ : G→ GLd(K)
de G, on note ρL la L-représentation obtenue en étendant les scalaires à L,
c'est-à-dire en prolongeant ρ par l'injection naturelle GLd(K)→ GLd(L).

Soit ρ : G → GLd(Q) une Q-représentation irréductible de degré d de G.
Montrons que ρC est irréductible. Par le théorème de Burnside, comme Q est
algébriquement clos et ρ irréductible, VectQ(Im ρ) =Mn(Q). On voit alors que
VectC(Im ρC) =Mn(C), et donc que ρC est irréductible.

Montrons que toute C-représentation irréductible σ est isomorphe à une
Q-représentation irréductible. Notons R(K) la représentation régulière de G sur
un corps K quelconque. Toutes les représentations complexes irréductibles de G
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sont isomorphes à des sous-représentations de R(C), donc de R(Q)C, ces deux
représentations étant identiques.

Décomposons R(Q) en somme de sous-Q-représentations irréductibles sous la
forme R(Q) =

⊕
i ρi. On véri�e que R(Q)C =

⊕
i ρ

C
i . Par ce qui précède, les ρ

C
i

sont irréductibles, et on a décomposé R(Q)C en somme de facteurs irréductibles.
Comme σ est un facteur irréductible de R(Q)C, ceci montre que σ ' ρC où ρ
est une Q-représentation irréductible de G.

On considère à présent γ la représentation de G donnée par l'inclusion
G ⊂ GLn(C). Par ce qui précède, comme γ est somme de sous-représentations
irréductibles, elle est isomorphe à une Q-représentation γ′. Autrement dit, G est
conjugué à un sous-groupe G′ de GLn(Q). Soit maintenant l'extension K de Q
engendrée par les coe�cients des matrices de G′. Cette extension est �nie car
les coe�cients en question sont des éléments de Q, donc algébriques. Il est alors
clair que G′ ⊂ GLn(K), et le tour est joué.

Lemme 8. Soit G un sous-groupe �ni de GLn(Fq), avec q = pr pour un certain
nombre premier p > n. Supposons que l'ordre de G est premier à p. Si de plus
toutes les traces des éléments de G sont dans K pour un certain sous-corps K
de Fq, alors G est conjugué à un sous-groupe de GLn(K).

Une démonstration de ce lemme peut être trouvée dans [GL06], et s'appuie
sur un résultat de cohomologie galoisienne énoncé dans [Ser68], proposition x.3.
Une autre démonstration, plus longue, est fondée sur la théorie des représenta�
tions des algèbres de groupes et fait intervenir le théorème de commutativité de
Wedderburn ; voir [Isa76], corollaire 9.23.

Nous admettrons le lemme 8.

4.3 Réduction modulo p

4.3.1 Dé�nition de l'application de réduction

Dé�nition (localisation). Soient A un anneau commutatif intègre et S une
partie non vide de A, stable par le produit et ne contenant pas zéro. On dé�nit
la localisation AS de A en S comme le quotient (A× S)/∼, avec

(a, s) ∼ (b, t) déf⇐⇒ at = bs.

On obtient alors un anneau AS , et la classe de (a, s) sera généralement notée a
s .

Par exemple, si p est un idéal premier de A, on peut prendre S = A \ p.
L'anneau AS est alors plus couramment noté Ap.

On rappelle qu'un anneau est dit local s'il n'a qu'un seul idéal maximal.

Proposition 11. Soit p un idéal premier d'un anneau A intègre et unitaire.
Alors Ap est un anneau unitaire local, d'idéal maximal pAp, et A

×
p = Ap \ pAp.

Démonstration. Par dé�nition, A×p = Ap \ pAp : si a /∈ p, alors 1
a ∈ Ap, et

réciproquement. Par conséquent, pAp est maximal, puisque si x /∈ pAp, x est
inversible et pAp + (x) = Ap. D'autre part, si m est un idéal maximal de Ap, on
a m ⊂ Ap \A×p = pAp, et par maximalité, m = pAp.

De plus, Ap est unitaire de neutre multiplicatif 1
1 , puisque 1A ∈ A \ p.
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On considère à présent le cas des corps de nombres, et surtout des anneaux
d'entiers qui leur sont associés. L'intérêt essentiel de la localisation est alors de
se ramener à des anneaux principaux, et à obtenir des résultats similaires au
lemme 1.

Proposition 12. Soient K/Q un corps de nombres, et O = OK son anneau
d'entiers. Soit encore p un idéal premier de O. Alors le localisé Op est un anneau
principal intègre.

Démonstration. Il est immédiat que Op est intègre. D'autre part, la théorie des
anneaux d'entiers montre [Hin08] que tout idéal premier de O est maximal. Soit
maintenant a un idéal de Op. Montrons qu'il existe alors un entier α tel que
a = pαOp. En e�et, a = (a ∩ O)Op ; comme a ∩ O est un idéal de O, il s'écrit∏

q qβ où les q sont des idéaux premiers de O. En multipliant par Op, on élimine
alors tous les q 6= p, car ils sont inclus dans O×p .

Il su�t donc de montrer que l'idéal pOp est principal : toutes ses puissances
le seront. Prenons x ∈ pOp \ p2Op, qui existe bel et bien, sans quoi on aurait
p = p2 en prenant les intersections avec O. On peut alors écrire (x) = pαOp, et
α > 2 conduirait à l'absurdité x ∈ pαOp ⊂ p2Op. Par conséquent, pOp = (x),
ce que l'on voulait.

Rappelons que la norme N(a) d'un idéal a de O est le cardinal du quotient O/a.

Proposition 13. On a des isomorphismes d'anneaux

Op

pOp
' O

p
' FN(p)·

Démonstration. En e�et, on a une inclusion ι : O → Op et une projection
π : Op → Op/pOp. Le noyau de π ◦ ι est alors ι−1(Kerπ), soit exactement
pOp ∩ O = p. Le dernier isomorphisme vient de ce que p est premier, donc
maximal.

Lemme 9. Soit G un sous-groupe �ni de GLn(K). Alors, pour tout idéal pre�
mier p de O, le groupe G est conjugué à un sous-groupe de GLn(Op).

Démonstration. On peut réécrire exactement la même preuve que pour le lem-
me 1, en utilisant la remarque page 4 et en remplaçant Q par K et Z par Op,
dont on a vu à la proposition 12 qu'il est principal.

Remarque. On peut faire une remarque similaire à celle de la page 5 : en prenant
un dénominateur commun d aux coe�cients des éléments de G, on voit que G est
d'emblée contenu (à identi�cation près) dans GLn(Op) pour tout idéal premier p
ne contenant pas d.

4.3.2 Lemme de torsion

Voici une variante du lemme 3, qui nous sera utile dans le cas local :

Lemme 10. Soient A un anneau local, m son idéal maximal et k = A/m son
corps résiduel. Alors, si ` est un nombre premier di�érent de car k, le noyau
du morphisme de réduction GLn(A) −→ GLn(k) ne contient aucune matrice
d'ordre `.
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Démonstration. Supposons que x ∈ GLn(A) véri�e x` = 1 et x ≡ 1 (mod m).
On peut écrire x = 1 + y, avec y ∈ Mn(m). Le fait que x` = 1 se traduit par∑`
k=1

(
`
k

)
yk = 0, soit yu = 0 avec

u =
∑̀
k=1

(
`

k

)
yk−1 = ` 1 +

(
`

2

)
y + · · ·+ y`−1.

De plus, u ≡ ` 1 (mod m), et comme ` est inversible dans k, u est inversible
dansMn(k). Donc le déterminant de u n'est pas dans m, et il est par conséquent
inversible dans A, car A est local. Mais yu = 0, donc y = 0 et x = 1.

Corollaire 14. Soit p un idéal premier de O. Écrivons N(p) = pr pour un
certain entier r et un certain nombre premier p. Alors les éléments d'ordre �ni
du noyau du morphisme de réduction

GLn(Op) −→ GLn(FN(p))

sont d'ordre une puissance de p.

Démonstration. Ce morphisme est bien dé�ni grâce à l'isomorphisme de la pro�
position 13, et le résultat est rendu évident par le lemme 10 et le fait que Op

est local d'idéal maximal pOp (proposition 11).

4.4 Inertie de certains nombres premiers

On a le théorème suivant, démontré dans [IR90] (théorème 2 page 196), et
que nous admettrons :

Théorème 15. Soient m un entier et p un nombre premier ne divisant pas m.
Soit r l'ordre de p modulo m. Alors, dans l'anneau d'entiers OQ(ζm) ⊂ Q(ζm),
on a une décomposition en produit d'idéaux

(p) = p1 · · · pg

où les pk sont des idéaux premiers distincts de OQ(ζm), et g = ϕ(m)
r .

On déduit facilement de ce théorème le résultat que voici, qui nous sera utile
dans la démonstration �nale :

Corollaire 16. Soient ` un nombre premier impair et p un générateur de
(Z/`2Z)×. Alors, pour tout entier s > 2, p reste premier dans OQ(ζ`s ).

Démonstration. On a vu dans la preuve du lemme 4 que, sous ces hypothèses, p
engendre (Z/`sZ)× pour tout s. On peut alors appliquer le théorème vu ci-dessus,
avec m = `s, r = ϕ(`s) et g = 1.

4.5 Démonstration pour ` impair

Rappelons que l'on considère un groupe G 6 GLn(C) tel que la trace de
chaque élément soit dans un corps de nombres K. Nous allons suivre le même
chemin que dans le cas rationnel du théorème de Minkowski : après avoir inclus
le groupe G dans un groupe de matrices sur un corps de taille convenable, on
calculera la valuation `-adique de ce groupe de matrices, ce qui permettra de
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conclure. Quitte à remplacer G par un de ses `-Sylow, on peut supposer que
l'ordre de G est une puissance de `.

Par le lemme 7, on peut conjuguer G à un groupe de matrices dont tous les
coe�cients sont dans un corps de nombres L contenant K. Notons O = OL.
Prenons un nombre premier p > n engendrant (Z/`2Z)×, et un idéal premier p
de O contenant p ; on a alors (p) = p∩Z. Par le lemme 9, G peut être conjugué
à un sous-groupe de GLn(Op). Par le corollaire 14, puisque ` 6= p, le morphisme
de réduction ϕ : G→ GLn(FN(p)) est une injection.

Par hypothèse, toutes les traces des éléments de G sont dans K, et elles sont
aussi dans Q(µ`∞) en diagonalisant chaque matrice. De plus, ce sont des entiers
algébriques. On en déduit que les traces sont dans l'anneau des entiers OK′ du
corps de nombres K ′ = K ∩Q(µ`∞). Par l'application de réduction ϕ, elles sont
par conséquent envoyées dans Fq = OK′

p∩OK′
pour q = pf = N(p∩OK′), la norme

étant celle de OK′ et l'idéal p restant premier dans OK′ . Grâce au lemme 8, on
a donc à conjugaison et identi�cation près que

G 6 GLn(Fq).

Il s'agit à présent de contrôler v`(GLn(Fq)) ; par le lemme 4 et le choix de p,
cette valuation est

v`(GLn(Fq)) = (1 + v`(f))
[n
τ

]
+
∞∑
i=1

[ n
`iτ

]
où τ = `−1

(`−1)∧f . Par le corollaire 16, pour tout entier s > 1, l'entier p est premier
dans OQ(ζ`s ), et par conséquent dans OK′ ⊂ OQ(ζ`m ). On en tire donc que pOK′
et p ∩ OK′ sont deux idéaux premiers, donc maximaux, de OK′ ; l'un étant
inclus dans l'autre, ils sont égaux. En prenant la norme dans OK′ , on en déduit
�nalement que

pf = N(p ∩ OK′) = N(pOK′) = p[K′:Q]

et donc
f = [K ∩Q(µ`∞) : Q].

En réécrivant, on obtient alors, en utilisant la proposition 8, que

m(K, `) = 1 + v`(f)
et t(K, `) = τ

et par conséquent
v`(GLn(Fq)) = v`(SK(n))

ce qui achève la démonstration.
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Conclusion

Nous avons donc vu une majoration du plus petit multiple commun des
ordres de tous les sous-groupes �nis de GLn(Q). On pourrait dans un autre
ordre d'idées se demander quel est le maximum de ces ordres. En considérant le
sous-groupe S±n des permutations signées, on voit que ce maximum est supérieur
à 2nn!.

En fait, on a presque toujours égalité, comme l'a�rme le résultat suivant :

Pour n /∈ {2, 4, 6, 7, 8, 9, 10}, un sous-groupe �ni de GLn(Q) est
d'ordre au plus 2nn!. De plus, à conjugaison près, S±n est le seul
groupe atteignant cette borne.

Cet énoncé a été démontré en 1995 par Walter Feit dans un article encore in�
édit ; sa démonstration repose sur un article inachevé de Boris Weisfeiler, dépen�
dant lui-même du théorème de classi�cation des groupes �nis simples. Shmuel
Friedland a donné en 1997 une preuve plus simple pour n assez grand [Fri97],
elle aussi déduite d'un résultat de Weisfeiler [Wei84] s'appuyant aussi sur le
théorème de classi�cation.
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